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摘 要

在本文中, 我们构造了一种新的极值分位数估计, 给出了估计量的极限性质. 同时, 在渐近二阶矩

最小的准则下, 利用子样本自助法给出了计算所构造的极值分位数估计时的样本点分割方法, 从理论

上证明了这一极限结果, 说明了这种分割在渐近二阶矩最小的准则下是渐近最优分割, 同时提出了自

适应的样本点分割的自助算法.

关键词: 极值分位数, 极值指数, 自助法.

学科分类号: O212.7.

§1. 引 言

假设X1, X2, · · · , Xn, · · ·是一列正的, 独立同分布的随机变量序列, 具有共同的分布

函数F . 我们现在希望估计一个发生概率接近于1的极值分位数(也称为高分位数), 即我

们希望寻找满足条件1 − F (xp) = p (p ≤ c/n, 很接近于0)的极值分位数xp. 如果将F的

逆函数定义为分位函数Q, Q(r) := inf{x : F (x) ≥ r}, 我们就是要寻找xp = Q(1 − p).

这个不等式意味着: 如果我们运用渐近理论, 并要求这个基本的特征在极限过程中保持

不变, 那么我们就必须假设p依赖于n, 且 lim
n→∞ pn = 0. 这时, 我们仍然还有两种可能性:

npn → c ∈ (0,∞)或npn → 0 (n →∞). 对这两种情形, 纯非参数估计方法并不能用. 事实

上, 仅当npn →∞时, 非参数方法才可行(Einmahl (1990)). 但由于极值分位数估计涉及分

布函数的尾部特征, 这就提示我们利用极值理论来进行估计和推断.

对于分位数估计, 目前文献中的诸如区组最大方法、POT方法、矩估计、Pickands估

计和指数回归模型估计, 事实上, 都有一个怎样选取门限值, 从而对样本点实施最优分割

的问题. 目前的文献一般都在讨论估计极值指数时样本点最优分割问题, 对分位数情形下

的样本点最优分割问题的研究不多. De Haan, L. et al. (1993)构造了极值分位数估计量,

并讨论了其大样本性质.Danielsson, J. (1997)引入k阶矩率估计量, 借助于自助法, 讨论了

极值分位数和超出概率的问题. Bermudez et al. (2001)利用贝叶斯方法对极值分位数进

行了估计. Ferreira (2002a)同样利用自助法讨论了极值分位数的逆问题和尾概率的估计问

题, Ferreira (2002b)研究了利用矩估计方法求极值分位数时的样本点最优分割问题, 他采
∗资助项目: 湖南省软科学项目(2006ZK3028).
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464 应用概率统计 第二十四卷

用的方法是自助法. 这里, 我们仍将采用自助法. 在本文中, 我们将极值指数γ的取值限制

为γ > 0. 我们只考虑γ > 0, 主要是因为这个范围在实际中用的很广泛.

§2. 主要结果

设Xn,1 ≤ Xn,2 ≤ · · · ≤ Xn,n为n个观测值X1, X2, · · · , Xn的顺序统计量, 对于我们的

问题, 我们考虑用插值法来得到极值分位数

log x̂n,1(k) = log Xn,k + γ̂n,1

(
log

1
pn
− log

(n

k

))
,

即

x̂n,1(k) := Xn,n−k

( k

npn

)γ̂n,1(k)
. (2.1)

其中γ̂n,1(k)为极值指数γ的估计, 形式为

γ̂n,1(k) := M (1)
n =

1
k

k∑
i=1

log Xn,n−i+1 − log Xn,n−k. (2.2)

由于我们考虑的是尾部的特征, 因此, 我们将对k作一些限制, 限制k为一中间序列, 即

k(n) →∞,
k(n)
n

→ 0.

另外, 我们还要求k ∈ (log n, n/ log n).

本文主要的思路是寻找最优的k, 使得

k0(n) = arg inf
k

as.E(x̂n,1(k)− xn)2. (2.3)

这里as.E表示渐近期望, xn满足1 − F (xn) = pn. 由于在上式中, 我们在寻找最优的k时,

xn未知, 所以, 我们转而考虑

En(x̂n,1(k)− x̂n,2(k))2I(|x̂n,1(k)− x̂n,2(k)| ≤ kδ−1/2), (k = 1, 2, · · · , n). (2.4)

这里δ > 0, x̂n,1(k)如前,

x̂n,2(k) := Xn,n−k

( k

npn

)γ̂n,2(k)
, (2.5)

其中

γ̂n,2(k) :=
M

(2)
n

2M
(1)
n

, (2.6)

M (2)
n =

1
k

k∑
i=1

(log Xn−i+1,n − log Xn−k,n)2. (2.7)
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这里, 我们对极值指数γ采用γ̂n,2(k)进行估计, 主要出于以下两个方面的考虑. (1) 估计

量γ̂n,2(k)由Danielsson, J. (1997)在估计极值指数γ时提出, 并且说明了估计量γ̂n,2(k)的构

建是基于矩率估计量, 因此具有很好的大样本性质; (2) 在极值指数γ ∈ R时, 文献中一般

选用Dekkers, A.L.M., Einmahl, J.H.J. and De Haans, L. (1989)所构建的矩估计量. 但是,

当我们只考虑γ > 0的情况时, 显然, 我们的估计量γ̂n,2(k)要比Dekkers, A.L.M., Einmahl,

J.H.J. and De Haans, L. (1989)所构建的矩估计量更简捷, 门限值的选取也更方便. 当然,

如果我们选用矩估计量, 我们还是可以得到与本文相类似的结论, 只不过要增加更多的限

制条件, 所得到的结论也更复杂(参见Ferreira (2002b)).

为了说明我们的结论, 我们需要引进一个二阶条件.

lim
t→∞

[U(tx)− U(t)]/a(t)− (xγ − 1)/γ

A(t)
= hγ,ρ(x) =

1
ρ

[xγ+ρ − 1
γ + ρ

− xγ − 1
γ

]
. (2.8)

其中ρ < 0, 函数a(t) > 0, U(t) := (1/(1− F ))−1(t). A(t) → 0, 且A(t)永远不改变符号. 在

后面的结果中, 我们将进一步假定a(t) = c1t
γ , A(t) = c̃2t

ρ. 事实上, 在γ + ρ 6= 0时, (2.8)等

价于

U(t) = c0 + c1
tγ − 1

γ
+ c2t

γ+ρ + o(tγ+ρ). (2.9)

其中c1 > 0, c2 6= 0.

在选取门限值, 对样本点实施分割时, 我们还是采取自助法, 从样本X1, X2, · · · , Xn开

始, 按以下步骤进行:

(1) 从样本{X1, X2, · · · , Xn}中随机, 独立地选取n1个(n1 = O(n1−ε)), 0 < ε < 1/2, 记

为{X∗
1 , X∗

2 , · · · , X∗
n1
}, 对其顺序统计量X∗

n1,1, X
∗
n1,2, · · · , X∗

n1,n1
计算x̂∗n1,1(k)和x̂∗n1,2(k)得到

q∗n1,k = (x̂∗n1,1(k)− x̂∗n1,2(k))2I(|x̂∗n1,1(k)− x̂∗n1,2(k)| ≤ kδ−1/2), δ > 0, k = 1, 2, · · · , n1.

(2) 独立地重复步骤(1)r次, 记所得结果为q∗n1,k,s, k = 1, 2, · · · , n1, s = 1, 2, · · · , r, 计

算(1/r) ·
r∑

s=1
q∗n1,k,s. 其中数r可以根据计算机的速度快慢选取.

(3) 求出使(1/r) ·
r∑

s=1
q∗n1,k,s最小的k, 表示为k∗0(n1).

(4) 设n2 = (n1)2/n, 显然n2 < n1. 将步骤(1), (2), (3)中的n1换成n2, 重复这三步, 记

所得结果为k∗0(n2).

(5) 计算

k̂0(n) =
(k∗0(n1))2

k∗0(n2)
l(γ̂n(k), ρ̂n1(k

∗
0))

l(γ̂n(k), ρ̂n1(k∗0))
.

其中γ̂n(k), ρ̂n1(k
∗
0)分别为γ, ρ的任意相合估计, l和l的定义见定理2.1和定理2.2. 例如γ̂n(k)

= γ̂n,1,

ρ̂n1(k
∗
0) =

log k∗0(n1)
−2 log n1 + 2 log k∗0(n1)

.
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以上所得k̂0(n)就是所要求的最优值.

定理 2.1 假设对γ > 0, ρ < 0, γ 6= −ρ, 且U满足(2.9), U(∞) > 0, 进一步, npn → c

(有限, 非负), 对ε > 0, log pn = o(nε), 则当n →∞时,

k0(n) →
(−ρ(1− ρ)2

2c̃2
2

)1/(1−2ρ)
n−2ρ/(1−2ρ) := l(γ, ρ)n−2ρ/(1−2ρ), (2.10)

其中k0(n) = arg infk as.E(x̂n,1(k)− xn)2.

推论 2.1 在定理2.1的条件下, 进一步假设
√

kA(n/k) → λ ∈ (−∞,∞), 则我们有
√

k0γ

a(n/k0)(k0/(npn))γ log(k0/(npn))
(x̂n,1(k)− xn)

依分布收敛于一个正态随机变量, 该正态随机变量的均值为λ/[ρ(1− ρ)], 方差为1.

定理 2.2 在定理2.1的条件下, 当n →∞时,

k0(n) →
(−ρ(1− ρ)4

c̃2
2

)1/(1−2ρ)
n−2ρ/(1−2ρ) := l(γ, ρ)n−2ρ/(1−2ρ), (2.11)

其中k0(n) = arg infk as.E(x̂n,1(k)− x̂n,2(k))2.

为保证渐近二阶矩的收敛性, 我们考虑下面统计量

qn,k = (x̂n,1(k)− x̂n,2(k))2I(|x̂n,1(k)− x̂n,2(k)| ≤ kδ−1/2), δ > 0.

定理 2.3 在定理2.1的条件下, 当n →∞时, 我们有k0,1(n)/k0(n) → 1. 因此

k0,1(n) →
(−ρ(1− ρ)4

c̃2
2

)1/(1−2ρ)
n−2ρ/(1−2ρ) := l(γ, ρ)n−2ρ/(1−2ρ), (2.12)

其中k0,1(n) = arg infk as.E(qn,k).

现在, 我们介绍自助程序, 我们从Xn := {X1, X2, · · · , Xn}中独立选取样本量为n1 (n1

< n)的样本, 记为X ∗
n1

:= {X∗
1 , X∗

2 , · · · , X∗
n1
}, 记其顺序统计量X∗

n1,1, X
∗
n1,2, · · · , X∗

n1,n1
, 对

k1 < n1, 定义

q∗n,k = (x̂∗n,1(k)− x̂∗n,2(k))2I(|x̂∗n,1(k)− x̂∗n,2(k)| ≤ kδ−1/2), δ > 0, k = 1, 2, · · · , n1.

现在, 我们使用如下的自助估计的平均平方误

E{(q∗n,k)|Xn}.

定理 2.4 在定理2.1的条件下, 令n1 = O(n1−ε). 则当n →∞时,

k
∗
0(n1)

p−→
(−ρ(1− ρ)4

c̃2
2

)1/(1−2ρ)
n
−2ρ/(1−2ρ)
1 := l(γ, ρ)n−2ρ/(1−2ρ)

1 , (2.13)

其中k
∗
0(n1) = arg infk as.E(q∗n1,k).

《
应
用
概
率
统
计
》
版
权
所
有



第五期 欧阳资生 杨向群 陈内萍: 一种概率分布的极值分位数的最优估计 467

推论 2.2 假设定理2.4的条件成立, 那么

k0(n)
/{

k
∗
0(n1)

( n

n1

)−2ρ/(1−2ρ)} p−→ 1. (2.14)

定理 2.5 在定理2.4的条件下, 令n2 = (n1)2/n. 设k
∗
0(n2) = arg infk as.E(q∗n2,k), 则

当n →∞时,

k0(n)/{k∗0(n1)2/k
∗
0(n2)} p−→ 1. (2.15)

推论 2.3 在定理2.5的条件下,

k0(n)
/{(k∗0(n1))2

k∗0(n2)
l(γ̂n(k), ρ̂n1(k

∗
0))

l(γ̂n(k), ρ̂n1(k∗0))

}
p−→ 1. (2.16)

定理 2.6 在定理2.5的条件下, 当n →∞时, k0满足

k̂0(n)
k0(n)

p−→ 1. (2.17)

这里

k̂0(n) =
(k∗0(n1))2

k∗0(n2)
l(γ̂n(k), ρ̂n1(k

∗
0))

l(γ̂n(k), ρ̂n1(k∗0))
,

其中γ̂n(k), ρ̂n1(k
∗
0)分别为γ, ρ的任意相合估计, 例如γ̂n(k) = γ̂n,1,

ρ̂n1(k
∗
0) =

log k∗0(n1)
−2 log n1 + 2 log k∗0(n1)

. (2.18)

§3. 定理的证明

为证明上一节定理, 我们首先来介绍几个引理. 在后面的内容中, 我们均定义(x0−1)/0

= log x, 不再另行说明.

引理 3.1 设Y1, · · ·, Yn是一独立同分布的随机变量序列, 具有共同的分布函数1−y−1

(y > 1), Yn,1 ≤ · · · ≤ Yn,n为其顺序统计量. 假设k →∞, k/n → 0. 那么, 我们有

(i) Yn,n−k/(n/k)
p−→ 1.

(ii) 定义

Pn :=
1
k

k∑
i=1

log Yn,n−i+1 − log Yn,n−k − 1,

Qn :=
1
k

k∑
i=1

(log Yn,n−i+1 − log Yn,n−k)2 − 2.

我们有
√

k(Pn, Qn) d→ (P, Q), P, Q为正态分布, 它们的均值矢量为0, 协方差矩阵元素为

EP 2 = 1, EQ2 = 20, E(PQ) = 4.
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进一步

kEP 2
n → EP 2, kEQ2

n → EQ2.

(iii) 对j = 1, 2, 定义

dj
n =

1
k

k∑
i=1

jhγ,ρ

(Yn,n−i+1

Yn,n−k

)
(log Yn,n−i+1 − log Yn,n−k)j−1.

则

d1 = 1/(1− ρ), d2 = 2(3− 2ρ)/(1− ρ)2.

证明: 由Drasma et al. (1999)中引理5.1立即可得. ¤

引理 3.2 (Drasma et al. (1999)) 设f为一可测函数, 假设存在一实参数α和函数

a1(t) > 0和A1(t) → 0, 使得对所有的x > 0, 有

lim
t→∞

[f(tx)− f(t)]/a1(t)− (xα − 1)/α

A1(t)
= h1(x) :=

1
β

[xα+β − 1
α + β

− xα − 1
α

]
(β ≤ 0).

那么, 对任意给定的ε > 0, 存在t0 > 0使得对所有的t ≥ t0, tx ≥ t0,

∣∣∣ [f(tx)− f(t)]/a1(t)− (xα − 1)/α

A1(t)
− h1(x)

∣∣∣ ≤ ε[1 + xα + 2xα+βeε| log x|].

引理 3.3 (Ferreira (2002b)) 假设U(∞) > 0, 函数a(t) > 0和A(t) → 0, 且A(t)永远

不改变符号, 同时

lim
t→∞

[U(tx)− U(t)]/a(t)− (xγ − 1)/γ

A(t)
= hγ,ρ(x) (ρ < 0).

那么, 当γ > 0时,

lim
t→∞

a(t)/U(t)− γ

A(t)
=

γ

ρ
.

引理 3.4 (Ferreira (2002b)) 设b̂(n/k) = U(Yn,n−k), 在定理2.1条件下,

b̂(n/k)− U(n/k)
a(n/k)

=
B√
k

+ op

( 1√
k

)
+ op

(
A

(n

k

))
.

这里, B是一个标准正态分布, 且与P, Q独立.

引理 3.5 在定理2.1的条件下,

γ̂n,1 = M (1)
n

d= γ + γ
P√
k

+
γ

ρ(1− ρ)
A

(n

k

)
+ op

(
A

(n

k

))
,

γ̂n,2
d= γ + γ

Q

2
√

k
+

γ(2− ρ)
ρ(1− ρ)2

A
(n

k

)
+ op

(
A

(n

k

))
.
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证明: 在引理3.2中, 令α = 0. 对任意给定的ε > 0, 存在t0 > 0使得对所有的t ≥ t0,

tx ≥ t0,

∣∣∣ [log U(tx)− log U(t)]/[a(t)/U(t)]− log x

A(t)
− hγ,ρ(x)

∣∣∣ ≤ ε[1 + 2xρeε| log x|]. (3.1)

在上式中, 对i = 0, 1, 2, · · · , k − 1依次令t = Yn,n−k, x = Yn,n−i/Yn,n−k, 然后将k个不

等式相加, 再除以k, 注意到{Xn,n−i+1}n
i=1

d= {U(Yn,n−i+1)}n
i=1, 我们就可以得到

M
(1)
n (k)

a(Yn,n−k)/U(Yn,n−k)

≤
(1

k

k∑
i=1

log Yn,n−i+1 − log Yn,n−k

)
+ A(Yn,n−k)

1
k

k∑
i=1

hγ,ρ

(Yn,n−i+1

Yn,n−k

)

+ εA(Yn,n−k)
1
k

k∑
i=1

{
1 + 2

(Yn,n−i+1

Yn,n−k

)ρ
eε log(Yn,n−i+1/Yn,n−k)

}
.

注意到 {Yn,n−i+1

Yn,n−k

}k

i=1

d= {Y ′
i }k

i=1.

这里Y ′
1 , · · · , Y ′

k为独立同分布的, 具有共同的分布函数1− 1/y, (y > 1).

对(1/k) ·
k∑

i=1
{1 + 2(Yn,n−i+1/Yn,n−k)ρeε log(Yn,n−i+1/Yn,n−k)}运用大数律. 同时, 由于

k

n
Yn,n−k

p→ 1,

而|A(t)|为一正则变换, 亦即
A(Yn,n−k)
A(n/k)

p→ 1.

因此, 由引理3.1, 我们有

M
(1)
n (k)

a(Yn,n−k)/U(Yn,n−k)
= 1 + Pn + d1A

(n

k

)
+ op

(
A

(n

k

))
,

即

γ̂n,1 = M (1)
n

d=
(
1 +

P√
k

+ d1A
(n

k

)
+ op

(
A

(n

k

)))(
γ +

γ

ρ
A

(n

k

))

= γ + γ
P√
k

+
γ

ρ(1− ρ)
A

(n

k

)
+ op

(
A

(n

k

))
.

同理

M
(2)
n (k)

a(Yn,n−k)2/U(Yn,n−k)2
= 2 + Qn + d2A

(n

k

)
+ op

(
A

(n

k

))
.
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因此

M (2)
n

d=
(
2 +

Q√
k

+ d2A
(n

k

)
+ op

(
A

(n

k

)))(
γ +

γ

ρ
A

(n

k

))2

= 2γ2 + γ2 Q√
k

+
2γ2(2− ρ)
ρ(1− ρ)2

A
(n

k

)
+ op

(
A

(n

k

))
.

注意到

M (1)
n

a.s.→ γ,

我们就有

γ̂n,2
d= γ + γ

Q

2
√

k
+

γ(2− ρ)
ρ(1− ρ)2

A
(n

k

)
+ op

(
A

(n

k

))
.

¤

定理2.1的证明: 记an := k/(npn), 不考虑op(1/
√

k)和op(A(n/k)),

x̂n,1(k)− xn = b̂
(n

k

)
a

γ̂n,1
n − U

( 1
pn

)

=
b̂(n/k)− U(n/k)

a(n/k)
a

γ̂n,1
n a

(n

k

)
+

U(n/k)
a(n/k)

(aγ̂n,1
n − 1)a

(n

k

)

− U(1/pn)− U(n/k)
a(n/k)

a
(n

k

)

=
B√
k
a

γ̂n,1
n a

(n

k

)
+

1
γ + (γ/ρ) ·A(n/k)

(aγ̂n,1
n − 1)a

(n

k

)

− a
(n

k

)(aγ
n − 1
γ

+
1
ρ

[aγ+ρ
n − 1
γ + ρ

− aγ
n − 1
γ

]
A

(n

k

))

→ a
(n

k

)
aγ

n

[ B√
k
a

γ̂n,1−γ
n +

a
γ̂n,1−γ
n − 1

γ
+

(aρ
n − a−γ

n

ρ(ρ + γ)
− 1− a−γ

n

ργ

)
A

(n

k

)]
,

在最优情形下, 我们应有a
γ̂n,1−γ
n

p→ 1.

注意到

a
(n

k

)
aγ

n = c1p
−γ
n .

由引理3.5可知

γ̂n,1 − γ = Op((k(n))−1/2).

因此, 我们可以用(log an(γ̂n,1 − γ))/γ来替代(aγ̂n,1−γ
n − 1)/γ, 最后, 我们注意到这一项控制

了上式中括号内的其他各项, 因此, 我们有

x̂n,1(k)− xn → c1p
−γ
n

γ
log an(γ̂n,1 − γ),

inf
k

as.E(x̂n,1(k)− xn)2 →
(c1p

−γ
n

γ

)2
inf
k

as.E(log an)2(γ̂n,1 − γ)2.
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由引理3.5, 忽略无穷小量op(A(n/k)),

asE(γ̂n,1 − γ)2 = E
(
γ

P√
k

+
γ

ρ(1− ρ)
A

(n

k

))2
=

γ2

k
+

γ2

ρ2(1− ρ)2
(
A

(n

k

))2

=
γ2

k
+

γ2

ρ2(1− ρ)2
(c̃2)2

(n

k

)2ρ
,

因此

as.E(x̂n,1 − xn)2 →
(c1p

−γ
n

γ

)2(
log

( k

npn

))2(γ2

k
+

γ2

ρ2(1− ρ)2
c̃2
2

(n

k

)2ρ)

= c2
1p
−2γ
n

(
log

( k

npn

))2{ p−1
n

[k/(npn)]
1
n

+
c̃2
2

ρ2(1− ρ)2
(n

k

)2ρ}

= c2
1p
−2γ−2ρ
n

(
log

( k

npn

))2{ p2ρ−1
n

[k/(npn)]
1
n

+
c̃2
2

ρ2(1− ρ)2
(npn

k

)2ρ}
.

为方便记, 我们记u = k/(npn), 那么问题转化为

arg inf
u

c2
1p
−2γ−2ρ
n

{
(log u)2

p2ρ−1
n

u

1
n

+
c̃2
2

ρ2(1− ρ)2
(log u)2u−2ρ

}
.

记s = (log u)2/u, 则u → (log s)2/s, (u →∞). 问题进一步转化为

arg inf
s

c2
1p
−2γ−2ρ
n

{p2ρ−1
n

n
s +

c̃2
2

ρ2(1− ρ)2
s2ρ(log s)2(1−2ρ)

}
.

对s求导, 并令导数等于0,

−p2ρ−1
n

n
=

2c̃2
2

ρ(1− ρ)2
s2ρ−1(log s)2(1−2ρ) +

2c̃2
2(1− 2ρ)

ρ2(1− ρ)2
s2ρ(log s)2(1−2ρ)−1

→ 2c̃2
2

ρ(1− ρ)2
s2ρ−1(log s)2(1−2ρ),

也即
1
u
→ s

(log s)2
=

( 2c̃2
2

−ρ(1− ρ)2
)1/(1−2ρ)

pnn1/(1−2ρ).

因此
k

npn
→

( 2c̃2
2

−ρ(1− ρ)2
)−1/(1−2ρ)

(pn)−1n−1/(1−2ρ),

即

k0(n) →
(−ρ(1− ρ)2

2c̃2
2

)1/(1−2ρ)
n−2ρ/(1−2ρ) := l(γ, ρ)n−2ρ/(1−2ρ).

¤
推论2.1的证明: 由引理3.5和定理2.1的证明, 我们很容易得到该推论的结论. ¤
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定理2.2的证明:

x̂n,1(k)− x̂n,2(k) = (x̂n,1(k)− xn)− (x̂n,2(k)− xn)

=
(
b̂
(n

k

)
a

γ̂n,1
n − U

( 1
pn

))
−

(
b̂
(n

k

)
a

γ̂n,2
n − U

( 1
pn

))

=
b̂(n/k)− U(n/k)

a(n/k)
a

γ̂n,1
n a

(n

k

)
+

U(n/k)
a(n/k)

(aγ̂n,1
n − 1)a

(n

k

)

− U(1/pn)− U(n/k)
a(n/k)

a(n/k)

−
( b̂(n/k)− U(n/k)

a(n/k)
a

γ̂n,2
n a

(n

k

)
+

U(n/k)
a(n/k)

(aγ̂n,2
n − 1)a

(n

k

)

− U(1/pn)− U(n/k)
a(n/k)

a
(n

k

))

=
B√
k
a

γ̂n,1
n a

(n

k

)
+

1
γ + (γ/ρ) ·A(n/k)

(aγ̂n,1
n − 1)a

(n

k

)

−
( B√

k
a

γ̂n,2
n a

(n

k

)
+

1
γ + (γ/ρ) ·A(n/k)

(aγ̂n,2
n − 1)a

(n

k

))

→ a
(n

k

)
aγ

n

[ B√
k
(aγ̂n,1−γ

n − a
γ̂n,2−γ
n ) +

a
γ̂n,1−γ
n − 1

γ
− a

γ̂n,2−γ
n − 1

γ

]
.

类似于定理2.1的讨论, 我们可以得到

x̂n,1(k)− x̂n,2(k)) → c1p
−γ
n

γ
log an(γ̂n,1 − γ̂n,2),

也即

inf
k

as.E(x̂n,1(k)− x̂n,2)2 →
(c1p

−γ
n

γ

)2
inf
k

as.E(log an)2(γ̂n,1 − γ̂n,2)2.

由引理3.5, 忽略无穷小量op(A(n/k),

E(γ̂n,1 − γ̂n,2)2 = E
(
γ

P√
k
− γ

Q

2
√

k
− γ

ρ(1− ρ)2
A

(n

k

))2
.

由引理3.1, γ̂n,1 − γ̂n,2的偏差为

Bias(γ̂n,1 − γ̂n,2) =
γ

ρ(1− ρ)2
A

(n

k

)
,

方差为

Var (γ̂n,1 − γ̂n,2) = Var
(
γ

P√
k

)
+ Var

(
γ

Q

2
√

k

)
− 2Cov

(
γ

P√
k
, γ

Q

2
√

k

)
=

2γ2

k
.

因此,

E(γ̂n,1 − γ̂n,2)2 =
2γ2

k
+

γ2

ρ2(1− ρ)4
(
A

(n

k

))2
.
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令k0(n) = arg infk E(x̂n,1(k)− x̂n,2(k))2, 类似于定理2.1, 可得

k0(n) →
(−ρ(1− ρ)4

c̃2
2

)1/(1−2ρ)
n−2ρ/(1−2ρ) := l(γ, ρ)n−2ρ/(1−2ρ).

¤
定理2.3的证明: 定理的证明类似于Ferreira, A. (2002b), 我们这里只给出简单证明.

设k0,1满足

k0,1 = arg inf
k

E(x̂n,1(k)− x̂n,2(k))2I(|x̂n,1(k)− x̂n,2(k)| ≤ kδ−1/2), δ > 0,

则从Draisma et al. (1999)的定理3.3的证明, 我们立即可以得到, 当n → ∞时, k0,1/k0(n)

→ 1和
E(x̂n,1(k0,1)− x̂n,2(k0,1))2I(|x̂n,1(k0,1)− x̂n,2(k0,1)| ≤ k

δ−1/2
0,1 )

a.s.E(x̂n,1(k0)− x̂n,2(k0))2
→ 1

成立. 因此定理2.3成立. ¤
定理2.4的证明: 对于自助估计量, 给定Xn := {X1, X2, · · · , Xn}, 注意到

M (1)∗
n1

(k1)
d=

1
k1

k1∑
i=1

log Un(Yn1,n1−i+1)− log Un(Yn1,n1−k1).

在引理3.5中, 将(3.1)换成Draisma et al. (1999)的引理5.3, 我们就可以得到

M
(1)∗
n1 (k1)

a(Yn1,n1−k1)/U(Yn1,n1−k1)
= 1 + Pn1 + d1A

(n1

k1

)
+ op

(
A

(n1

k1

))
+ Op

(√
n1/k1 log n√

n

)
.

注意到
√

n1/k1 log n/
√

n = o(1/
√

k1),因此,我们得到在给定Xn时, M
(1)∗
n1 (k1)与M

(1)
n1 (k1)有

相同的展开式. 同理, 对M
(2)∗
n1 (k1), 我们有相同的结果. 所以, 当我们将定理2.1、定理2.2、

定理2.3中的n替换成n1和n2时, 相应的定理仍然成立. 因此, 定理2.4的结论成立. ¤
推论2.2的证明: 由定理2.2、定理2.3, 我们立即有推论2.2成立. ¤
定理2.5的证明: 对k

∗
0(n1)和k

∗
0(n2), 使用推论2.2即可得定理2.5成立. ¤

推论2.3的证明: 由定理2.1、定理2.2、定理2.3、定理2.5, 我们立即有推论2.3成立. ¤
定理2.6的证明: 由推论 2.3, 我们只须说明 (2.18)的 ρ̂n为 ρ的相合估计即可. 事实上,

由定理2.4, 我们有k
∗
0(n1) ∈ R−2ρ/(1−2ρ) (in Probability). 因此

log k
∗
0(n1)/ log n1

p−→ −2ρ

1− 2ρ

(参见Geluk and De Haan (1987)命题1.7.1), 即

log k
∗
0(n1)

2(log k
∗
0(n1)− log n1)

p→ ρ.

这就证明了相合性. 也就得到了定理2.6的结论. ¤
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On Optimising the Estimation of Extreme Value

Quantiles of a Probability Distribution
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In this paper, a new extreme value quantile estimator is given and its limit properties are discussed.

Under the asymptotic second moment principle, recurring to sub-sample bootstrap method, the optimality

problem of sample fraction in extreme value quantile estimation is solved, and the limit properties are

proved. We prove our sample fraction is optimal under the asymptotic second moment principle, also an

adaptive bootstrap procedure is given.
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