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摘 要

Jacod, Jakubowski和Mémin讨论了与单个独立增量过程X的误差过程nX = Xt − X[nt]/n相

关的积分误差过程Y n(X)和Zn,p(X), 研究了半鞅序列{(nY n(X), nZn,p(X))}n≥1的极限定理. 记半

鞅序列{(nY n(X), nZn,p(X))}n≥1的极限过程为(Y (X), Zp(X)), Jacod等给出了其极限过程(Y (X),

Zp(X))的表达式. 本文将研究半鞅序列{Xn}n≥1积分误差的极限过程Y (Xn)和Zp(Xn)的收敛定理,

主要研究半鞅序列{(Xn, Y (Xn), Zp(Xn))}n≥1的依分布弱收敛和依分布稳定收敛.
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§1. 符号和定义

随机过程极限定理[1–7]是近代概率论的重要分支之一. 自Yu.V. Prokhorov和A.V. Sko-

rokhod在1956年先后发表他们的著名论文[5]和[6]后, 随机过程极限定理的研究得到了飞速

的发展. 半鞅理论和随机分析[8]的兴起给这一理论注入了崭新的内容和研究方法. 这一时

期的主要成果已总结在[2]中. 2003年, Jacod, Jakubowski和Mémin在[9]中讨论了与单个独

立增量过程X的误差过程nX = Xt −X[nt]/n相关的积分误差过程Y n(X)和Zn,p(X), 研究了

半鞅序列{(nY n(X), nZn,p(X))}n≥1的极限定理, 并且给出了其极限过程(Y (X), Zp(X))的

表达式. 我们将利用鞅方法, 在半鞅序列{Xn}n≥1的极限存在的条件下, 研究其积分误

差的极限过程Y (Xn)及Zp(Xn)的收敛定理, 记半鞅序列{(nY n(X), nZn,p(X))}n≥1的极

限过程为(Y (X), Zp(X)), 则Jacod等也给出了其极限过程(Y (X), Zp(X))的表达式. 同时,

Jacod在[1]中也研究了条件独立增量过程和随机过程序列的依分布稳定收敛性. 本文将在

半鞅序列{Xn}n≥1的极限存在的条件下, 研究其积分误差的极限过程Y (Xn)及Zp(Xn)的极

限定理, 具体安排为: 第一节给出一些符号和定义; 第二节假设半鞅序列{Xn}n≥1为独立增

量过程, 给出了半鞅序列{(Xn, Y (Xn), Zp(Xn))}n≥1依分布弱收敛的条件; 最后, 对于一般

半鞅序列{Xn}n≥1, 得到了{(Xn, Y (Xn), Zp(Xn))}n≥1依分布稳定收敛到条件独立增量半

鞅(X, Y (X), Zp(X))的充分条件.
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562 应用概率统计 第二十四卷

设X为Rd-值半鞅, h为截尾函数, 即存在常数a, b (0 < a < b), 使得h(x) = x, |x| ≤ a,

h(x) = 0, |x| > b. 定义

X̂(h)t =
∑
s≤t

[∆Xs − h(∆Xs)], X(h) = X − X̂(h),

则X̂(h)是右连续的有限变差Rd-值过程. 由∆X(h) = h(∆X)有界可知X(h)是特殊半鞅, 设

其典则分解为

X(h) = X0 + M(h) + B(h),

其中M(h)是Rd-值局部可积鞅, B(h)是Rd-值有限可料变差过程.

设h为截尾函数, 称三元组(B,C, ν)为半鞅X关于h的可料特征, 当h明确时, 称为X的

可料特征, 如果

(i) B = B(h);

(ii) C = 〈Xc〉为Rd×d-值连续过程, Ct − Cs (t > s)取Rd×d-值非负定对称过程, 其

中Xc为X的连续鞅部分;

(iii) ν是X的跳测度µ(dt, dx) =
∑
s>0

I{∆Xs 6=0}E(s,∆Xs)(dt,dx)的可料对偶投影.

设Xn及X分别为概率空间 (Ωn,Fn,Pn )及 (Ω,F ,P )上的E -值随机变量, L(Xn) =

Pn(Xn)−1 ∈ P(E)及L(X) = PX−1 ∈ P(E)分别称为Xn及X的分布, 如果L(Xn)收敛到

L(X), 则称Xn依分布收敛到X, 记为Xn L−→ X, 其中P(E)为E上概率测度的全体.

设E为一Polish空间, {Xn}n≥1为定义在概率空间(Ω,F ,P)上的E-值随机变量序列,

X为定义在(Ω,F ,P)的扩张空间(Ω̃, F̃ , P̃)上的E-值随机变量, 若对任意有界连续函数f :

E → R及任意有界可测随机变量U , 有

lim
n

E[Uf(Xn)] = Ẽ[Uf(X)],

则称{Xn}n≥1按分布稳定收敛到X, 记为Xn stably−→ X.

注 显然按分布稳定收敛隐含了按分布收敛.

设(Ω,F ,Ft,P)为一概率空间, N为(Ω,F ,Ft,P)上的任意鞅, X为(Ω,F ,Ft,P)上的半

鞅, 如果存在V及U分别为可料过程及Ω×R+ ×R上的可料函数, 使得N可表示成:

Nt = N0 +
∫ t

0
VsdXc

s +
∫ t

0

∫

R
U(s, x)(µ− ν)(ds,dx),

则称X具有鞅表示性, 其中µ为X的跳测度, ν为µ的可料对偶投影.

设半鞅X的可料特征为(B,C, ν), 如果存在过程bs(ω)和cs(ω), 以及转移测度Fs(ω, dx)

使得 



Bt(w) =
∫ t

0
bs(w)ds, Ct(w) =

∫ t

0
cs(w)ds,

ν(w, ds,dx) = ds× Fs(w, dx).
(1.1)

则称(B,C, ν)具有因式分解性质.
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§2. 依分布弱收敛

本节我们将讨论独立增量半鞅序列情形下的依分布收敛性. 为了记号简单, 我们只讨

论一维情形, 对于高维情形类似可以讨论.

设X是半鞅, 对n ≥ 1, 记

nX̃t = X[nt]/n, nXt = Xt − nX̃t,

Y n(X)t =
∫ t

0

nXsds, Zn,p(X)t =
∫ t

0
| nXs|pds,

Ỹ n(X)t = nY n(X)[nt]/n, Z̃n,p(X)t = nZn,p(X)[nt]/n.

若X是具有鞅表示性的独立增量半鞅, 并且其可料特征具有因式分解性质, Jacod,

Jakubowski和Mémin在 [9]中证明了如下结果: 在下列三种情形下, 半鞅序列 (Ỹ n(X),

Z̃n,p(X))依分布稳定收敛于(Y (X), Zp(X)),

(i) p ≥ 2;

(ii) 1 < p < 2, C = 0, 并且
∫ t

0

∫

|x|≤1
|x|pν(ds,dx) < ∞; (2.1)

(iii) 0 < p ≤ 1, C = 0, (2.1)成立, 并且

Bt =
∫ t

0

∫

R
h(x)ν(ds,dx), (2.2)

其中

Y (X)t =
1
2
Bt +

1
2
Xc

t +
1√
12

∫ t

0

√
csdWs

+
∫ t

0

∫

R

∫

[0,1]
uh(x)(µ̂− ν̂)(ds,dx,du)

+
∫ t

0

∫

R

∫

[0,1]
u(x− h(x))µ̂(ds,dx,du), (2.3)

Zp(X)t =





1
2
Ct +

∫ t

0

∫

R

∫

[0,1]
ux2µ̂(ds,dx,du), p = 2,

∫ t

0

∫

R

∫

[0,1]
u|x|pµ̂(ds,dx,du), p 6= 2,

(2.4)

W是与X独立的标准Brown运动, 截尾函数h(x)满足h(x) = x, |x| ≤ 1; h(x) = 0, |x| > 2.

µ̂(dt, dx,du) =
∑
s>0

I{∆Xs 6=0}ε(s,∆Xs,Us)(dt, dx,du),

Us为[0, 1]上服从均匀分布且与X独立的随机变量, ν̂(dt, dx,du)是µ̂(dt, dx,du)的可料对偶

投影, 可以计算ν̂(dt, dx,du) = ν(dt, dx)du.
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定理 2.1 设X和Xn均为(Ω,F , {Ft},P)上的独立增量半鞅, 其可料特征分别为(Bn,

Cn, νn)和(B,C, ν), X没有固定不连续点. D为R+上的稠密子集, Xn, X均具有鞅表示

性, (Bn, Cn, νn)及(B,C, ν)均具有因式分解性质并且设Ct =
∫ t

0
csds, Cn

t =
∫ t

0
cn
s ds, B满

足(2.2)并且Bn满足Bn
t =

∫ t

0

∫

R
h(x)νn(ds,dx). 如果

(a) ∀ t ∈ D, Cn
t → Ct.

(b) νn W−→ ν.

则在下列三种情形下(Xn, Y (Xn), Zp(Xn)) L−→ (X, Y (X), Zp(X)).

(i) p ≥ 2, 并且对于任意的N > 0,

lim
q→∞

∫ N

0

∫

R
|x|pI{|x|≥q}νn(ds,dx) → 0, (2.5)

lim
q→∞

∫ N

0

∫

R
|x|pI{|x|≥q}ν(ds,dx) → 0. (2.6)

(ii) 1 < p < 2, C = Cn = 0, 并且对于任意的N > 0,

lim
q→∞

∫ N

0

∫

R
|x|2I{|x|≥q}νn(ds,dx) → 0, (2.7)

lim
q→∞

∫ N

0

∫

R
|x|2I{|x|≥q}ν(ds,dx) → 0. (2.8)

(iii) 0 < p ≤ 1, C = Cn = 0, 并且对于任意的N > 0, (2.1)和(2.2)成立.

其中

Y (Xn)t =
1
2
Bn

t +
1
2
Xn,c

t +
1√
12

∫ t

0

√
cn
s dWn

s

+
∫ t

0

∫

R

∫

[0,1]
uh(x)(µ̂n − ν̂n)(ds,dx,du)

+
∫ t

0

∫

R

∫

[0,1]
u(x− h(x))µ̂n(ds,dx,du), (2.9)

Zp(Xn)t =





1
2
Cn

t +
∫ t

0

∫

R

∫

[0,1]
ux2µ̂n(ds,dx,du), p = 2,

∫ t

0

∫

R

∫

[0,1]
u|x|pµ̂n(ds,dx,du), p 6= 2,

(2.10)

标准Brown运动Wn与Xn独立,

µ̂n(dt, dx,du) =
∑
s>0

I{∆Xn
s 6=0}ε(s,∆Xn

s ,Us)(dt, dx,du),

Us为[0, 1]上服从均匀分布且与Xn独立的随机变量, ν̂n(dt,dx,du)是µ̂n(dt, dx,du)的可料对

偶投影, 即ν̂n(dt, dx,du) = νn(dt, dx)du.
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证明: 因为X没有固定不连续点, 所以ν关于t连续, 从而有∆Bt = 0. 由Kasahara和

Watanabe在[3]中的引理3.1可知由νn W−→ ν可推得

sup
s≤t

|Bn
s −Bs| → 0, ∀ t ≥ 0 (2.11)

和

∆Bn
t → ∆Bt = 0, ∀ t ≥ 0, (2.12)

并且对于任意的g ∈ {g : g是R上的有界连续函数, 并且在0的某邻域内为0},
∫ t

0

∫

R
g(x)νn(ds,dx) →

∫ t

0

∫

R
g(x)ν(ds,dx), ∀ t ∈ D. (2.13)

条件(a), (2.12)和(2.13)表明

C̃n
t → C̃t, ∀ t ∈ D, (2.14)

其中C̃n
t = Cn

t + h2 · νn
t −

∑
s≤t

(∆Bn
s )2, C̃t = Ct + h2 · νt.

由(2.11), (2.13)和(2.14)可知Jacod和Shiryaev在[2]中的定理VII-3.4中的条件全部满足,

由此可推得Xn L−→ X.

对q ≥ 2, 令

Rq =
{

x :
1
q

< x ≤ q
}

,

并且定义

X(q)t = X0 + Bt + Xc
t +

∫ t

0

∫

{|x|>1/q}
h(x)(µ− ν)(ds,dx)

+
∫ t

0

∫

{|x|≤q}
(x− h(x))µ(ds,dx), (2.15)

Y (X(q))t =
1
2
Bt +

1
2
Xc

t +
1√
12

∫ t

0

√
csdWs

+
∫ t

0

∫

{|x|>1/q}

∫

[0,1]
uh(x)(µ̂− ν̂)(ds,dx,du)

+
∫ t

0

∫

{|x|≤q}

∫

[0,1]
u(x− h(x))µ̂(ds,dx,du), (2.16)

Zp(X(q))t =





1
2
Ct +

∫ t

0

∫

Rq

∫

[0,1]
ux2µ̂(ds,dx,du), p = 2,

∫ t

0

∫

Rq

∫

[0,1]
u|x|pµ̂(ds,dx,du), p 6= 2.

(2.17)

并且用Bn, Cn, cn, Wn, µn, νn, µ̂n, ν̂n代替(2.15)–(2.17)中的B, C, c, W , µ, ν, µ̂, ν̂类似可

定义Xn(q), Y (Xn(q))及Zp(Xn(q)).
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566 应用概率统计 第二十四卷

则对于任意的N > 0, 由谢[6]的推论2.5, Kasahara和Watanabe在[3]中的引理3.1, 以及

假设条件(a), (b), (2.5)–(2.8)可得

sup
t≤N

|X(q)t −Xt| P−→ 0, (2.18)

sup
t≤N

|Y (X(q))t − Y (X)t| P−→ 0, (2.19)

sup
t≤N

|Zp(X(q))t − Zp(X)t| P−→ 0, (2.20)

sup
t≤N

|Y (Xn(q))t − Y (Xn)t| P−→ 0, (2.21)

sup
t≤N

|Z(Xn(q))t − Z(Xn)t| P−→ 0. (2.22)

由定义知Y (X)和Zp(X)的不连续点一定出现在X的不连续点处, 因此Y (X)和Zp(X)

没有固定不连续点. 因为

(Xn, Y (Xn), Zp(Xn))

= (Xn(q), Y (Xn(q)), Zp(Xn(q)))

+ (Xn −Xn(q), Y (Xn)− Y (Xn(q)), Zp(Xn)− Zp(Xn(q))), (2.23)

(2.23)及 (2.18)– (2.22)表明: 如果半鞅序列 (Xn, Y (Xn), Zp(Xn))存在极限点, 则 (X(q),

Y (X(q)), Zp(X(q)))是其唯一可能的极限点, 并且由Jacod和Shiryaev在[2]中的引理VI-

3.32我们只要证明半鞅序列(Xn, Y (Xn), Zp(Xn))是胎紧(Tight)的.

对任意固定的q ∈ N , 取截尾函数h′和h′′如下:

h′(x) = x, |x| ≤ q, h′(x) = 0, |x| ≥ q + 1,

h′′(x) = x, |x| ≤ qp, h′′(x) = 0, |x| ≥ qp + 1.

类似Jacod, Jakubowski和Mémin在[9]中的计算可得(X(q), Y (X(q)), Zp(X(q)))关于截尾函

数h = (h, h′, h′′)的可料特征(B̂, Ĉ, η)为:

B̂ =




B

B′

B′′


 , Ĉ =




C C/2 0

C/2 C/3 0

0 0 0


 , (2.24)

其中

B′
t =

1
2
Bt +

∫ t

0

∫

Rq

∫

[0,1]
(x− h(x))uν̂(ds,dx,du)

=
1
2
Bt +

1
2

∫ t

0

∫

Rq

(x− h(x))ν(ds,dx), (2.25)
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B′′
t =





1
2
Ct +

∫ t

0

∫

Rq

∫

[0,1]
x2uν̂(ds,dx,du), p = 2

∫ t

0

∫

Rq

∫

[0,1]
|x|puν̂(ds,dx,du), p 6= 2

=





1
2
Ct +

1
2

∫ t

0

∫

Rq

x2ν(ds,dx), p = 2

1
2

∫ t

0

∫

Rq

|x|pν(ds,dx), p 6= 2
(2.26)

和

η([0, t]×A) =
∫ t

0

∫

R

∫

[0,1]
IA(xIRq(x), uxIRq(x), u|x|pIRq(x))ν̂(ds,dx,du), (2.27)

(X(q), Y (X(q)), Zp(X(q)))的跳测度为

η([0, t]×A) =
∑
s>0

I{ξ(s,p,q)6=0}E(s,ξ(s,p,q),Us)([0, t]×A× [0, 1])

=
∑
s>0

I{∆X(q)s 6=0}E(s,∆X(q)s,Us)([0, t]×R× [0, 1])IA(ξ(s, p, q))

=
∫ t

0

∫

R

∫

[0,1]
IA(xIRq(x), uxIRq(x), u|x|pIRq(x))µ̂(ds,dx,du), (2.28)

ξ(s, p, q) = {(∆X(q)s,∆Y (X(q))s,∆Zp(X(q))s)}, Us为[0, 1]上服从均匀分布的随机变量,

且与X独立.

(Xn(q), Y (Xn(q)), Zp(Xn(q)))关于h的可料特征(B̂n, Ĉn, ηn)为

B̂n =




Bn

Bn′

Bn′′


 , Ĉn =




Cn Cn/2 0

Cn/2 Cn/3 0

0 0 0


 , (2.29)

其中

Bn
t
′ =

1
2
Bn

t +
1
2

∫ t

0

∫

Rq

(x− h(x))νn(ds,dx),

Bn
t
′′ =





1
2
Cn

t +
1
2

∫ t

0

∫

Rq

x2νn(ds,dx), p = 2,

1
2

∫ t

0

∫

Rq

|x|pνn(ds,dx), p 6= 2,

ηn([0, t]×A) =
∫ t

0

∫

R

∫

[0,1]
IA(xIRq(x), uxIRq(x), u|x|pIRq(x))ν̂n(ds,dx,du).

因为

|B̂n
s − B̂s| ≤ |Bn

s −Bs|+ |Bn
s
′ −Bs

′|+ |Bn
s
′′ −Bs

′′|,
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所以, 当p = 2时,

|B̂n
s − B̂s| ≤ 3

2
|Bn

s −Bs|+ 1
2

∣∣∣
∫ s

0

∫

Rq

(x− h(x))[νn(du, dx)− ν(du, dx)]
∣∣∣

+
1
2
|Cn

s − Cs|+ 1
2

∣∣∣
∫ s

0

∫

Rq

|x|p[νn(du, dx)− ν(du, dx)]
∣∣∣,

当p 6= 2时,

|B̂n
s − B̂s| ≤ 3

2
|Bn

s −Bs|+ 1
2

∣∣∣
∫ s

0

∫

Rq

(x− h(x))[νn(du, dx)− ν(du, dx)]
∣∣∣

+
1
2

∣∣∣
∫ s

0

∫

Rq

|x|p[νn(du, dx)− ν(du, dx)]
∣∣∣,

由假设条件(a), (b)以及Kasahara和Watanabe在[3]中的引理3.1可得

sup
s≤t

|B̂n
s − B̂s| → 0, ∀ t ∈ D,

即Jacod和Shiryaev[2]的定理VII-3.4的条件[sup−β3]成立.

对任意g ∈ {g : g是R3上的连续有界函数, 并且在0的某一邻域内为0}, 由假设νn W−→ ν

和Kasahara和Watanabe在[3]中的引理3.1,

∫ t

0

∫

R3

g(x, y, z)ηn(ds,dx,dy, dz)

=
∫ 1

0
du

∫ t

0

∫

R
g(xIRq(x), uxIRq(x), u|x|pIRq(x))νn(ds,dx) (2.30)

及

∫ t

0

∫

R3

g(x, y, z)η(ds,dx,dy, dz)

=
∫ 1

0
du

∫ t

0

∫

R
g(xIRq(x), uxIRq(x), u|x|pIRq(x))ν(ds,dx), (2.31)

可得 ∫ t

0

∫

R3

g(x, y, z)ηn(ds,dx,dy, dz) →
∫ t

0

∫

R3

g(x, y, z)η(ds,dx,dy, dz),

即Jacod和Shiryaev在[2]中的定理VII-3.4的条件[δ3,1 −D]成立.

因为ν关于t连续, 所以由(2.2), (2.24)–(2.26)得B̂s = 0, 从而有(∆B̂s)2 = 0以及

(∆B̂n
s )2 =




(∆Bn
s )2 (∆Bn

s )(∆Bn
s
′) (∆Bn

s )(∆Bn
s
′′)

(∆Bn
s
′)(∆Bn

s ) (∆Bn
s
′)2 (∆Bn

s
′)(∆Bn

s
′′)

(∆Bn
s
′′)(∆Bn

s ) (∆Bn
s
′′)(∆Bn

s
′) (∆Bn

s
′′)2


 .
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因此, 容易证明

(∆B̂n
t )2 → 0, ∀ t ≥ 0. (2.32)

由于(h∗h)的每一个元素均为连续有界的, 我们有

∫ t

0

∫

R3

(h∗h)(x, y, z)ηn(ds,dx,dy, dz) →
∫ t

0

∫

R3

(h∗h)(x, y, z)η(ds,dx,dy, dz). (2.33)

因为
˜̂
C

n

t = Ĉn
t +h

∗
h ·νn

t −
∑
s≤t

(∆B̂n
s )2, ˜̂

Ct = Ĉt +h2 ·νt, 所以由假设νn W−→ ν, (2.32)和

(2.33)易得 ˜̂
C

n

t → ˜̂
Ct, t ∈ D, 即Jacod和Shiryaev在[2]中的定理VII-3.4的条件[γ3 −D]成立.

故由Jacod和Shiryaev在[2]中的定理VII-3.4可知半鞅序列(Xn, Y (Xn), Zp(Xn))是胎紧

的. ¤

定理 2.2 假设Xn和X均没有固定不连续点, 并且满足定理 2.1中的条件, 则 (Xn,

Y (Xn), Zp(Xn)) L−→ (X, Y (X), Zp(X))的充要条件是(Xn, Y (Xn), Zp(Xn))
L(R)+−→ (X, Y (X),

Zp(X))和νn W−→ ν, 其中Xn L(R+)−→ X表示在R+上, Xn按有限维分布收敛到X.

证明: 证明与Jacod和Shiryaev在[2]中的推论VII-3.5的证明类似, 略去. ¤

§3. 依分布稳定收敛

设Xn为Bn = (Ω,F ,Fn
t ,P)上的零初值半鞅, 可料特征为(Bn, Cn, νn). 对于每一个n,

设存在与Xn独立的Brown运动Wn. 定义

Y (Xn)t =
1
2
Bn

t +
1
2
Xn,c

t +
1√
12

∫ t

0

√
cn
s dWn

s

+
∫ t

0

∫

R

∫

[0,1]
uh(x)(µ̂n − ν̂n)(ds,dx,du)

+
∫ t

0

∫

R

∫

[0,1]
u(x− h(x))µ̂n(ds,dx,du) (3.1)

和

Zp(Xn)t =





1
2
Cn

t +
∫ t

0

∫

R

∫

[0,1]
ux2µ̂n(ds,dx,du), p = 2,

∫ t

0

∫

R

∫

[0,1]
u|x|pµ̂n(ds,dx,du), p 6= 2,

(3.2)

其中Cn
t =

∫ t

o
cn
s ds, µ̂n(dt, dx,du)和ν̂n(dt, dx,du)的定义与第二节相同.

假设存在一个数列αn单调递减趋于0, 使得Fn
αn

⊂ Fn+1
αn+1

, ∀n ≥ 1. 令G =
∨
n
Fn

αn
,

Q(ω, dα)为(Ω,G)到(D(R),B(D(R)))上的转移概率, 使得对每个ω ∈ Ω, D(R)上的坐标过
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程X (Xt(α) = α(t))为独立增量半鞅, 其可料特征为(B(ω), C(ω), ν(ω)). 又假设X拟左连

续, 并且存在与X独立的Brown运动W使得

Y (X)t =
1
2
Bt +

1
2
Xc

t +
1√
12

∫ t

0

√
csdWs

+
∫ t

0

∫

R

∫

[0,1]
uh(x)(µ̂− ν̂)(ds,dx,du)

+
∫ t

0

∫

R

∫

[0,1]
u(x− h(x))µ̂(ds,dx,du), (3.3)

Zp(X)t =





1
2
Ct +

∫ t

0

∫

R

∫

[0,1]
ux2µ̂(ds,dx,du), p = 2,

∫ t

0

∫

R

∫

[0,1]
u|x|pµ̂(ds,dx,du), p 6= 2,

(3.4)

其中Ct =
∫ t

o
csds, µ̂(dt, dx,du)和ν̂(dt, dx,du)的定义与第二节相同.

假设Y (X)和Y (Xn)定义中的Brown运动W和Wn分别定义在概率空间B0∗= (Ω0∗,F0∗,

F0∗
t ,P0∗)和Bn∗ = (Ωn∗,Fn∗,Fn∗

t ,Pn∗)上, 记B∗ = (Ω∗,F∗,F∗t ,P∗) =
∞∏

n=0
Bn∗, 则F与F∗独

立, B̃n = (Ω̃, F̃ , F̃n
t , P̃) = Bn ⊗ B∗为Bn的扩展空间, 因此可以认为Xn, Y (Xn)和Z(Xn)定

义在这个空间上.

定理 3.1 设D是R+的稠密子集, 若

(a) sup
s≤t

|Bn
s −Bs| P−→ 0, ∀ t ≥ 0;

(b) Cn
t

P−→ Ct,
∑
s≤t

(∆Bn
s )2 P−→ ∑

s≤t
(∆Bs)2, ∀ t ∈ D,

(c) g · νn
t

P−→ g · νt, ∀ t ∈ D, ∀ g ∈ C, 其中C为有界连续函数全体.

则在下列三种情形下(Xn, Y (Xn), Zp(Xn))
stably−→ (X, Y (X), Zp(X)):

(i) p ≥ 2, 并且对于任意的N > 0,
∫ N

0

∫

R
|x|pI{|x|≥q}νn(ds,dx) P−→ 0, (3.5)

∫ N

0

∫

R
|x|pI{|x|≥q}ν(ds,dx) P−→ 0. (3.6)

(ii) 1 < p < 2, C = Cn = 0, 并且对于任意的N > 0,
∫ N

0

∫

R
|x|2I{|x|≥q}νn(ds,dx) P−→ 0, (3.7)

∫ N

0

∫

R
|x|2I{|x|≥q}ν(ds,dx) P−→ 0. (3.8)

(iii) 0 < p ≤ 1, C = Cn = 0, 并且对于任意的N > 0, (3.7)和(3.8)成立.
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证明: 因为C̃n
t = Cn

t + h2 · νn
t −

∑
s≤t

(∆Bn
s )2, C̃t = Ct + h2 · νt −

∑
s≤t

(∆Bs)2, 所以由

假设易证Jacod和Shiryaev在[2]中的定理VIII-5.42中的条件全部满足, 因此

Xn stably−→ X.

由Xn
0 = 0及Xn(q), Y (Xn(q))和Zp(Xn(q))的定义可得(Xn(q), Y (Xn(q)), Zp(Xn(q)))

为零初值的过程. (Xn(q), Y (Xn(q)), Zp(Xn(q)))所在的空间为Bn = (Ω,F , {Fn
t }t≥0,P),

其中Fn
t =

⋂
s>t

Fn
s ⊗ F∗s . 因为数列αn递减趋于0, 且Fn

αn
⊂ Fn+1

αn+1
, ∀n ≥ 1, 所以易见Fn

αn
⊂

Fn+1
αn+1

, ∀n ≥ 1.

令G̃ =
∨
n
F̃n

αn
, 则Q̃(ω, ω∗,dα) = Q(ω, dα)P∗(ω∗)为(Ω̃, G̃)到(D(R),B(D(R)))上的转

移概率测度, 由F与F∗独立, 坐标过程X在(Ω,G)上对任意的ω ∈ Ω均为独立增量半鞅

及(X(q), Y (X(q)), Zp(X(q)))的表达式易见, 对每个ω ∈ Ω, (X(q), Y (X(q)), Zp(X(q)))为

独立增量半鞅.

X拟左连续知及X(q), Y (X(q))和Zp(X(q))的定义可推得(X(q), Y (X(q)), Zp(X(q)))

为拟左连续过程. 由假设(3.5)–(3.8), 类似于定理2.1的证明可得, 对于过程(Xn, Y (Xn),

Zp(Xn)), (Xn(q), Y (Xn(q)), Zp(Xn(q))), (X, Y (X), Zp(X))和(X(q), Y (X(q)), Zp(X(q)))

可得(2.18)–(2.22)成立. 因此, 由著名的Prokhorov定理, 我们可以假设按D([0,∞),R3) (定

义在[0,∞)上取值于R3的右连左极函数的全体)上Skorohod拓扑, 当q →∞时,

(X, Y (X), Zp(X))− (X(q), Y (X(q)), Zp(X(q))) → 0, a.s., (3.9)

(Xn, Y (Xn), Zp(Xn))− (Xn(q), Y (Xn(q)), Zp(Xn(q))) → 0, a.s.. (3.10)

任取D([0,∞),R3)上的连续有界的函数f , 对于任意有界随机变量U , 则

|E[Uf(Xn, Y (Xn), Zp(Xn))]− Ẽ[Uf(X, Y (X), Zp(X))]|
≤ |E[Uf(Xn(q), Y (Xn(q)), Zp(Xn(q)))]− Ẽ[Uf(X(q), Y (X(q)), Zp(X(q)))]|

+ |E[Uf(Xn, Y (Xn), Zp(Xn))]− E[Uf(Xn(q), Y (Xn(q)), Zp(Xn(q)))]|
+ |Ẽ[Uf(X, Y (X), Zp(X))]− Ẽ[Uf(X(q), Y (X(q)), Zp(X(q)))]|. (3.11)

(3.9)–(3.11)表明要证明(Xn, Y (Xn), Zp(Xn))
stably−→ (X, Y (X), Zp(X)), 只要证明, 对于任

意固定的q ≥ 1,

(Xn(q), Y (Xn(q)), Zp(Xn(q)))
stably−→ (X(q), Y (X(q)), Zp(X(q))). (3.12)

由定理2.1的证明可知(Xn(q), Y (Xn(q)), Zp(Xn(q)))和(X(q), Y (X(q)), Zp(X(q)))关

于截尾函数h = (h, h′, h′′)的可料特征分别为(B̂n, Ĉn, ηn), (B̂, Ĉ, η).
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当p = 2时,

P
(

sup
s≤t

|B̂n
s − B̂s| > θ

)

≤ P
(

sup
s≤t

|Bn
s −Bs| > 2

3
θ
)

+ P
(

sup
s≤t

|Cn
s − Cs| > 2θ

)

+P
(

sup
s≤t

∣∣∣
∫ s

0

∫

Rq

(x− h(x))[νn(du, dx)− ν(du, dx)]
∣∣∣ > 2θ

)

+P
(

sup
s≤t

∣∣∣
∫ s

0

∫

Rq

|x|p[νn(du, dx)− ν(du, dx)]
∣∣∣ > 2θ

)
, (3.13)

当p 6= 2时,

P
(

sup
s≤t

|B̂n
s − B̂s| > θ

)

≤ P
(

sup
s≤t

|Bn
s −Bs| > 2

3
θ
)

+ P
(

sup
s≤t

∣∣∣
∫ s

0

∫

Rq

|x|p[νn(du, dx)− ν(du, dx)]
∣∣∣ > 2θ

)

+P
(

sup
s≤t

∣∣∣
∫ s

0

∫

Rq

(x− h(x))[νn(du,dx)− ν(du, dx)]
∣∣∣ > 2θ

)
, (3.14)

利用Kasahara和Watanabe在文献[3]中的引理3.1, (3.12), (3.13)以及假设条件, 由(3.14)可

推得sup
s≤t

|B̂n
s − B̂s| P−→ 0, ∀ t ∈ R+. 这表明Jacod和Shiryaev在[2]中的定理VIII-5.42中的条

件[sup−β5]满足.

(2.30)和(2.31)表明, 对于任意的g ∈ {g为定义在R3上的连续有界函数, 并且在0的某邻

域内为0}, 假设(c)可推得, 对于t ∈ D,
∫ t

0

∫

R3

g(x, y, z)ηn(ds,dx,dy, dz) P−→
∫ t

0

∫

R3

g(x, y, z)η(ds,dx,dy, dz), (3.15)

即Jacod和Shiryaev在[2]中的定理VIII-5.42中的条件[δ5,1 −D]满足.

记h
∗
为h转置, 则由于(h∗h)的每一个元素均为连续有界的, 我们有

∫ t

0

∫

R3

(h∗h)(x, y, z)ηn(ds,dx,dy, dz) P−→
∫ t

0

∫

R3

(h∗h)(x, y, z)η(ds,dx,dy, dz). (3.16)

由(3.16)及假设条件(b)和(c)以及

˜̂
Ct = Ĉt +

∫ t

0

∫

R3

(h∗h)(x, y, z)η(ds,dx,dy, dz)− ∑
s≤t

(∆B̂s)2

可得Jacod和Shiryaev在[2]中的定理VIII-5.42中的条件[γ5 −D]满足.

因此由Jacod和Shiryaev在[2]中的定理VIII-5.42得

(Xn(q), Y (Xn(q)), Zp(Xn(q)))
stably−→ (X(q), Y (X(q)), Zp(X(q))).

证毕. ¤
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Convergence Theorems of the Limit Processes

of Integrated Errors of Semimartingale Sequence
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Xie Yingchao
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Jacod, Jakubowski and Mémin studied the integrated error processes Y n(X) and Zn,p(X) which

relates to the error process nXt = Xt −X[nt]/n for semimartingale X with independent increments. And

they also investigated the limit theorems for the semimartingale sequence {(Y (Xn), Zp(Xn))}n≥1. If

denote the limit points of {(Y (Xn), Zp(Xn))}n≥1 by (Y (X), Zp(X)), Jacod et al. gave the formula of

(Y (X), Zp(X)). In this paper, we will investigate the convergence theorems of Y (Xn) and Zp(Xn) for

semimartingale sequence {Xn}n≥1. We study mainly the convergence in law and the stable convergence

in law of {(Xn, Y (Xn), Zp(Xn))}n≥1.

Keywords: Semimartingale, limit theorems, integrated error processes, convergence in law, stable

convergence in law.
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