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摘 要

本文在经典风险模型下, 引进带有一种随机利率的破产时罚金折现期望的概念, 其利率的随机性

通过标准Wiener过程和Poisson过程来描述. 给出破产时罚金折现期望所满足的更新方程, 并利用这个

更新方程给出破产时罚金折现期望的渐近公式.
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§1. 引 言

设(Ω,F ,P)为一包含本文中所有的随机变量的完备概率空间. 经典风险过程定义为

U(t) = u + ct−
N(t)∑
k=1

Xk, (1.1)

其中u ≥ 0、c > 0分别为保险公司的初始盈余和单位时间的保费收入; {N(t), t ≥ 0}是参数
为λ的Poisson过程且N(t)表示时间区间[0, t]上的理赔次数; {Xk, k ≥ 1}为非负独立同分布
的随机变量序列, Xk表示第k次理赔量, 每个Xk都有相同的分布函数F (x)和密度函数p(x),

且F (0) = 0, E[Xk] = µ < ∞; {N(t), t ≥ 0}与{Xk, k ≥ 1}相互独立. 对于t ≥ 0, U(t)表示

保险公司在时刻t的盈余.

破产时刻Tu定义为Tu = inf{t ≥ 0 : U(t) < 0}, 其中inf ∅ = ∞; 破产概率ψ(u)定义为

ψ(u) = P(Tu < ∞|U(0) = u).

本文始终假定c − λµ > 0, 则由强大数定律有 lim
t→∞U(t)/N(t) = (c− λµ)/λ, a.s.,

故 lim
t→∞U(t) = ∞, a.s., 且 lim

u→∞ψ(u) = 0.

类似于[1], 定义风险模型(1.1)的破产时罚金折现期望为

φ(u) = E[e−r(Tu)w(U(Tu−), |U(Tu)|)I(Tu < ∞)|U(0) = u], (1.2)

其中I(A)是随机事件A的示性函数; w(x, y)为一确定的非负惩罚函数, 依赖于破产前瞬间

盈余U(Tu−)及破产时赤字|U(Tu)|; r(t)是息力累积函数, 有r(t) =
∫ t

0
h(x)dx, h(x)为息力.
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自从[1]引入了破产时罚金折现期望, 有关问题立即成为破产理论研究的重要课题,

因为φ(u)与ψ(u)及Tu、U(Tu−)、|U(Tu)|的分布或联合分布等有密切联系. 例如, 当r(t) =

0且w(x, y) ≡ 1时, 有φ(u) = ψ(u).

一般地, 在破产理论中为方便处理, 总假定h(x)为常数δ, 此时r(t) =
∫ t

0
h(x)dx = δt.

这种情形已被多次讨论并得到了一些优美结果, 见[1]、[2]、[3]. 但是, 利率的随机波动是一

种自然现象, 关于随机利率的文章也很多, 见[4]、[5]. 本文中我们假定r(t) = δt + βW (t) +

γP (t), 其中δ、β、γ为非负常数; {W (t), t ≥ 0}为标准Wiener过程; {P (t), t ≥ 0}是参数
为λ∗的Poisson过程; {W (t), t ≥ 0}、{P (t), t ≥ 0}、{U(t), t ≥ 0}相互独立. 另外, 由于实际

金融环境中利率的随机波动不会太大, 本文中我们还假定δ ≥ β2/2 + λ∗(e−γ − 1).

我们强调, 尽管本文引入了跳扩散过程的息力累积函数, 我们仍然处理任一时刻的盈

余不带来任何利息的经典风险模型.

对于β = 0, γ = 0即r(t) = δt时的模型(1.1), [1]给出了破产时罚金折现期望的积分–微

分方程、更新方程和渐近公式等结论; 对于δ ≥ 0, β ≥ 0, γ ≥ 0即r(t) = δt + βW (t) +

γP (t)时的模型(1.1), 本文将利用微分方法给出破产时罚金折现期望所满足的积分–微分方

程和更新方程, 并利用这个更新方程给出破产时罚金折现期望的渐近公式.

§2. 破产时罚金折现期望的更新方程

设待定常数ξ满足

E[e−r(t)+ξU(t)|U(0) = u] = eξu. (2.1)

注意到总理陪量过程S(t) =
N(t)∑
k=1

Xk的矩母函数为MS(t)(ζ) = eλt(MX1
(ζ)−1), 其中

MX1(ζ) = E[eζX1 ] =
∫ ∞

0
eζxp(x)dx是X1的矩母函数.

并注意到E[e−r(t)] = e−δtE[e−βW (t)]E[e−γP (t)] = e−δteβ2t/2eλ∗t(e−γ−1).

由(2.1)计算可得:

λ

∫ ∞

0
e−ξxp(x)dx = −cξ + λ + δ − β2

2
− λ∗(e−γ − 1), (2.2)

称ξ的方程(2.2)为调节方程.

由于δ ≥ β2/2 + λ∗(e−γ − 1), (2.2)有唯一非负根, 记作ξ1 ≥ 0; 若p(x)是充分正则的,

(2.2)还有唯一负根, 记作ξ2 < 0.

记p̂ (ξ) =
∫ ∞

0
e−ξxp(x)dx, 由

p̂′(ξ) = −
∫ ∞

0
e−ξxxp(x)dx < 0, p̂′′(ξ) =

∫ ∞

0
e−ξxx2p(x)dx > 0
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知这里两根的唯一性成立.

方程(2.2)及其两根将在本文中扮演重要作用, 关于该方程的根的情况可以参见下面的

图形:
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定理 2.1 若F (x)有连续的概率密度函数p(x), w(x, y)关于变量x是连续的, 且ρ为方

程(2.2)的非负根, 则φ(u)分别满足如下积分–微分方程和更新方程:

(
λ + δ − β2

2
− λ∗(e−γ − 1)

)
φ(u)

= cφ′(u) + λ

∫ u

0
φ(u− x)p(x)dx + λ

∫ ∞

u
w(u, x− u)p(x)dx, (2.3)

φ(u) =
λ

c

( ∫ u

0
φ(x)

( ∫ ∞

u−x
eρ(u−x−y)p(y)dy

)
dx +

∫ ∞

u
eρ(u−x)ω(x)dx

)
, (2.4)

其中ω(x) =
∫ ∞

x
w(x, y − x)p(y)dy =

∫ ∞

0
w(x, y)p(x + y)dy.

证明: 设dt单调递减趋向0, 对风险模型(1.1), 有: 在[0, dt]时间里理赔次数为0的概率

是1 − λdt + o(dt); 在[0, dt]时间里理赔次数为1的概率是λdt + o(dt), 这里有理赔量引起破

产发生或没有引起破产发生两种情况; 在[0, dt]时间里理赔次数大于1的概率是o(dt).

根据U(t)具有平稳独立增量, 并对上述几种情形利用全期望公式得:

φ(u) = (1− λdt + o(dt))Er[e−r(dt)φ(u + cdt)]

+ (λdt + o(dt))Er[EX1 [e
−r(dt)φ(u + cdt−X1)I(X1 ≤ u + cdt)]]

+ (λdt + o(dt))Er[EX1 [e
−r(dt)w(u + cdt,X1 − u− cdt)I(X1 > u + cdt)]] + o(dt)

= I1 + I2 + I3 + o(dt), (2.5)

其中o(dt)意味 lim
dt→0

o(dt)/dt = 0, EV [∗]为∗关于V的期望值.
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对φ(u + cdt)关于u进行Taylor级数展开, 并注意到

Er[e−r(t)] = e−δtE[e−βW (t)]E[e−γP (t)] = e−δteβ2t/2eλ∗t(e−γ−1) 和 e−x = 1− x + o(x),

得到:

I1 = (1− λdt + o(dt))e−(α−β2/2−λ∗(e−γ−1))dt
(
φ(u) + φ′(u)cdt +

φ′′(ζ)
2

(cdt)2
)

= (1− λdt + o(dt))
(
1−

(
δ − β2

2
− λ∗(e−γ − 1)

)
dt + o(dt)

)

·
(
φ(u) + φ′(u)cdt +

φ′′(ζ)
2

(cdt)2
)
,

其中ζ ∈ [u, u + cdt]. 忽略包含(dt)2的项得:

I1 = φ(u) + φ′(u)cdt−
(
δ − β2

2
− λ∗(e−γ − 1)

)
φ(u)dt− λφ(u)dt + o(dt)A, (2.6)

其中 lim
dt→0

A = 0.

应用Fubini定理并施行变量代换得到:

I2 + I3

= (λdt + o(dt))
( ∫ u+cdt

0
e−(δ−β2/2−λ∗(e−γ−1))dtφ(u + cdt− x)dF (x)

)

+(λdt + o(dt))
( ∫ ∞

u+cdt
e−(δ−β2/2−λ∗(e−γ−1))dtw(u + cdt, x− u− cdt)dF (x)

)

= λdt
( ∫ u

−cdt
e−(δ−β2/2−λ∗(e−γ−1))dtφ(u− y)p(y + cdt)dy

)

+λdt
( ∫ ∞

u
e−(δ−β2/2−λ∗(e−γ−1))dtw(u + cdt, y − u)p(y + cdt)dy

)
+ o(dt)B, (2.7)

其中 lim
dt→0

B = 0.

把(2.6)、(2.7)代入(2.5)并在所得式子两边同乘以1/dt得:

0 = φ′(u)c−
(
α− β2

2
− λ∗(e−γ − 1)

)
φ(u)− λφ(u)

+λ
( ∫ u

−cdt
e−(α−β2/2−λ∗(e−γ−1))dtφ(u− y)p(y + cdt)dy

)

+λ
( ∫ ∞

u
e−(α−β2/2−λ∗(e−γ−1))dtw(u + cdt, y − u)p(y + cdt)dy

)

+
o(dt)(A + B + 1)

dt
. (2.8)

在(2.8)中, 利用p(x)、w(x, y)的连续性, 令dt → 0并整理得(2.3)成立.
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记φρ(u) = e−ρuφ(u). 在(2.3)的两边同乘以e−ρu, 整理得:

cφ′ρ(u) =
(
λ + δ − β2

2
− λ∗(e−γ − 1)− cρ

)
φρ(u)− λ

∫ u

0
φρ(u− x)e−ρxp(x)dx− λe−ρuω(u),

由ρ为方程(2.2)的非负根得:

cφ′ρ(u) = λ

∫ ∞

0
e−ρxp(x)dxφρ(u)− λ

∫ u

0
φρ(u− x)e−ρxp(x)dx− λe−ρuω(u),

由于记p̂ (ξ) =
∫ ∞

0
e−ξxp(x)dx, 得:

cφ′ρ(u) = λp̂ (ρ)φρ(u)− λ

∫ u

0
φρ(u− x)e−ρxp(x)dx− λe−ρuω(u)

= λp̂ (ρ)φρ(u)− λ

∫ u

0
φρ(x)e−ρ(u−x)p(u− x)dx− λe−ρuω(u). (2.9)

对于z > 0, 对(2.9)两边关于u从u = 0到u = z积分得:

λ−1c(φρ(z)− φρ(0))

= p̂ (ρ)
∫ z

0
φρ(u)du−

∫ z

0

( ∫ u

0
φρ(x)e−ρ(u−x)p(u− x)dx

)
du−

∫ z

0
e−ρuω(u)du

= p̂ (ρ)
∫ z

0
φρ(u)du−

∫ z

0

( ∫ z

x
e−ρ(u−x)p(u− x)du

)
φρ(x)dx−

∫ z

0
e−ρuω(u)du

=
∫ z

0

( ∫ ∞

z−x
e−ρyp(y)dy

)
φρ(x)dx−

∫ z

0
e−ρuω(u)du, (2.10)

在(2.10)的两端令z →∞并注意到两端的第一项极限都为0, 得:

φρ(0) =
λ

c

∫ ∞

0
e−ρuω(u)du, (2.11)

把(2.11)代入(2.10)并化简得:

φρ(z) =
λ

c

( ∫ z

0
φρ(x)

( ∫ ∞

z−x
e−ρyp(y)dy

)
dx +

∫ ∞

z
e−ρuω(u)du

)
, z ≥ 0. (2.12)

在(2.12)两边同乘以eρz得:

φ(z) =
λ

c

( ∫ z

0
φ(x)

( ∫ ∞

z−x
eρ(z−x−y)p(y)dy

)
dx +

∫ ∞

z
eρ(z−u)ω(u)du

)
,

故(2.4)成立. ¤
注 对于β = 0, γ = 0即r(t) = δt时的模型(1.1), [1]得出

(λ + δ)φ(u) = cφ′(u) + λ

∫ u

0
φ(u− x)p(x)dx + λ

∫ ∞

u
w(u, x− u)p(x)dx

(见[1]中式(2.16)), 该式为(2.3)在β = 0, γ = 0时的特例; 对于β = 0, γ = 0即r(t) = δt时的

模型(1.1), [1]中得出与(2.4)同样的结论(见[1]中式(2.28)), 显然我们在更广的范围内得到了

该式.
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§3. 破产时罚金折现期望的渐近公式

对两个定义在[0,∞)上可积的函数f1, f2, 它们的卷积为

(f1 ∗ f2)(x) =
∫ x

0
f1(y)f2(x− y)dy, x ≥ 0.

注意到f1 ∗ f2 = f2 ∗ f1, 令

g(x) =
λ

c

∫ ∞

x
e−ρ(y−x)p(y)dy =

λ

c

∫ ∞

0
e−ρzp(x + z)dz, x ≥ 0, (3.1)

h(x) =
λ

c

∫ ∞

x
e−ρ(u−x)ω(u)du =

λ

c

∫ ∞

x

∫ ∞

0
e−ρ(u−x)w(u, y)p(u + y)dydu, x ≥ 0, (3.2)

其中ρ为方程(2.2)的非负根. 方程(2.4)可化为

φ = φ ∗ g + h. (3.3)

引理 3.1 设z1(x), z2(x)为[0,∞)上两个非负函数, 实数 a满足

∫ ∞

0
eaxz1(x)dx = 1,

z2(x)是充分正则的. 若函数Z(x)是更新方程Z(x) = (z1 ∗ Z)(x) + z2(x), x ≥ 0的解, 则有:

lim
x→∞ eaxZ(x) =

( ∫ ∞

0
eayz2(y)dy

)/( ∫ ∞

0
yeayz1(y)dy

)
.

证明参见文献[6], [7]中关键更新定理部分.

定理 3.1 若F (x)有连续的且充分正则的概率密度函数p(x), w(x, y)关于变量x是连

续的, ρ、−R分别为方程(2.2)的唯一非负根和负根, 则有:

φ(u) ∼
λ

∫ ∞

0

∫ ∞

0
w(x, y)(eRx − e−ρx)p(x + y)dxdy

λ

∫ ∞

0
eRxxp(x)dx− c

e−Ru, u →∞. (3.4)

证明: 由式(2.4)、(3.3)知φ(u)为更新方程φ(u) = (g ∗ φ)(u) + h(u), u ≥ 0的解. 显

然g(u), h(u)为[0,∞)上两个非负函数, h(u)是充分正则的. 考虑到ρ、−R分别为方程(2.2)的

唯一非负根和负根, 并交换积分顺序得:∫ ∞

0
eRxg(x)dx =

λ

c

∫ ∞

0
eRx

( ∫ ∞

x
e−ρ(y−x)p(y)dy

)
dx

=
λ

c(ρ + R)

∫ ∞

0
(e(ρ+R)y − 1)e−ρyp(y)dy

=
λ

c(ρ + R)

( ∫ ∞

0
eRyp(y)dy −

∫ ∞

0
e−ρyp(y)dy

)

=
λ

∫ ∞

0
eRyp(y)dy + cρ− λ− δ + β2/2 + λ∗(e−γ − 1)

c(ρ + R)

=
λ

∫ ∞

0
eRyp(y)dy − cR− λ− δ + β2/2 + λ∗(e−γ − 1)

c(ρ + R)
+ 1 = 1. (3.5)
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由引理3.1知:

lim
u→∞ eRuφ(u) =

( ∫ ∞

0
eRxh(x)dx

)/( ∫ ∞

0
xeRxg(x)dx

)
. (3.6)

从(3.2), 通过改变积分顺序得:
∫ ∞

0
eRxh(x)dx =

λ

c

∫ ∞

0
eRx

( ∫ ∞

x
e−ρ(u−x)ω(u)du

)
dx

=
λ

c(ρ + R)

∫ ∞

0
(e(ρ+R)u − 1)e−ρuω(u)du

=
λ

c(ρ + R)

∫ ∞

0

∫ ∞

0
(eRu − e−ρu)w(u, y)p(u + y)dudy. (3.7)

从(3.1), 通过改变积分顺序得:
∫ ∞

0
e−ξxg(x)dx =

λ

c

∫ ∞

0
e−ξx

( ∫ ∞

x
e−ρ(y−x)p(y)dy

)
dx

=
λ

c(ρ− ξ)

∫ ∞

0
(e(ρ−ξ)y − 1)e−ρyp(y)dy

=
λ

c(ρ− ξ)

( ∫ ∞

0
e−ξyp(y)dy −

∫ ∞

0
e−ρyp(y)dy

)
. (3.8)

由(3.8)对ξ求导得:

−
∫ ∞

0
e−ξxxg(x)dx =

( ∫ ∞

0
e−ξxg(x)dx− λc−1

∫ ∞

0
e−ξxxp(x)dx

)/
(ρ− ξ), (3.9)

把ξ = −R代入(3.9), 并注意到(3.5)得:
∫ ∞

0
eRxxg(x)dx =

(
−

∫ ∞

0
eRxg(x)dx + λc−1

∫ ∞

0
eRxxp(x)dx

)/
(ρ + R)

=
(
− 1 + λc−1

∫ ∞

0
eRxxp(x)dx

)/
(ρ + R), (3.10)

由(3.6), (3.7), (3.10)得:

lim
u→∞ eRuφ(u) =

(
λ

∫ ∞

0

∫ ∞

0
w(x, y)(eRx − e−ρx)p(x + y)dxdy

)/(
λ

∫ ∞

0
eRxxp(x)dx− c

)
.

故(3.4)成立. ¤

注 [1]中有式(4.10):

φ(u) ∼
λ

∫ ∞

0

∫ ∞

0
w(x, y)(eRx − e−ρx)p(x + y)dxdy

−λp̂′(−R)− c
e−Ru, u →∞,

式(4.15):

ψ(u) ∼
c− λµ

−λp̂′(−R)− c
e−Ru, u →∞ (精算数学中一个熟知的公式),
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式(4.18):

φ(u) ∼
δ

−λp̂′(−R)− c

( 1
R

+
1
ρ

)
e−Ru, u →∞.

容易看出，[1]中式(4.10), (4.15), (4.18)分别为(3.4)在如下三种情况下的特例: (1) β = 0,

γ = 0. (2) w(x, y) ≡ 1, δ = 0, β = 0, γ = 0. (3) w(x, y) ≡ 1, β = 0, γ = 0.
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The Expected Discounted Penalty at Ruin

under a Stochastic Interest Rate

Wang Houchun

(Department of Mathematics & Physics, Anhui University of Architecture, Hefei, 230022 )

In the classical risk model, the conception of the expected discounted penalty at ruin with a stochastic

interest rate is introduced. The interest randomness is described by standard Wiener process and Poisson

process. The renewal equation for the expected discounted penalty at ruin is derived, and the asymptotic

formula for it is derived by virtue of this equation.

Keywords: Expected discounted penalty at ruin, renewal equation, standard Wiener process, Pois-

son process, ruin probability.
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