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摘 要

研究具有线性趋势回归信度模型的参数估计和检验. 对该模型的回归系数和随机效应的方差, 利

用正交变换法得到了它们的极大似然估计, 并得到了参数的无偏估计. 对随机效应和是否有线性趋势

采用似然比检验, 得到了似然统计量较好的近似P值, 并对检验的功效进行了模拟研究.
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§1. 引 言

保险精算学中的信度理论(Credibility Theory)萌芽于20世纪20年代, 至今已有80年的

历史. 在非寿险精算理论与实务中信度理论具有重要地位(参看文[1]). 根据信度理论厘定

信度保费, 是非寿险保费计算的一个重要方法. 信度建模就是一种费率拟订过程, 在这个过

程中, 精算师根据过去的单个风险或者一组风险的经验, 调整未来的保险费. 在精算科学

中, 很多问题需要数学模型去预测未来的保险成本, 尤其是短期, 所以, 信度理论越来越受

到人们的重视.

为了适应各种情况下的信度保费, 人们建立了各种各样的信度模型. 如Buhlmann信度

模型、Buhlmann-Straub信度模型、回归信度模型和分层信度模型等(参看文[2]). 随着现代

统计学的发展, 1999年Frees, E.W.将纵向数据的分析方法用于信度模型的分析, 得到了上

述四种信度模型的信度保费(参看文[3]). 对精算师来说, 在各种信度模型中选择合适的模

型和参数结构是必要的, 否则就会出现大的偏差, 从统计角度说就是对模型进行检验(参看

文[5]). 但以前对信度模型的研究主要集中在信度保费的计算上, 没有给出模型的检验, 本

文研究了信度模型的参数估计, 并对模型类型进行了检验.

在文[3]中, 对方差采用极大似然估计和限制极大似然估计, 但由于没有显示解, 很多情

况不得不用迭代计算. 本文对具有线性趋势的回归信度模型的回归系数和随机效应的方差,

利用正交变换法得到了具有显示表达式的极大似然估计, 并对随机效应采用似然比检验,

得到了似然比较好的近似P值, 最后利用似然比的思想得到了对是否有线性趋势的F检验.

∗国家自然科学基金(10661006)、广西教育厅科研项目(200707MS133)资助.
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具有线性趋势回归信度模型是: 将某险种分成n类风险(或组), 比如汽车保险, 可按不

同的年龄、职业、地区等进行风险分类. 每类风险观测到T期索赔数据, 要预测每类风险

T + 1期的索赔, 也称信度保费. 即有观测数据

yij i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · , T,

yij满足下列模型

yij = β1 + jβ2 + αi + εij i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · , T, (1.1)

其中β1是总平均, β2是趋势项, 比如索赔随着通货膨胀会呈现一定的趋势. 从jβ2可以看

出, 观察值与时间具有线性关系. β1, β2是固定效应, αi是第i组的随机效应, εij是误差项, 且

Var (αi) = σ2
α, Var (εij) = σ2

ε , αi ∼ N(0, σ2
α), εij ∼ N(0, σ2

ε ), 所有αi与εij相互独立.

将第i组的模型写成矩阵形式为:

Y i = Xiβ + U iαi + εi i = 1, 2, · · · , n, (1.2)

其中Y i = (yi1, yi2, · · · , yiT )′, Xi = (Xi1,Xi2) =




1 1

1 2
...

...

1 T




, U i = 1T , 1T表示元素为1的

列向量, εi = (εi1, εi2, · · · , εiT )′, β = (β1, β2)′, 则Y i的协方差矩阵为

Cov (Y i) = σ2
α1T1′T + σ2

ε IT =̂V i. (1.3)

下面我们先研究信度保费的计算.

§2. 信度保费的预测

为了得到具有线性趋势回归信度模型的信度保费的预测, 我们需要下列引理(参看文

献[3]).

引理 2.1 Y是N × 1随机向量, 均值为E(Y ) = Xβ, 协方差阵Var (Y ) = V . 需要预测

随机变量W , 均值E(W ) = λtβ, 方差Var (W ) = σ2
W . 记Cov (W,Y ) =̂Cov WY , 则Y对W最

佳线性预测为

W ∗ = E(W ) + Cov WY V −1[Y − E(Y )] = λtβ + Cov WY V −1(Y −Xβ).

假设参数已估计出来了, 我们来求信度保费的最佳线性预测.
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将整个数据模型写成矩阵形式为:

Y = Xβ + Uα + ε, (2.1)

其中Y =(y11, y12, · · · , y1T , y21, · · · , ynT )′=(Y ′
1,Y

′
2, · · · ,Y ′

n)′, X =1n⊗Xi, U =In⊗1T ,

α = (α1, α2, · · · , αn)′, ε = (ε11, ε12, · · · , ε1T , ε21, · · · , εnT )′ = (ε1, ε2, · · · , εn)′.

我们要预测信度保费是每类风险的T + 1期的索赔, 即

E(yi,T+1|αi) = β1 + (T + 1)β2 + αi, i = 1, 2, · · · , n. (2.2)

令Wi = β1 + (T + 1)β2 + αi, i = 1, 2, · · · , n, 则E(Wi) = β1 + (T + 1)β2, 当j = i时,

Cov (Wi,Y j) = σ2
α1′T , 当j 6= i时, Cov (Wi,Y j) = 0, 所以由文[3]第(3)式, 得Wi的最佳线性

预测为

W ∗
i = E(Wi) + Cov WiY V −1

i (Y i −Xiβ)

=
(
1− Tσ2

α

σ2
ε + Tσ2

α

)
β1 + (T + 1)

(
1− Tσ2

α

2(σ2
ε + Tσ2

α)

)
β2 +

Tσ2
α

σ2
ε + Tσ2

α

Y i, (2.3)

其中Y i = T−1
T∑

j=1
yij . 由上面的计算我们得下列定理.

定理 2.1 模型(1.1)的信度保费的估计为

ŷi,T+1 = (1− ξ)β̂1 + (T + 1)(1− ξ/2)β̂2 + ξY i, i = 1, 2, · · · , n, (2.4)

其中ξ = T σ̂2
α/(σ̂2

ε + T σ̂2
α), Y i = T−1

T∑
j=1

yij .

从上面的信度保费的估计可以看出. 某类风险的信度保费为总平均, 趋势效应和本身

均值的加权和, 这样信度保费是综合了总体风险和个体风险, 是比较合理的. 要计算信度保

费, 我们要估计参数β1, β2, σ2
α和σ2

ε , 下面研究他们的极大似然估计.

§3. 参数的估计

我们先将数据进行正交变换, 然后求出模型参数的极大似然估计.

令H∗是T阶正交矩阵, 形如H∗ =

(
1′T /

√
T

H

)
, 其中H是(T − 1)× T阶行正交阵, 则

HH ′ = IT−1, 并且有H1T = 0. H有很多种选择, 其中最为常用的是取

H = (H ′
2, · · · ,H ′

T )′,

H2 = (1/
√

1 · 2,−1/
√

1 · 2, 0, · · · , 0),

H3 = (1/
√

2 · 3, 1/
√

2 · 3,−2
√

2 · 3, 0, · · · , 0),
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依此类推. 令Zi = H∗Y i, Zi = (zi1, zi2, · · · , ziT )′, Zi(2) = (zi2, zi3, · · · , ziT )′. 我们有下面

一些结果:

1) Zi的协方差矩阵为对角阵:

Cov (Zi) = diag(σ2
ε + Tσ2

α, σ2
ε , · · · , σ2

ε ),

由此可见{zit : i = 1, · · · , n, t = 1, · · · , T}相互独立.

2) 由于正交阵H∗的第1个行向量为1′T /
√

T , 所以

zi1 =
( T∑

t=1
yit

)/√
T , E(zi1) =

√
Tβ1 +

(1 + T )
√

T

2
β2.

因此{zi1 : i = 1, · · · , n}独立, 分布分别为正态分布,

N
(√

T
(
β1 +

1 + T

2
β2

)
, σ2

ε + Tσ2
α

)
=̂N(µ, σ2

τ ) i = 1, 2, · · · , n.

3) 由于H1T = 0, 所以E(Zi(2)) = HXi2β2, 令η = (η2, η3, · · · , ηT )′ = HX2β2, 因此

对t = 2, 3, · · · , T , {zit : i = 1, · · · , n}独立同分布N(ηt, σ
2
ε )正态分布.

利用{zi1 : i = 1, · · · , n}可以得到√T{β1 + [(1 + T )/2]β2}和σ2
ε + Tσ2

α的极大似然估计

分别为

µ̂ = z1 =
1
n

n∑
i=1

zi1, σ̂2
τ = SS1 =

1
n

n∑
i=1

(zi1 − z1)2. (3.1)

利用当t = 2, 3, · · · , T时, {zit : i = 1, · · · , n}独立同分布N(ηt, σ
2
ε )正态分布, 得β2, σ

2
ε的

极大似然估计:

β̂2 =
[
1
/ T∑

t=2

n∑
i=1

(HtXi2)2
]
·

T∑
t=2

n∑
i=1

HtXi2zit, (3.2)

σ̂2
ε =

1
n(T − 1)

T∑
t=2

n∑
i=1

(zit −HtXi2β̂2)2. (3.3)

综合上面的讨论得我们得下面定理,

定理 3.1 β1, β2, σ2
α和σ2

ε的极大似然估计

β̂1 =
z1√
T
− 1 + T

2
β̂2, β̂2 =

[
1
/ T∑

t=2

n∑
i=1

(HtXi2)2
]
·

T∑
t=2

n∑
i=1

HtXi2zit,

σ̂2
α =

1
T

(SS1− σ̂2
ε ) =

1
T

( 1
n

n∑
i=1

(zi1 − z1)2 − σ̂2
ε

)
,

σ̂2
ε =

1
n(T − 1)

T∑
t=2

n∑
i=1

(zit −HtXi2β̂2)2,

其中

SS1 =
1
n

n∑
i=1

(zi1 − z1)2, z1 =
1
n

n∑
i=1

zi1,

Ht是H的行向量, 而H是(T − 1)× T阶行正交阵, 且HH ′ = IT−1, H1T = 0.
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定理 3.2 β̂1, β̂2分别是β1, β2的无偏估计; {n(T − 1) / [n(T − 1)− 1]} σ̂2
ε , (1/T )·

{[n/(n− 1)]σ̂2
τ − [n(T − 1)/[n(T − 1)− 1]]σ̂2

ε }分别是σ̂2
ε , σ̂2

α的无偏估计.

证明: 前面的参数估计, 采用的是正交变换后的数据, 由于变换后仍然是正态分布型

数据,所以由参考文献[6]的定理4.1.4知β̂2是β2的无偏估计, µ̂是µ的无偏估计,而µ =
√

T{β1

+[(1 + T )/2]β2}, 所以β̂1也是β1的无偏估计.

同样由上述定理的结果知{n(T − 1)/[n(T − 1)− 1]}σ̂2
ε是σ̂2

ε的无偏估计, [n/(n− 1)]σ̂2
τ

是σ2
τ的无偏估计, 而σ2

τ =σ2
ε +Tσ2

α, 所以(1/T ){[n/(n−1)]σ̂2
τ − [n(T−1)/[n(T−1)− 1]]σ̂2

ε }
是σ2

α的无偏估计. ¤

索赔数据有没有随机效应呢? 如没有, 我们就没必要将风险进行分类了, 下面对随机效

应进行检验.

§4. 随机效应的存在性检验

我们利用似然比对随机效应进行检验, 要求似然比的渐近P值, 需要用到下面的引理

(参考文献[4]).

引理 4.1 假设变量Z的h阶矩E(Zh)形如

E(Zh) = C
( q∏

j=1
b
bj

j

/ r∏
k=1

abk
k

)h
·
{ r∏

k=1

Γ[ak(1 + h) + ξk]
/ q∏

j=1
Γ[bj(1 + h) + ηj ]

}
, (4.1)

其中C是一个常数, 它使得Z的0阶矩E(Z0) = 1, 所以

C =
q∏

j=1
Γ[bj + ηj ]

/ r∏
k=1

Γ[ak + ξk]. (4.2)

除了ak =O(n) (k = 1, 2, · · · , r)和bj =O(n) (j = 1, 2, · · · , q)之外,其余的ξk (k = 1, 2, · · · , r)

和ηj (j = 1, 2, · · · , q), 以及q和r都与n无关. 如果
r∑

k=1

ak =
q∑

j=1
bj , 若取

f = −2
[ r∑

k=1

ξk −
q∑

j=1
ηj − 1

2
(r − q)

]
, (4.3)

ρ = 1− 1
f

[ r∑
k=1

a−1
k=1B2(ξk)−

q∑
j=1

b−1
j=1B2(ηj)

]
, (4.4)

ω2 = − 1
6ρ2

{ r∑
k=1

a−2
k B3[(1− ρ)ak + ξk]−

q∑
j=1

b−2
j B3[(1− ρ)bj + ηj ]

}
, (4.5)

其中B2(h)和B3(h)分别是二次和三次Bernoulli多项式:

B2(h) = h2 − h +
1
6
, B3(h) = h3 − 3

2
h2 +

1
2
h.
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则我们有

P(−2 ln Z ≥ x) = P(χ2(f) ≥ x) + O(n−1), (4.6)

P(−2ρ lnZ ≥ x) = P(χ2(f) ≥ x) + O(n−2), (4.7)

P(−2ρ lnZ ≥ x) = P(χ2(f) ≥ x) + ω2[P(χ2(f + 4) ≥ x)− P(χ2(f) ≥ x)] + O(n−3).(4.8)

引理的证明见参看文献[4]的8.2.4节.

对随机效应检验, 即检验问题为

H0 : σ2
α = 0 ↔ H1 : σ2

α 6= 0.

事实上, 我们所考虑解决的检验问题为

H0 : σ2
τ = σ2

ε ↔ H1 : σ2
τ 6= σ2

ε ,

其中σ2
τ = σ2

ε + Tσ2
α就是§ 3中zi1的方差.

当原假设σ2
α = 0成立时, β1, β2和σ2

ε的极大似然估计为

β̂1 =
z1√
T
− 1 + T

2
β̂2,

β̂2 =
[
1
/ T∑

t=2

n∑
i=1

(HtXi2)2
]
·

T∑
t=2

n∑
i=1

HtXi2zit, (4.9)

σ̂2
ε =

1
nT

[ n∑
i=1

(zi1 − z1)2 +
T∑

t=2

n∑
i=1

(zi1 −HtXi2β̂2)2
]
, (4.10)

其中z1 = n−1
n∑

i=1
zi1. 备择假设下的极大似然估计见§ 3节.

则似然比检验统计量:

Λ =
max
H0

L(β1, β2, σ
2
ε )

max
H0∪H1

L(β1, β2, σ2
ε , σ

2
α)

=

( 1
nT

[ n∑
i=1

(zi1 − z1)2 +
T∑

t=2

n∑
i=1

(zit −HtXi2β̂2)2
])−nT/2

( 1
n

n∑
i=1

(zi1 − z1)2
)−n/2( 1

n(T − 1)

T∑
t=2

n∑
i=1

(zit −HtXi2β̂2)2
)−n(T−1)/2

. (4.11)

在Λ较小时, 拒绝原假设. 全空间被估计的独立参数的个数为4, 而原假设成立时参数

空间被估计的独立参数的个数为3, 所以渐近χ2分布的自由度为1, 在原假设成立即没有随

机效应时我们有

−2 ln Λ L→ χ2(1), n →∞.

从而得到检验的渐近P值为P(χ2(1) ≥ −2 ln Λ).
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下面我们对检验的渐近P值进行改进:

令P1 =
n∑

i=1
(zi1 − z1)2, P2 =

T∑
t=2

n∑
i=1

(zit −HtXi2β̂2)2, 则似然比可化为

Λ =
(nT )nT/2

nn/2(n(T − 1))n(T−1)/2

( P1

P1 + P2

)n/2( P2

P1 + P2

)n(T−1)/2
. (4.12)

令P = P1/(P1 + P2), 则似然比可化为

Λ =
(nT )nT/2

nn/2(n(T − 1))n(T−1)/2
(P )n/2(1− P )n(T−1)/2.

在原假设成立时, P ∼ Beta
(
(n− 1)/2, [n(T − 1)− 1]/2

)
分布. 下面计算似然比Λ的h阶矩,

E(Λh) =
TnTh/2

(T − 1)n(T−1)h/2

Γ((nT − 2)/2)
Γ((n− 1)/2)Γ([n(T − 1)− 1]/2)

· Γ([n(h + 1)− 1]/2)Γ([n(T − 1)(h + 1)− 1]/2)
Γ([nT (h + 1)− 2]/2)

. (4.13)

对比引理, 若取

r = 2, a1 =
n

2
, a2 =

n(T − 1)
2

, ξ1 = ξ2 = −1
2
, q = 1, b1 =

nT

2
, η1 = −1,

则可利用引理对P值进行改进. 下面计算f , ρ和ω2

f = −2
[ 2∑

k=1

(
− 1

2

)
−

1∑
j=1

(−1)− 1
2
(2− 1)

]
= 1,

ρ = 1− 1
f

[ 2∑
k=1

a−1
k=1B2(−1/2)−

1∑
j=1

b−1
j B2(−1)

]
= 1− 11T 2 − 26T + 26

6n(T − 1)T
,

ω2 = − 1
6ρ2

{ 2∑
k=1

a−2
k B3[(1− ρ)ak + ξk]−

1∑
j=1

b−2
j=1B3[(1− ρ)bj + ηj ]

}

= − 4
6n2ρ2

{
B3

[5T 2 − 20T + 26
12T (T − 1)

]
+

1
(T − 1)2

B3

[11T 2 − 32T + 26
12T

]}

− 1
T 2

B3

[11T 2 − 38T + 38
12(T − 1)

]

= − 4
6n2ρ2

{(
h3

1 +
1

(T − 1)2
h3

2 −
1
T 2

h3
3

)
− 3

2

(
h2

1 +
1

(T − 1)2
h2

2 −
1
T 2

h2
3

)

+
1
2

(
h1 +

1
(T − 1)2

h2 − 1
T 2

h3

)}
,

其中,

h1 =
5T 2 − 20T + 26

12T (T − 1)
, h2 =

11T 2 − 32T + 26
12T

, h3 =
11T 2 − 38T + 38

12(T − 1)
.
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根据引理, 随机效应检验的似然比检验的精度为O(n−1), O(n−2)和O(n−3)的渐近P值

分别为P(χ2(1) ≥ −2 ln Λ)+O(n−1), P(χ2(1) ≥ −2ρ lnΛ)+O(n−2), P(χ2(1) ≥ −2ρ lnΛ)+

ω2[P(χ2(5) ≥ −2ρ lnΛ)−P(χ2(1) ≥ −2ρ lnΛ)]+O(n−3). 一般用精度为O(n−3)的渐近P值.

下面我们对随机效应存在性检验的势进行模拟, 取α = 0.05, T = 5, σ2
ε = 1, 模拟得到

的势为

表1 随机效应存在性检验的势

n = 10 n = 30 n = 50

σ2
α = 0.5 0.281 0.779 0.926

σ2
α = 0.7 0.595 0.980 0.990

σ2
α = 0.9 0.607 0.974 0.998

从模拟的结果可以看到, 随着样本容量的增加, 检验统计量的表现越来越好.

§5. 线性趋势的检验

检验线性趋势的检验问题是:

H0 : β2 = 0 ↔ H1 : β2 6= 0.

当原假设是H0 : β2 = 0时, 模型为

yij = β1 + αi + εij i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · , T. (5.1)

得参数的极大似然估计:

β̂1 =
1

n
√

T

n∑
i=1

zi1, σ̂2
ε =

1
n(T − 1)

T∑
t=2

n∑
i=1

z2
it, σ̂α =

1
T

(σ̂2 − σ̂2
ε ),

其中σ̂2 = n−1
n∑

i=1
(zi1 −

√
T β̂1).

似然比检验统计量为:

Λ =
max
H0

L(β1, β2, σ
2
ε )

max
H0∪H1

L(β1, β2, σ2
ε , σ

2
α)

=

( 1
n

n∑
i=1

(zi1 − z1)2
)−n/2( 1

nT

T∑
t=2

n∑
i=1

z2
it

)−n(T−1)/2

( 1
n

n∑
i=1

(zi1 − z1)2
)−n/2( 1

n(T − 1)

T∑
t=2

n∑
i=1

(zit −HtXi2β̂2)2
)−n(T−1)/2

=
Tn(T−1)/2

( T∑
t=2

n∑
i=1

z2
it

)−n(T−1)/2

(T − 1)n(T−1)/2
( T∑

t=2

n∑
i=1

(zit −HtXi2β̂2)2
)−n(T−1)/2

. (5.2)
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令Q1 =
T∑

t=2

n∑
i=1

z2
it, Q2 =

T∑
t=2

n∑
i=1

(zit −HtXi2β̂2)2, 则Q2 ∼ σ2
ε χ

2(n(T − 1)− 1)分布. 在

原假设成立时, Q1 ∼ σ2
ε χ

2(n(T − 1))分布.

似然比Λ作为检验统计量, 在Λ比较小时拒绝原假设, 等价与用Q1/Q2做检验统计量,

在它比较大时拒绝原假设. 又
Q1

Q2
=

Q1 −Q2

Q2
+ 1. (5.3)

用Q1/Q2做检验统计量, 等价于用(Q1 −Q2)/Q2做检验统计量, 在它比较大时拒绝原假设.

而Q1 −Q2 ∼ σ2
ε χ

2(1)分布, 且与Q2独立, 所以取检验统计量

F =
(Q1 −Q2)/1

Q2/[n(T − 1)− 1]
. (5.4)

在原假设成立时, F ∼ F (1, n(T − 1)− 1)分布, 检验的P值为

P = P(F (1, n(T − 1)− 1) ≥ F ). (5.5)

下面我们对线性趋势检验的势进行模拟,样本容量分别取为n = 10, 30, 50,取α = 0.05,

T = 5, β1 = 1, 模拟得到的势为

表2 线性趋势检验的势

n = 10 n = 30 n = 50

β2 = 0.1 0.074 0.128 0.202

β2 = 0.3 0.289 0.721 0.916

β2 = 0.5 0.692 0.988 0.997

从模拟的结果可以看到, 随着样本容量的增加, 检验统计量的表现越来越好.

§6. 例 子

下面是Hachemeister (1975)文[7]研究从1970年7月到1973年6月五个地区十二个季度中

汽车第三者损失险的经验损失. 表3是损失索赔数据.

在[3]中, 对上述数据建立了带有线性趋势的信度模型来研究信度保费的计算, 即建立

了模型:

yij = β1 + jβ2 + αi + εij i = 1, 2, · · · , 5, j = 1, 2, · · · , 12.

要用此模型来研究上述数据, 首先应检验模型类型是否相符, 否则会出现较大的偏差.

下面我们来检验有没有线性趋势:

H0 : β2 = 0 ↔ H1 : β2 6= 0.
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采用(5.5)式的检验统计量F , 得到P值:

P = P(F (1, 54) ≥ F ) < 0.001.

故拒绝原假设, 即有线性趋势.

表3 损失索赔数据

1 2 3 4 5

1 1738 1364 1759 1223 1456

2 1642 1408 1685 1146 1499

3 1794 1597 1479 1010 1609

4 2051 1444 1763 1257 1741

5 2079 1342 1674 1426 1482

6 2234 1675 2103 1532 1572

7 2032 1470 1502 1953 1606

8 2035 1448 1622 1123 1735

9 2115 1464 1828 1343 1607

10 2262 1831 2155 1243 1573

11 2267 1612 2233 1762 1613

12 2517 1471 2059 1306 1690

再检验是否有随机效应,

H0 : σ2
α = 0 ↔ H1 : σ2

α 6= 0.

利用第4节的渐近P值的计算, 得

P(χ2(1) ≥ −2 ln(Λ)) < 0.001.

故拒绝原假设, 即有随机效应. 从上面的检验说明模型与数据类型是相符的, 这样就可以利

用该模型求信度保费了.

利用第3节参数估计和第2节的信度保费的预测, 可以预测5个地区第13个季度的信度

保费, 表示为: ŷi,13, i = 1, 2, · · · , 5, 结果在表4中, 第一行表地区, 第二行表13季度的信度保

费估计.

表4 信度保费估计

1 2 3 4 5

13 2257 1728 2025 1584 1812
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Estimating and Testing Parameter for Regression

Credibility Model with Linear Trend
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In this paper, the parameters of regression credibility model with linear trend are estimated and

tested. Orthogonal transformation is used to estimate parameter and unbiased estimate of parameters

are obtained. Likelihood ratio test is used to test randomness and linear trend. The better P-value of

likelihood ratio test is got and Monte-Carlo simulation is performed.
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