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摘 要

本文首先研究了含三个方差分量的线性混合随机效应模型改进的ANOVA估计, 此估计在均方损

失下一致优于ANOVA估计. 由于这些方差估计取负值的概率大于零, 对得到的估计在某非负点采用截

尾的方法得到非负估计是一种常用的方法. 对文章中提出的估计, 研究了此估计在某非负点截尾之后

得到的估计在均方损失意义下优于截尾之前的估计的充分条件, 同时给出ANOVA估计在截尾之后优

于它本身的充分条件, 而且将得到的结论推广到更一般的线性混合随机效应模型.
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§1. 引 言

随机效应模型是广泛应用于生存分析、医学、经济、质量控制等领域的一类模型, 对
模型中方差参数估计的研究已经很多, 比如方差分析估计(ANOVA), 极大似然估计(MLE),
限制极大似然估计(REMLE), 最小范数二次无偏估计(MINQUE), 谱分解估计(SDE),
Bayes估计等, 具体可参考文献[1–7]. 由于ANOVA估计具有显示表达式, 关于它的研究文献
也比较多. LaMotte[8]证明了方差分量的非负无偏估计不存在的, 大量的文献是在均方损失
下讨论ANOVA的非负估计,比如Chow和Shao[9]提出了正的截尾估计, Portnoy[10]得到了广

义Bayes估计以及它的容许性, Mathew, Sinha和Sutradhar[11]给出了非负的不变估计.
本文考虑了三个方差分量的线性混合随机效应模型

y = Xβ + U1α1 + U2α2 + ε. (1.1)

其中, y是n × 1的观测向量, X是n × p的已知设计矩阵, U1, U2分别是n × q1, n × q2的已知

矩阵, β是p× 1未知参数向量, α1, α2分别为q1 × 1, q2 × 1的随机效应向量, ε是n× 1的随机
误差. α1, α2, ε相互独立, 且分别服从多元正态分布N(0, σ2

1I), N(0, σ2
2I), N(0, σ2I).

对线性混合随机效应模型(1.1), 方差分量σ2
1, σ

2
2, σ

2的ANOVA估计是二次统计量的线
性组合.范和王[12]在均方损失下修正了模型(1.1)的ANOVA估计,它们的分析结果基于这样
的ANOVA估计:令yτ (P(X,U1)−PX)y, yτ (P(X,U1,U2)−P(X,U1))y, yτ (I−P(X,U1,U2))y分别等于
它们各自的数学期望得到的关于σ2

1, σ
2
2, σ

2的方程组, 通过解该方程组得到ANOVA估计, 这
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里PX表示X的投影阵. 但是, 如果(X, U1)和X的维数相同, 或者(X, U1, U2)和(X, U1)的维
数相同, σ2

1, σ
2
2, σ

2的ANOVA估计就不能唯一确定. 本文给出一组新的方差分量的ANOVA
估计, 无妨分别记为σ2

A1, σ
2
A2和σ2

A, 避免了上述所提到的问题. 基于这样的ANOVA估计,
本文在一类估计族中构造方差参数σ2

1, σ
2
2的修正ANOVA估计, 得到的估计分别记为σ2

M1,
σ2

M2. 在均方损失意义下, σ2
M1和σ2

M2分别一致优于ANOVA估计σ2
A1和σ2

A2.
由于本文所给出的ANOVA估计, 修正的ANOVA估计取负值的概率都大于零, 很多文

献在均方损失下讨论ANOVA的非负估计, 其中一类重要的方法就是把估计在非负点截
尾. 对线性混合随机效应模型(1.1), 方差分量的ANOVA估计σ2

A1, σ
2
A2和σ2

A在零点截尾之后

得到的估计在均方损失意义下分别一致优于截尾之前的估计. 但是对于本文中提出的估
计σ2

M1, σ
2
M2在非负点截尾之后是否优于截尾之前的估计? 对ANOVA估计, 在其他非负点

截尾之后是否优于ANOVA估计? 本文在§ 3给出了在非负点满足什么条件的情况下, 截尾
后估计优于截尾之前估计的充分条件. 在§ 4把结论推广到更一般的线性混合随机效应模型.

§2. ANOVA估计及其改进

为了构造改进的ANOVA估计, 首先引入ANOVA估计σ2
A1, σ

2
A2, σ

2. 令M1 = (X, U2),
M2 = (X, U1), M3 = (X, U1, U2), m1 = rank(M1), m2 = rank(M2), m3 = rank(M3). 取
矩阵H1,H2,H3分别满足条件H1M1 = 0, H1H

τ
1 = In−m1 , H2M2 = 0, H2H

τ
2 = In−m2和

H3M3 = 0, H3H
τ
3 = In−m3 . 用H1,H2和H3分别对模型(1.1)作变换,令z1 = H1y, z2 = H2y,

得到如下新的模型,

z1 = H1U1α1 + H1ε,

z2 = H2U2α2 + H2ε,

z3 = H3ε.

记W1 = H1U1U
τ
1 Hτ

1 , W2 = H2U2U
τ
2 Hτ

2 , 则z1 ∼ Nn−m1(0, σ2
1W1 + σ2I), z2 ∼ Nn−m2(0,

σ2
2W2 + σ2I), z3 ∼ Nn−m3(0, σ2I), 令zτ

1z1, zτ
2z2, zτ

3z3分别等于各自的数学期望, 可得

zτ
1z1 = w1σ

2
1 + (n−m1)σ2,

zτ
2z2 = w2σ

2
2 + (n−m2)σ2, (2.1)

zτ
3z3 = (n−m3)σ2.

这里w1 = tr(W1), w2 = tr(W2). 解方程组(2.1)得

σ2
A =

zτ
3z3

n−m3
,

σ2
A1 =

n−m1

w1

( zτ
1z1

n−m1
− zτ

3z3

n−m3

)
,

σ2
A2 =

n−m2

w2

( zτ
2z2

n−m2
− zτ

3z3

n−m3

)
.
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关于σ2
1和σ2

2, 为了得到均方损失意义下的修正ANOVA估计, 分别考虑具有下述形式的
估计类

L1 =
{a11(n−m1)

w1

( zτ
1z1

n−m1
− a12z

τ
3z3

n−m3

)∣∣∣0 < a11 < 1, a12 < 1
}

,

L2 =
{a21(n−m2)

w2

( zτ
2z2

n−m2
− a22z

τ
3z3

n−m3

)∣∣∣0 < a21 < 1, a22 < 1
}

.

事实上, 在上述估计类L1,L2中, a12 < 1, a22 < 1使得在这两个估计类中得到的估计, 它们
取负值的概率分别小于σ2

A1和σ2
A2.

首先考虑σ2
1的估计, 研究如何在估计类L1中选择合适a11, a12. 实际上, 本文通过最小

化估计类L1的均方误差(MSE)中σ4
1和σ4的系数得到a11, a12. 首先计算MSE(L1), 由于

Var (L1) =
a2

11(n−m1)2

w2
1

{
Var

( zτ
1z1

n−m1

)
+ Var

(a12z
τ
3z3

n−m3

)
− 2a12Cov (zτ

1z1, z
τ
3z3)

(n−m1)(n−m3)

}

=
a2

11(n−m1)2

w2
1

{2tr((W1σ
2
1 + σ2In−m1)

2)
(n−m1)2

+
2a2

12tr((In−m3σ
2)2)

(n−m3)2

− 4a12σ
4tr(Hτ

1 H1H
τ
3 H3)

(n−m1)(n−m3)

}

=
a2

11(n−m1)2

w2
1

{2tr(W 2
1 )σ4

1 + 4tr(W1)σ2
1σ

2 + 2(n−m1)σ4

(n−m1)2

+
2a2

12σ
4

n−m3
− 4a12σ

4

n−m1

}

和

E(L1) =
a11(n−m1)

w1

{
E
( zτ

1z1

n−m1

)
− E

(a12z
τ
3z3

n−m3

)}

=
a11(n−m1)

w1

{tr(W1)σ2
1 + (n−m1)σ2

n−m1
− a12σ

2
}

,

这里tr表示矩阵的迹, 可以得到

MSE(L1) = Var (L1) + (E(L1)− σ2
1)

2

= Var (L1) +
{

(a11 − 1)σ2
1 +

a11(n−m1)
w1

(1− a12)σ2
}2

=
{2a2

11tr(W
2
1 )

w2
1

+ (a11 − 1)2
}

σ2
1

+
a2

11(n−m1)2

w2
1

{ 2
n−m1

+
2a2

12

n−m3
− 4a12

n−m1
+ (1− a12)2

}
σ2

+
2a11

w1
{2a11 + (1− a11)(n−m1)(a12 − 1)}

=: g1(a11)σ4
1 + g2(a11, a12)σ4 + g12(a11, a12)σ2

1σ
2.
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不难证明, 最小化σ4
1的系数, 以及给定a11最小化σ4的系数, 可得

a11 =
w2

1

w2
1 + 2tr(W 2

1 )
=: b11 和 a12 =

(n−m1 + 2)(n−m3)
(n−m1)(n−m3 + 2)

=: b12.

最终得到σ2
1的估计为

σ2
M1 =

w1(n−m1)
w2

1 + 2tr(W 2
1 )

( zτ
1z1

n−m1
− (n−m1 + 2)zτ

3z3

(n−m1)(n−m3 + 2)

)
.

对于估计σ2
M1, 有如下定理

定理 2.1 在均方损失意义下, 估计σ2
M1优于估计σ2

A1.

证明: 事实上,对于ANOVA估计, a11 =1, a12 =1. 对估计σ2
M1, a11 =b11, a12 =b12. 根

据上述分析, g1(1) > g1(b11)和g2(1, 1) > g2(b11, b12). 经过简单推导可得g12(1, 1) = 4/w1 >

g12(b11, b12). 故结论成立. ¤

关于σ2
2, 在估计类L2中, ANOVA估计σ2

A2对应于a21 = 1, a22 = 1的情况. 类似于在估
计类L1中选择a11, a12的方法, 经过推导可得

a21 =
w2

2

w2
2 + 2tr(W 2

2 )
和 a22 =

(n−m2 + 2)(n−m3)
(n−m2)(n−m3 + 2)

.

也就是, 我们得到新的σ2
2估计为

σ2
M2 =

w2(n−m2)
w2

2 + 2tr(W 2
2 )

( zτ
2z2

n−m2
− (n−m2 + 2)zτ

3z3

(n−m2)(n−m3 + 2)

)
.

对估计σ2
M2, 有下述定理

定理 2.2 在均方损失意义下, 估计σ2
M2优于估计σ2

A2.

类似定理2.1的证明过程, 不难得到定理2.2的结论, 具体细节就不再累述.

§3. 方差分量非负估计的性质

在§ 2给出的方差分量σ2
1, σ

2
2的估计都不是非负估计, 即它们取负值的概率大于0. 我们

自然希望能给出以概率1取非负值的方差估计. 如果ANOVA估计在0点截尾, 得到非负的方
差估计, 且均方误差减小. 但是对§ 2给出的估计σ2

M1, σ
2
M2, 在非负点截尾之后是否优于截

尾之前的估计以及ANOVA估计, 这是本节要讨论的问题.

对估计σ2
M1和σ2

A1的截尾估计

σ2+
M1 = max{σ2

M1, δM1} 和 σ2+
A1 = max{σ2

A1, δA1},

有下述性质
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定理 3.1 对任何δM1 ≥ 0, 在均方意义下, σ2+
M1是优于σ2

M1的截尾估计的充分条件是

δM1 ≤ w2
1 + 4tr(W 2

1 )
w2

1 + 2tr(W 2
1 )

σ2
1 −

2w1(m3 −m1)
(n−m3 + 2)(w2

1 + 2tr(W 2
1 ))

σ2.

σ2+
A1是优于ANOVA估计的截尾估计的充分条件是

δA1 ≤ σ2
1.

证明: 由于

MSE(σ2
M1)−MSE(σ2+

M1) = E(σ2
M1 − σ2

1)
2 − E(σ2+

M − σ2
1)

2

= E{(σ2
M1 − 2σ2

1 + δM1)(σ2
M1 − δM1)I[σ2

M1<δM1]}
= E{(ξ − 2σ2

1)(ξ − 2δM1)I[ξ<2δM1]}
= E{(ξ − 2σ2

1)g(ξ)},

这里I[·]是示性函数, ξ = σ2
M1 + δM1, g(ξ) = E((ξ− 2δM1)I[ξ<2δM1]|ξ). 对任意x1 < x2, 根据

g(x1) =
∫ +∞

x1/2
(x1 − 2y)fη(y)dy ≤

∫ +∞

x2/2
(x1 − 2y)fη(y)dy ≤

∫ +∞

x2/2
(x2 − 2y)fη(y)dy = g(x2),

可知g(ξ)和ξ − 2δM1都是ξ的增函数, 所以

E{(ξ − 2δM1)g(ξ)} ≥ E(ξ − 2δM1)Eg(ξ).

由于Eg(ξ) ≤ 0, 只要E(ξ − 2σ2
1) ≤ 0, 就有MSE(σ2

M1)−MSE(σ2+
M1) ≥ 0. 根据

E(σ2
M1) =

w1(n−m1)
w2

1 + 2tr(W 2
1 )

{ w1σ
2
1

n−m1
+

2(m3 −m1)σ2

(n−m1)(n−m3 + 2)

}
,

以及已知条件

δM1 ≤ w2
1 + 4tr(W 2

1 )
w2

1 + 2tr(W 2
1 )

σ2
1 −

2w1(m3 −m1)
(n−m3 + 2)(w2

1 + 2tr(W 2
1 ))

σ2 = 2σ2
1 − E(σ2

M1) =: ρ1, (3.1)

可得E(ξ − 2σ2
1) ≤ 0.

同理, 类似于不等式(3.1)的推导过程, 可得

MSE(σ2
A1)−MSE(σ2+

A1)) ≥ 0

的充分条件是

δA1 ≤ 2σ2
1 − E(σ2

A1) = σ2
1.

也就是说, 在均方意义下, σ2+
A1优于ANOVA估计的充分条件是δA1 ≤ σ2

1. 证毕. ¤
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注记 1 根据定理3.1的结论, 选择适当的δM1, 比如δA1 = σ2
1/k (k ≥ 1), σ2+

A1优于

ANOVA估计. 如果ρ1 > 0, 选择适当的δM1, 比如δM1 = ρ2
1/k (k ≥ 1), σ2+

M1优于估计σ2
M1.

对估计σ2
M2和σ2

A2的截尾估计

σ2+
M2 = max{σ2

M2, δM2} 和 σ2+
A2 = max{σ2

A2, δA2},

类似于定理3.1关于σ2+
M2和σ2+

A2的性质, 有如下结论

定理 3.2 对任何δM2 ≥ 0, 在均方意义下, σ2+
M2是优于σ2

M2的截尾估计的充分条件是

δM2 ≤ w2
2 + 4tr(W 2

2 )
w2

2 + 2tr(W 2
2 )

σ2
2 −

2w2(m3 −m2)
(n−m3 + 2)(w2

2 + 2tr(W 2
2 ))

σ2.

σ2+
A2是优于ANOVA估计的截尾估计的充分条件是

δA2 ≤ σ2
2.

类似定理3.1的证明过程, 不难得到定理3.2的结论, 具体细节就不再累述. 根据定理3.2
的结论, 也可以得到类似于关于定理3.1的注记1.

§4. 一般线性混合随机效应模型中ANOVA估计的改进

小节§ 2, § 3分析了线性混合随机效应模型(1.1)的方差分量的估计. 对于更一般的线性
混合随机效应模型:

y = Xβ + U1α1 + · · ·+ Ukαk + ε, (4.1)

这里, y是n × 1的响应向量, X是n × p的已知矩阵, Ui (i = 1, · · · , k)是n × qi的已知矩阵,
β是p × 1的未知参数, αi为qi × 1的随机效应, ε是随机误差. αi, ε相互独立, 且分别服从正
态分布N(0, σ2

i I)和N(0, σ2I). 如何给出模型(4.1)中方差分量的修正ANOVA估计, 是本节
主要讨论的问题.

此时令M1 = (X, U2, · · · , Uk),M2 = (X, U1, U3, · · · , Uk), · · · ,Mk = (X, U1, · · · , Uk−1),
Mk+1 = (X, U1, · · · , Uk), mi = rank(Mi) (i = 1, · · · , k+1),取矩阵Hi,满足条件HiMi = 0,
HiH

τ
i = In−mi . 用Hi分别对模型(4.1)作变换, 令zi = Hiy, 得到如下新模型:

zi = HiUiαi + Hiε, i = 1, · · · , k,

zk+1 = Hk+1ε.

记Wi = HiUiU
τ
i Hτ

i (i = 1, · · · , k),则zi ∼ Nn−mi(0, σ2
i Wi +σ2I), zk+1 ∼ Nn−mk+1

(0, σ2I).
令zτ

i zi = E(zτ
i zi), 则

zτ
i zi = wiσ

2
i + (n−mi)σ2, i = 1, · · · , k,

zτ
k+1zk+1 = (n−mk+1)σ2.
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这里wi = tr(Wi). 不难得到

σ2
A =

zτ
k+1zk+1

n−mk+1
,

σ2
Ai =

n−mi

wi

( zτ
i zi

n−mi
− zτ

k+1zk+1

n−mk+1

)
, i = 1, · · · , k.

关于σ2
i (i = 1, · · · , k), 在具有下述形式的估计类中考虑修正的ANOVA估计,

Li =
{ai1(n−mi)

wi

( zτ
i zi

n−mi
− ai2z

τ
k+1zk+1

n−mk+1

)∣∣∣0 < ai1 < 1, ai2 < 1
}

,

类似于§ 2和§ 3节在估计族L1或者L2选择权重的方法, 经过计算得到

ai1 =
w2

i

w2
i + 2tr(W 2

i )
和 ai2 =

(n−mi + 2)(n−mk+1)
(n−mi)(n−mk+1 + 2)

.

以及

σ2
Mi =

w2(n−mi)
w2

i + 2tr(W 2
i )

( zτ
i zi

n−mi
− (n−mi + 2)zτ

k+1zk+1

(n−mi)(n−mk+1 + 2)

)
,

σ2+
Mi = max{σ2

Mi, δMi}和σ2+
Ai = max{σ2

Ai, δAi}. 它们具有下述性质
定理 4.1 在均方损失意义下, 估计σ2

Mi优于ANOVA估计σ2
Ai. 对任何δMi ≥ 0, 在均

方损失意义下, σ2+
Mi是优于σ2

Mi
的截尾估计的充分条件是

δMi ≤ w2
i + 4tr(W 2

i )
w2

i + 2tr(W 2
i )

σ2
i −

2wi(mk+1 −mi)
(n−mk+1 + 2)(w2

i + 2tr(W 2
i ))

σ2.

σ2+
Ai是优于ANOVA估计的截尾估计的充分条件是

δAi ≤ σ2
i .
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Estimates of Variance Components in Linear Mixed Models

with Random Effects

Xu Wangli

(School of Statistics, Renmin University of China, Beijing, 100872 )

In this paper, we propose the improved ANOVA estimates for the linear mixed models with three

variance components which are better than ANOVA estimators in the criteria of smaller mean square

error (MSE). Based on the fact that the proposed variance estimators are not nonnegative with positive

probability, we censor the proposed estimators in some points. Furthermore, we discuss the sufficient

conditions to ensure the truncated estimators be nonnegative. The conclusions are extended to more

general linear mixed models models with random effects.

Keywords: Linear mixed models with random effects, nonnegative estimator, ANOVA estimator.
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