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摘 要

本文提出一种新的模型: 变系数ARCH模型, 其中系数是时间变量的函数. 这与在不同的时间

区间上拟和模型时系数是不同的这一事实是相符的. 所以这一模型更符合实际, 更合理. 由于系数

是时间变量的函数, 所以这一模型有许多潜在的优点, 它更具有灵活性. 在本文中我们主要研究变系

数ARCH模型绝对值序列的强大数定律.
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§1. 引 言

传统的时间序列模型假定方差保持不变, 但随着经济理论的发展及实证工作的深入,

已发现这一假设不甚合理. 越来越多的研究者发现, 经济类时间序列数据, 诸如股票价格、

通货膨胀率、利率、外汇汇率等, 经常出现方差随时间变化的特点, 不仅会随着时间的变化

而变化, 而且还存在波动聚类的特征, 即一个大的变动会跟随着一个大的变动; 一个小的变

动会跟随着一个小的变动. 此外还发现经济随机变量的分布具有厚尾现象. 这是传统的时

间序列模型不能解释的. Engle, R.F. (1982)提出的自回归条件异方差模型(Autoregressive

Conditional Heteroskedasticity models), 简称为ARCH模型, 为这一问题的解决提供了很

好的办法. ARCH模型可以较好地捕捉金融时间序列存在的波动聚类现象. 其模型如下:

设{Xt} ∼ ARCH(1), 即

Xt = (α0 + α1X
2
t−1)

1/2vt, −∞ < t < +∞, (1.1)

其中{vt}是i.i.d., 且Evt = 0, Var (vt) = 1, vt独立于Xt−s, s > 0; α0 > 0, α1 ≥ 0.

ARCH模型是对时变波动性统计模型方法进行的重大改进, 不仅是时间序列模型的重

大发展, 而且还具有广泛的应用价值. 在验证金融市场有效性、资产定价、债务、利率、汇

率、银行风险评估等方面, ARCH模型由于能够精确地获取很多时间序列的特征而得到广

泛的运用,同时ARCH模型本身也得到迅速发展,如随后出现的LogARCH模型、NARCH模

型、GARCH模型、EARCH模型等. Engle, Lilien and Robins (1987)又提出了ARCH-M模
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型, 分析债券风险和债券利率的关系, 大大丰富了人们对市场风险的预测水平. 一些综

述性的文献有: Engle and Bollerslev (1986), Bollerslev, Chou and Kroner (1992), Bera

and Higgins (1993), Bollerslev, Engle and Nelson (1994), Palm (1996)等等. 这些文献表

明ARCH过程已被证明是一种极受欢迎的非线性时间序列模型.

但是这些模型几乎都是系数为常数的常系数模型, 在使用的过程中会发现在不同的时

段上时间序列的特征有所不同, 在不同的时段上拟和模型时模型的系数会有所不同, 而且

人们对序列变点的研究也表明在不同的时刻系数应有所不同, Tong, H. (1990)将门限自回

归模型推广到含有条件异方差的情形也体现了这一点. 而且ARCH模型中的系数为常数时,

则其平方序列是一个严平稳序列, 在实践中不一定如此. 从实际角度来考虑, 我们认为系

数是时间变量的函数更合理. 所以我们提出变系数ARCH模型(varying-coefficient ARCH

models)如下:

Xt = (α0(t) + α1(t)X2
t−1)

1/2vt, −∞ < t < +∞, (1.2)

其中{vt}是i.i.d., 且Evt = 0, Var (vt) = 1, vt独立于Xt−s, s > 0; α0(t) > 0, α1(t) ≥ 0是关

于t的函数.

在这一模型中系数是时间变量的函数, 它结合了ARCH模型和变系数模型的优点, 它

更符合实际, 更合理. (关于变系数模型具有的许多优点及综述, 可参看张日权和卢一强的

工作([8]).) 本文将主要讨论上述模型绝对值序列的强大数定律.

§2. 定理及证明

定理 2.1 若{Xt}服从模型(1.2), 记X∗
t = |Xt| − E|Xt|, Sn =

n∑
k=1

X∗
k , 设α ≥ 1/2且

当α = 1/2时, β > 3/2, 若
∞∑
i=1

ω1/2(2i) < ∞, sup
i≥1

EX∗
i
2 < ∞, 则∀ ε > 0, 有

Sn

nα(log n)β
→ 0, a.s., (2.1)

其中

ω(k) = sup
i≥1

∑
j−i≥k

Cov 1/2(X∗
i , X∗

j ).

证明: 我们分以下几步来加以证明:

第一步: 我们先来证明

Cov (|Xs|, |Xt|) ≥ 0. (2.2)



《
应
用
概
率
统
计
》
版
权

所
有

第三期 张志强 冯井艳: 变系数ARCH模型绝对值序列的强大数定律 277

将(1.2)式平方后得X2
t = (α0(t) + α1(t)X2

t−1)v
2
t , 从而利用递推式对s < t有

X2
t = α0(t)v2

t + α0(t− 1)α1(t)v2
t v

2
t−1

+ · · ·+ α0(s + 1)α1(t)α1(t− 1) · · ·α1(s + 1)v2
t v

2
t−1 · · · v2

s+1

+α1(t)α1(t− 1) · · ·α1(s + 1)v2
t v

2
t−1 · · · v2

s+1X
2
s . (2.3)

由此我们有

P(|Xt| > y
∣∣|Xs| = x)

= P(X2
t > y2|X2

s = x2)

= P(α0(t)v2
t + α0(t− 1)α1(t)v2

t v
2
t−1

+ · · ·+ α0(s + 1)α1(t)α1(t− 1) · · ·α1(s + 1)v2
t v

2
t−1 · · · v2

s+1

+α1(t)α1(t− 1) · · ·α1(s + 1)v2
t v

2
t−1 · · · v2

s+1x
2 > y2). (2.4)

这是一个在[0,∞)上关于x的非降函数.

下面我们证明对任意的s < t, 对任何非降的双变量函数f(u, v)和g(u, v), 其中

Ef2(|xs|, |xt|) < ∞, Eg2(|xs|, |xt|) < ∞,

都有

Cov (f(|xs|, |xt|), g(|xs|, |xt|)) ≥ 0. (2.5)

令Ex和Cov x表示在给定|xs| = x的条件下相应的条件期望和条件协方差, 那么

Cov (f(|xs|, |xt|), g(|xs|, |xt|))
= E(f · g)− E(f) · E(g)

= E(Ex(fg))− E(Exf) · E(Exg)

= E{Ex(fg)− Exf · Exg}+ E{Exf · Exg} − E(Exf) · E(Exg)

= E{Cov x(f, g)}+ Cov (Exf,Exg).

而Cov x(f, g) = Cov (f(x, |xt|), g(x, |xt|)) ≥ 0. 所以只要证明了Cov (Exf,Exg) ≥ 0就完成

了证明. 根据(2.4)式, 对任何固定的y ≥ 0, P(|xt| > y
∣∣|xs| = x)关于x非降, 那么对任何

z ≥ 0, P(f(x, |xt|) > z
∣∣|xs| = x)是一个在[0,∞)上的关于x的非降函数, 这样的话, Exf和

Exg也关于x非降. 那么

Cov (Exf,Exg) ≥ 0.

从而(2.5)式成立. 因此有(2.2)式成立.
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第二步: 我们来证明存在常数C > 0使得下式成立

ESn
2 ≤ Cn

{
sup
i≥1

EX∗
i
2 +

(
sup
i≥1

EX∗
i
2
)1/2}

. (2.6)

记‖x‖2 =: (Ex2)1/2, [x]表示不超过x的最大整数,

Sk(n) =
k+n∑

i=k+1

X∗
i , σm = sup

k≥1
‖Sk(m)‖2, (2.7)

则Sk(2m) = Sk(m)+Sk+m+[m1/3](m)+Sk+m([m1/3])−Sk+2m([m1/3]),因此,由Minkowski

不等式, 有

‖Sk(2m)‖2 ≤ ‖Sk(m) + Sk+m+[m1/3](m)‖2 + ‖Sk+m([m1/3])‖2

+ ‖Sk+2m([m1/3])‖2

≤ ‖Sk(m) + Sk+m+[m1/3](m)‖2 + 2[m1/3]σ1. (2.8)

由题设知EX∗
i = 0, 由(2.2)式有Cov (X∗

i , X∗
j ) ≥ 0, 从而有

E(Sk(m) + Sk+m+[m1/3](m))2

= ES2
k(m) + ES2

k+m+[m1/3]
(m) + 2ESk(m)Sk+m+[m1/3](m)

≤ 2σ2
m + 2

k+m∑
i=k+1

∞∑
j=k+m+[m1/3]+1

Cov (X∗
i , X∗

j )

≤ 2σ2
m + 2

k+m∑
i=k+1

∞∑
j=k+m+[m1/3]+1

Cov 1/2(X∗
i , X∗

j )(‖X∗
i ‖2)1/2(‖X∗

j ‖2)1/2

≤ 2σ2
m + 2

k+m∑
i=k+1

ω([m1/3])σ1

≤ 2σ2
m + 2mω([m1/3])σ1, (2.9)

将(2.9)式代入(2.8)式, 得

σ2m ≤ 21/2σm + {2mω([m1/3])σ1}1/2 + 2[m1/3]σ1,

从而

σ2r ≤ 21/2σ2r−1 + {2rω([2(r−1)/3])σ1}1/2 + 2[2(r−1)/3]σ1.

反复利用上述递推式, 得

σ2r ≤ σ1

{
2r/2 + 2

r−1∑
i=0

2(r−1−i)/2[2i/3]
}

+ 2r/2
r−1∑
i=0

ω1/2([2i/3])σ1/2
1

≤ σ1

{
2r/2 + 2

r−1∑
i=0

2(r−1−i)/2+i/3}+ 2r/2
r−1∑
i=0

3ω1/2(2i)σ1/2
1

≤ C2r/2(σ1 + σ
1/2
1 ).
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故

ES2r ≤ C2r(σ1 + σ2
1).

对任意给定的n ≥ 1, 存在整数r ≥ 0使2r ≤ n < 2r+1, 对i > n, 令X∗
i = 0, 则有

ES2
n = ES2

2r+1

≤ C2r+1(σ1 + σ2
1)

≤ 2Cn
{

sup
i≥1

EX∗
i
2 +

(
sup
i≥1

EX∗
i
2
)1/2}

.

第三步: 先证α = 1/2, β > 3/2的情形, 我们先介绍一个引理:

引理 2.1[12] 假设g(a, k)为r.v. Xa+1, Xa+2, · · · , Xa+k的联合分布的泛函(a≥0, k≥1),

满足E(Sa+k − Sa)2 ≤ g(a, k)以及g(a, k) + g(a + k, m) ≤ g(a, k + m), 则

E max
1≤j≤n

(Sa+j − Sa)2 ≤
( log(2n)

log 2

)2
g(a, n).

由引理2.1有

E max
1≤j≤n

(Sa+j − Sa)2 ≤
( log(2n)

log 2

)2
E(Sa+n − Sa)2. (2.10)

对∀ ε > 0, 由Chebyshev不等式和(2.6)式得
∞∑

n=1
P(|S2n | > 2n/2(log 2n)βε) ≤ C

∞∑
n=1

2−nn−αE(S2n)2

≤ C
∞∑

n=1
n−2β

< ∞.

从而S2n/[2n/2(log 2n)β ] → 0, a.s.. 所以为证
Sn

n1/2(log n)β
→ 0, a.s., (2.11)

只需证

2−n/2(log 2n)−β max
2n<k≤2n+1

|Sk − S2n | → 0, a.s.. (2.12)

由Chebyshev不等式和(2.6), (2.10)式, 且β > 3/2知
∞∑

n=1
P(2−n/2(log 2n)−β max

2n<k≤2n+1
|Sk − S2n | > ε)

≤ C
∞∑

n=1
2−nn−α(log 2n+1)22n

≤ C
∞∑

n=1
n−2(β−1)

< ∞.

所以(2.12)式成立, 这样证明了(2.11)式. 同理可证明α > 1/2的情形, 证毕. ¤
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Strong Law of Large Numbers of Absolute Value Sequences

from Varying-Coefficient ARCH Models

Zhang Zhiqiang Feng Jingyan

(Department of Mathematics, Shanxi Datong University, Datong, 037009 )

In this paper we introduce a varying-coefficient ARCH model in which the model coefficient is a

function of time variable t. It is consistent with the fact that the coefficients are different in different time

intervals in modeling, so this kind of model is more reasonable. We believe that the varying-coefficient

ARCH model has several potential advantages for practical uses, it is more flexible. Here we discuss the

strong law of large numbers of absolute value sequences from varying-coefficient ARCH models.

Keywords: Varying-coefficient, ARCH, strong law of large numbers.

AMS Subject Classification: 60F15.


