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摘 要

本文把广义Beta分布(Eugene (2001))推广到了多元的情形, 研究了多元Beta分布的矩母函数,

以及广义多元Beta分布的边际分布、条件分布及回归函数. 给出了他们在次序统计量中的应用.
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§1. 引 言

在实际问题中, 有很多问题相当复杂, 不能简单地用一些如正态分布、二项分布、负二
项分布、Poisson分布、对数正态分布、Weibull分布、指数分布、Γ分布、极值分布等我们所
熟知的概率分布来建模. 因此, 我们就有必要发展一些含有更多参数的广义的概率分布来
处理那些复杂的情况.

Eugene (2001)[4]引进了广义Beta分布, Eugene, Lee and Famoye (2002)[5], Famoye,
Lee and Eugene (2004)[6], Gupta and Nadarajah (2004)[3]等讨论了Beta-normal分布及其
应用.

Eugene (2001)[4]定义了如下的广义Beta分布:

设F (x)是某随机变量的分布函数, 其概率函数为f(x), α和β是给定的正实数, 则称随
机变量X服从广义Beta分布, 若其分布函数为

GF (x;α, β) =
Γ(α + β)
Γ(α)Γ(β)

∫ F (x)

0
tα−1(1− t)β−1dt, (1.1)

或其密度函数为

gF (x;α, β) =
Γ(α + β)
Γ(α)Γ(β)

f(x)F (x)α−1(1− F (x))β−1, (1.2)

记作X ∼ GB(α, β, F )或X ∼ GB(x, α, β, F ).
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广义Beta分布某些特例早已为我们大家所熟知, 如McDonald (1984)[9], Parker
(1999)[13]等的广义I型Beta分布与广义II型Beta分布, Prentice (1976)[12]等讨论的Logist
VI型分布以及更为熟知的次序统计量的分布.

考虑分布函数

F (x) =





0, x < 0;( x

Υ

)b
, 0 ≤ x < Υ;

1, x ≥ Υ,

(1.3)

其中b > 0.

G(y) =





0, y < 0;
(y/Υ)b

1 + (y/Υ)b
, y ≥ 0,

(1.4)

其中Υ > 0, b > 0.
代入(1.2)得

hF (x, α, β) =





Γ(α + β)bxbα−1(1− (x/Υ)b)β−1

Γ(α)Γ(β)Υαb
, 0 ≤ x ≤ Υ;

0, 其他.

(1.5)

hG(y, α, β) =





bybα−1

ΥbαB(α, β)(1 + (y/Υ)b)α+β
, y ≥ 0;

0, y < 0.

(1.6)

(1.5)式与(1.6)式就是McDonald (1984)[9]在研究收入分布时引进的广义I型Beta分布
与广义II型Beta分布. 1999年Parker在文[13]中用(1.6)式研究工人收入分布. 在(1.6)式中令
Υ = 1, b = 1, 即得到所谓的Fisher Z分布族(茆诗松, 王静龙, 濮晓龙 (1998)[1] p.11), 在
(1.6)式中令Υ = 2

√
n, b = 2, α = 1/2, β = n/2, 即得到所谓的自由度为n的t分布(茆诗松,

王静龙, 濮晓龙 (1998)[1] p.13).
考虑分布函数

E(z) =
1

1 + exp[−(z − µ)/θ]
, θ > 0. (1.7)

代入(1.2)得

hE(z, α, β) =
Γ(α + β)

θΓ(α)Γ(β)

{
1 + exp

(
− z − µ

θ

)}−α−β
exp

(
− β

z − µ

θ

)
. (1.8)

(1.8)式就是所谓的Logist VI型分布, 1976年Prentice在文[12]中建议, 对二元反映数据建
模时, 用Logist VI型分布代替一般的Logist分布; 1980年Kalbfleish和Prentice在文[7]中把
Logist VI型分布应用于生存分析; 1991年McDonald在文[10]中讨论了Logist VI型分布;
2004年Nadarajah在文[11]中讨论了Logist VI型分布的Fisher信息阵.
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当α = 1 (p, 1, a); β = 1 (1, p, a)时就是所谓的标准Logist分布(Logist I型分布, Logist
II型分布, Logist III型分布).

设X1, · · · , Xn为i.i.d.样本,且X1 ∼ f(x)为绝对连续型分布,因此有P(X(i) = X(j)) = 0,
i 6= j; P(X(1) < X(2) < · · · < X(n)) = 1.

记Y = (Y1, · · · , Yn)T = (X(1), · · · , X(n))T , Yi = X(i) ∼ f(i)(y), Y ∼ f(y1, y2, · · · , yn).

Yi = X(i)的分布密度为(见[8]第72页)

f(i)(y) =
n!

(i− 1)!(n− i)!
f(y)[F (y)]i−1[1− F (y)]n−i. (1.9)

即有Yi ∼ GB(i, n− i + 1, F (x)), i = 1, 2, · · · ,m.

在信息社会中, 有大量的多元数据甚至是矩阵数据, 如千车故障数据(朱道元(2005)[2]),
对每一行都是可以用Weibull分布等来近似拟合, 但由于行与行之间并不独立, 应用已知分
布很难描述; 又如, 对大多数慢性病, 对于不同阶段, 其生存能力是不一样的, 由于过程是不
可逆. 基于此因素, 有必要发展一种多元的而且包含次序的分布. 一种自然的想法就是推广
次序统计量的联合分布.

对应于Beta函数有所谓的Beta分布, 同样, 对应于多元Beta函数也有所谓的多元Beta
分布, 本文的第二节回顾了多元Beta分布, 并初步研究了其性质. 本文的第三节定义了广义
多元Beta分布, 并研究了其简单性质.

§2. 多元Beta分布

定义 2.1 设α = (α0, · · · , αm), αi为正实数, i = 0, 1, · · · ,m, 随机向量X = (X1, X2,
· · · , Xm)服从多元Beta分布, 若其密度函数f(x)为

f(x;α) =
Γ
( m∑

i=0
αi

)

m∏
i=0

Γ(αi)

m+1∏
i=1

(xi − xi−1)αi−1−1I{A}, (2.1)

其中

A = {x|0 ≡ x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xm+1 ≡ 1}. (2.2)

记作X ∼ MB(α)或X ∼ MB(x, α).

例 1 设αi, i = 0, 1, · · · ,m取正整数, 记nj =
j∑

i=0
αi, j = 0, 1, · · · ,m, 则MB(α)就

表示均匀分布U [0, 1]的次序统计量(Un0:nm , Un1:nm , · · · , Unm:nm)的分布. 其中Xk:n表示样本

(X1, · · · , Xn)的第k个次序统计量.
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引理 2.1 f(x, α)如(2.1)式)所定义, A如(2.2)式)所定义, 1 ≤ j ≤ m, 则

∫ −∞

∞
f(x)dxj =

Γ
( m∑

i=0
αi

)

m∏
i=0

Γ(αi)

∫ xj+1

xj−1

m+1∏
i=1

(xi − xi−1)αi−1−1I{A}dxj

=
Γ(αj−1)Γ(αj)Γ

( m∑
i=0

αi

)

Γ(αj−1 + αj)
m∏

i=0
Γ(αi)

( j−1∏
i=1

(xi − xi−1)αi−1−1
)

· (xj+1 − xj−1)αj−1+αj−1
( m+1∏

i=j+2
(xi − xi−1)αi−1−1

)
I{A}, (2.3)

其中A = {x|0 ≡ x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xj−1 ≤ xj+1 ≤ · · · ≤ xm+1 ≡ 1}.
证明: 只需注意下面的β积分:

∫ xj+1

xj−1

(xj − xj−1)αj−1−1(xj+1 − xj)αj−1dxj =
Γ(αj−1)Γ(αj)
Γ(αj−1 + αj)

(xj+1 − xj−1)αj−1+αj−1.

¤
对(2.1)式进行多元Mellin变换[14], 即得到所谓的母函数: MX(s)=EXs =E

( m∏
i=1

Xsi
i

)
,

其中si, i = 1, 2, · · ·m是复数, 我们仅计算当m = 2情形, 一般情况同理可得.

MX(s) = E(Xs1
1 Xs2

2 )

=
Γ(α0 + α1 + α2)
Γ(α0)Γ(α1)Γ(α2)

∫ 1

0
dx2

∫ x2

0
xs2

2 xs1+α0−1
1 (x2 − x1)α1−1(1− x2)α2−1dx1

=
Γ(α0 + α1 + α2)
Γ(α0)Γ(α1)Γ(α2)

∫ 1

0
xα0+α1+s1+s2−1

2 (1− x2)α2−1dx2

·
∫ 1

0
ts1+α0−1(1− t)α1−1dt, t , x1

x2

=
Γ(α0 + α1 + α2)Γ(α0 + s1)Γ(α0 + α1 + s1 + s2)
Γ(α0)Γ(α0 + α1 + s1)Γ(α0 + α1 + α2 + s1 + s2)

.

一般地我们有:

定理 2.1 设X ∼ MB(α), 则其母函数为

MX(s) =

Γ
( m∑

j=0
αi

)

Γ(α0)

m−1∏
i=0

Γ
( i∑

j=0
(αj + sj+1)

)

Γ
(
α0 +

i∑
j=0

(αj+1 + sj+1)
) . (2.4)

当m = 1时, 有
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推论 2.1 设X ∼ B(α, β), 则其母函数为

MX(s) =
Γ(α + β)

Γ(α)
Γ(α + s)

Γ(α + β + s)
. (2.5)

推论 2.2 设X ∼ MB(α), 0 < j1 < j2 < · · · < jk ≤ m, x̃ = (xj1 , xj2 , · · · , xjk
),

X̃ = (Xj1 , Xj2 , · · · , Xjk
), α̃ =

( j1−1∑
i=0

αi,
j2−1∑
i=j1

αi, · · · ,
m∑

i=jk

αi

)
, 则X̃ ∼ MB(x̃, α̃).

推论 2.3 设X ∼ MB(α), 0 < j ≤ m, 则Xj ∼ B
( j−1∑

i=0
αi,

m∑
i=j

αi

)
.

推论 2.4 设X ∼ MB(α), 0 < j ≤ m, 则

E(Xj) =
Γ
( m∑

i=0
αi

)

Γ
( j−1∑

i=0
αi

)
Γ
( j−1∑

i=0
αi + 1

)

Γ
( m∑

i=0
αi + 1

) =

j−1∑
i=0

αi

m∑
i=0

αi

.

§3. 广义多元Beta分布

定义 3.1 设α = (α0, · · · , αm), αi为正实数, i = 0, 1, · · · ,m, F = (F1(x1), · · · ,
Fm(xm)), Fi(xi), i = 1, 2, · · · ,m是m个分布函数, 则称随机向量X服从广义多元Beta分布,
若其密度函数g(x)为

gF (x;α) =
Γ
( m∑

i=0
αi

)

m∏
i=0

Γ(αi)

m∏
i=1

fi(xi)
m+1∏
i=1

(Fi(xi)− Fi−1(xi−1))αi−1−1I{A}, (3.1)

其中A = {x|0 ≡ F0(x0) ≤ F1(x1) ≤ · · · ≤ Fm+1(xm+1) ≡ 1}. 记作X ∼ GMB(α,F)或X ∼
GMB(x, α,F).

定理 3.1 设X ∼ GMB(α,F), 0 < j ≤ m, 则Xj ∼ GB
( j−1∑

i=0
αi,

m∑
i=j

αi, Fj(xj)
)
.

证明:

f(xj) =
Γ
( m∑

i=0
αi

)

m∏
i=0

Γ(αi)

∫

D

m∏
i=1

fi(xi)

·
m+1∏
i=1

(Fi(xi)− Fi−1(xi−1))αi−1−1dx1dx2 · · ·dxj−1dxj+1 · · ·dxm
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=
Γ
( m∑

i=0
αi

)

m∏
i=0

Γ(αi)
fj(xj)F

j−1∑
i=0

αi−1

j (xj)(1− Fj(xj))

m∑
i=j

αi−1

·
∫

D1

sα0−1
1 (s2 − s1)α1−1 · · · (1− sj−1)αj−1−1ds1 · · ·dsj−1

·
∫

D2

t
αj−1
j+1 (tj+2 − tj+1)αj+1−1 · · · (1− tm)αm−1dtj+1 · · ·dtm

=
Γ
( m∑

i=0
αi

)

Γ
( j−1∑

i=0
αi

)
Γ
( m∑

i=j
αi

)fj(xj)F

j−1∑
i=0

αi−1

j (xj)(1− Fj(xj))

m∑
i=j

αi−1

,

其中

D = {x|0 ≡ F0(x0) ≤ F1(x1) ≤ · · · ≤ Fm+1(xm+1) ≡ 1};
D1 = {x|0 < s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ sj−1 ≤ 1};
D2 = {x|0 < tj+1 ≤ tj+2 ≤ · · · ≤ tm ≤ 1};
si =

Fi(xi)
Fj(xj)

, i = 1, 2, · · · , j − 1;

ti =
Fi(xi)− Fj(xj)

1− Fj(xj)
, i = j + 1, · · · ,m.

所以定理证毕. ¤
更一般地, 有

定理 3.2 设X ∼ GMB(α,F), 0 < j1 < j2 < · · · < jk ≤ m, F̃ = (Fj1 , Fj2 , · · · , Fjk
),

x̃ = (xj1 , xj2 , · · · , xjk
), X̃ = (Xj1 , Xj2 , · · · , Xjk

), α̃ =
( j1−1∑

i=0
αi,

j2−1∑
i=j1

αi, · · · ,
m∑

i=jk

αi

)
, 则

X̃ ∼ GMB(x̃, α̃, F̃).

定理 3.3 设(X, Y ) ∼ GMB(α, β, γ, F1, F2), F̃1(x) = (F1(x)/F2(Y )) · I{F1(x) ≤
F2(Y )}, F̃2(y) = [(F2(y)− F1(X))/(1− F1(X))] · I{F1(X) ≤ F2(y)}, 则

X|Y ∼ GB(α, β, F̃1(x)), (3.2)

Y |X ∼ GB(β, γ, F̃2(y)). (3.3)

证明: 由于(X, Y ) ∼ GMB(α, β, γ, F1, F2), 则由定理3.1知, X ∼ GB(α, β + γ, F1),
Y ∼ GB(α + β, γ, F2), 进而

fX|Y =y(x) =
f(x, y)
fY (y)

=
Γ(α + β)
Γ(α)Γ(β)

f1(x)
F2(y)

(F1(x)
F2(y)

)α−1(
1− F1(x)

F2(y)

)β−1
(3.4)
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与

fY |X=x(y) =
f(x, y)
fX(x)

=
Γ(β + γ)
Γ(β)Γ(γ)

f2(y)
1− F1(x)

(F2(y)− F1(x)
1− F1(x)

)β−1(1− F2(y)
1− F1(x)

)γ−1
. (3.5)

所以定理证毕. ¤

定理 3.4 设(X, Y, Z)∼GMB(α, β, γ, δ, F1, F2, F3), F̃1(x)=(F1(x)/F2(Y )) ·I{F1(x)
≤ F2(Y )}, F̃3(z) = [(F3(z)− F2(Y ))/(1− F2(Y ))] · I{F3(z) ≥ F2(y)}, 则

(X, Z)|Y d= (U, V ), (3.6)

其中U与V独立,

U = X|Y ∼ GB(α, β, F̃1(x)), (3.7)

V = Z|Y ∼ GB(γ, δ, F̃3(z)). (3.8)

证明: 由于(X, Y, Z) ∼ GMB(α, β, γ, δ, F1, F2, F3), 则由定理3.1知, Y ∼ GB(α + β,
γ + δ, F2), 进而

f(X,Z)|Y =y(x, z) =
f(x, y, z)

fY (y)

=
Γ(α + β)
Γ(α)Γ(β)

f1(x)
F2(y)

(F1(x)
F2(y)

)α−1(
1− F1(x)

F2(y)

)β−1

· Γ(γ + δ)
Γ(γ)Γ(δ)

f3(z)
1− F2(y)

(F3(z)− F2(y)
1− F2(y)

)γ−1(
1− F3(z)− F2(y)

1− F2(y)

)δ−1
.

所以定理证毕. ¤

定理3.4可以推广到一般情形:

定理 3.5 设m维随机向量X ∼GMB(α,F), 给定0 = j0 < j1 < j2 < · · ·< jk < jk+1 =
m+1, 记X̃i = (Xji+1, Xji+2, · · · , Xji+1−1), x̃i = (xji+1, xji+2, · · · , xji+1−1), α̃i = (αji+1,
αji+2, · · · , αji+1−1), Gji+l(xji+l) = [Fji+l(xji+l)− Fji(Xji)]/[Fji+1(Xji+1)− Fji(Xji)] (其
中 l = 1, 2, · · · , ji+1 − ji − 1), Fi = (Gji+1, Gji+2, · · · , Gji+1−1), Ui = Yi|(Xji , Xji+1), 其
中 i = 0, 1, · · · , k.

当ji+1 = ji + 1时, X̃i, Ui与Fi没有定义, 我们约定

P(X̃i = 1) = 1, P(Ui = 1) = 1, (3.9)

则有

(X̃0, X̃1, · · · , X̃k)|(Xj1 , Xj2 , · · · , Xjk
) d= (U0, U1, · · · , Uk), (3.10)

其中U0, U1, · · · , Uk相互独立, 且Ui ∼ GMB(α̃i,Fi(x̃i)), i = 0, 1, · · · , k.
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定理 3.6 设X ∼ GMB(α,F), 0 < i < i + k ≤ m, 记α̃ =
i−1∑
j=0

αj , β̃ =
i+k−1∑

j=i
αj ,

γ̃ =
m∑

i+k−1

αj , 分布族F有相同的连续分布F (x) (即Fi(x) = Fi+k(x)且密度函数为f(x)),

设f(x)有连续的支撑集D, 则当F (x)是下面三种情形之一时:

F 11(x) =





0, x ≤ 0;

xθ, 0 < x < 1;

1, x ≥ 1,

(θ > 0), (3.11)

F 12(x) =





ex, x < 0;

1, x ≥ 1,
(3.12)

F 13(x) =





(−x)δ, x < −1;

1, x ≥ −1,

(
δ < − 1

α̃

)
. (3.13)

有

E{Xi|Xi+k = x} = ax + b a.s. x ∈ D, (3.14)

其中, 相应于F 11(x)有0 < a < 1, b = 0; 相应于F 12(x)有a = 1, b = ψ(α̃)− ψ(α̃ + β̃); 相应
于F 13(x)有a > 1, b = 0. 式中ψ(·)是双Gamma函数.

证明: 由定理3.2与定理3.3可知: (Xi, Xi+k) ∼ GMB(α̃, β̃, γ̃, F (x), F (x)), 所以

Xi|(Xi+k = x) ∼ GB
(
α̃, β̃,

Fi(z)
Fi+k(x)

)
.

当F (x) = F 11(x)时, 有

E(Xi|(Xi+k = x)) =
Γ(α̃ + β̃)

Γ(α̃)Γ(β̃)

∫ x

0

θs

x

( s

x

)θα̃−1(
1−

( s

x

)θ)β̃−1
ds

= x
Γ(α̃ + β̃)

Γ(α̃)Γ(β̃)

∫ 1

0
tα̃−1(1− t)β̃−1t1/θdt

= x
Γ(α̃ + β̃)Γ(α̃ + 1/θ)

Γ(α̃)Γ(α̃ + β̃ + 1/θ)
.

记h(x) = [Γ(α̃ + β̃)Γ(α̃ + x)]/[Γ(α̃)Γ(α̃ + β̃ + x)] > 0, 则d lnh(x)/dx = ψ(α̃ + x)−ψ(α̃ +
β̃ + x), 又由于ψ(·)是单调递增函数, 所以d lnh(x)/dx < 0, 即lnh(x)单调递减, 进而h(x)单
调递减. 所以a = h(1/θ) < h(0) = 1, 所以0 < a < 1, b = 0.

同理可证: 当F (x) = F 13(x)时,

E(Xi|(Xi+k = x)) = x
Γ(α̃ + β̃)Γ(α̃ + 1/δ)

Γ(α̃)Γ(α̃ + β̃ + 1/δ)
.
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由于δ < −1/α̃ < 0, 所以, a = h(1/δ) > h(0) = 1. 进而有a > 1, b = 0.
当F (x) = F 12(x)时,

E(Xi|(Xi+k = x)) =
Γ(α̃ + β̃)

Γ(α̃)Γ(β̃)

∫ x

−∞
s
( es

ex

)α̃(
1− es

ex

)β̃−1
ds

= x +
Γ(α̃ + β̃)

Γ(α̃)Γ(β̃)

∫ 1

0
tα̃−1(1− t)β̃−1log tdt

= x + ψ(α̃)− ψ(α̃ + β̃).

此时, a = 1, b = ψ(α̃)− ψ(α̃ + β̃). 定理证毕. ¤

定理 3.7 设X ∼ GMB(α,F), 0 < i < i + k ≤ m, 记α̃ =
i−1∑
j=0

αj , β̃ =
i+k−1∑

j=i
αj ,

γ̃ =
m∑

i+k−1

αj , 分布族F有相同的连续分布F (x) (即Fi(x) = Fi+k(x)且密度函数为f(x)),

设f(x)有连续的支撑集D, 则当F (x)是下面三种情形之一时:

F 21(x) =





0, x ≤ −1;

1− (−x)θ, −1 < x < 0;

1, x ≥ 0,

(0 < θ), (3.15)

F 22(x) =





0, x < 0;

1− e−x, x ≥ 0,
(3.16)

F 23(x) =





0, x < 1;

1− xδ, x ≥ 1,

(
δ < −1

γ̃

)
. (3.17)

有

E{Xi+k|Xi = y} = ay + b a.s. x ∈ D, (3.18)

其中, 相应于F 21(x)有0 < a < 1, b = 0; 相应于F 22(x)有a = 1, b = ψ(γ̃)− ψ(γ̃ + β̃); 相应
于F 23(x)有a > 1, b = 0.

证明:

Xi+k|(Xi = y) ∼ GB
(
β̃, γ̃,

F (z)− F (y)
1− F (y)

)
.

当F (x) = F 21(x)时, 有

E(Xi+k|(Xi = y)) =
Γ(β̃ + γ̃)

Γ(β̃)Γ(γ̃)

∫ 0

y

−θs

y

(s

y

)θγ̃−1(
1−

(s

y

)θ)β̃−1
ds

= y
Γ(β̃ + γ̃)

Γ(β̃)Γ(γ̃)

∫ 1

0
tγ̃−1(1− t)β̃−1t1/θdt

= y
Γ(β̃ + γ̃)Γ(γ̃ + 1/θ)

Γ(γ̃)Γ(β̃ + γ̃ + 1/θ)
.
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记l(x) = [Γ(β̃ + γ̃)Γ(γ̃ + x)]/[Γ(γ̃)Γ(β̃ + γ̃ + x)] > 0, 同前h(x)一样, l(x)单调递减. 所
以a = l(1/θ) < h(0) = 1, 所以0 < a < 1, b = 0.

同理可证: 当F (x) = F 23(x)时,

E(Xi+k|(Xi = y)) = y
Γ(β̃ + γ̃)Γ(γ̃ + 1/δ)

Γ(γ̃)Γ(β̃ + γ̃ + 1/δ)
.

由于δ < −1/γ̃ < 0, 所以, a = l(1/δ) > l(0) = 1. 所以a > 1, b = 0.
设F (x) = F 22(x), 则

E(Xi+k|(Xi = y)) =
Γ(β̃ + γ̃)

Γ(β̃)Γ(γ̃)

∫ +∞

y
s
(ey

es

)γ̃(
1− ey

es

)β̃−1
ds

= y +
Γ(β̃ + γ̃)

Γ(β̃)Γ(γ̃)

∫ 1

0
tγ̃−1(1− t)β̃−1log tdt

= y + ψ(γ̃)− ψ(γ̃ + β̃).

此时, a = 1, b = ψ(γ̃)− ψ(γ̃ + β̃). 定理证毕. ¤

例 2 次序统计量的分布

1. 在(3.1)式中,令α0 = i, α1 = j−i, α2 = n−j+1 (1 ≤ i < j ≤ n), F = (F (y), F (z)),
F (·)是分布函数, 则有

f(y, z) =
n!f(y)f(z)[F (y)]i−1[F (z)− F (y)]j−i−1[1− F (z)]n−jI{y < z}

(i− 1)!(j − i− 1)!(n− j)!
. (3.19)

此式即为总体F (·)的次序统计量(X(i), X(j)) = (Y, Z) (i < j)的联合分布(见Shao (1999)[8]

第72页).
2. 在(3.1)式中, 令α0 = α1 = · · · = αr−1 = 1 (1 ≤ r ≤ n), αr = n − r + 1,

F = (F (y1), · · · , F (yr)), F (·)是分布函数, 则有

f(y1, · · · , yr) =
n!

(n− r)!
f(y1) · · · f(yr)[1− F (yr)]n−rI{y1 < · · · < yr}. (3.20)

此式即为总体F (·)中的前r个次序统计量X(1), · · · , X(r)的联合分布.
特别地, r = n, 即前n个次序统计量X(1), · · · , X(n)的联合分布为(见Shao (1999)[8]第

72页)
f(y1, · · · , yn) = n!f(y1) · · · f(yn)I{y1 < y2 < · · · < yn}. (3.21)

§4. 广义Beta分布族

由广义Beta分布的定义与广义多元Beta分布可知, 随着分布函数F (x)与参数的不同,
就得到不同的分布函数. 把相同类的分布函数所得到的广义Beta分布、广义多元Beta分布
统称为一类广义Beta分布族. 如Beta-normal分布族([3–6])、Beta-Weibull分布族、Beta-指
数分布族等等, 以上这些分布族的性质有待进一步研究.
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This paper extends the (generalized) Beta distribution to the (generalized) multivariate Beta dis-

tribution. We also study the moment generating function of multivariate Beta distribution, obtain the

marginal distribution, conditional distribution and regression function of the generalized multivariate Beta

distribution.
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