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摘 要

本文给出了一个新的指数型分布, 它是整参数贝塔分布Be(k + 1, n− k)对于整数n的截0至k的截

尾泊松分布的混合分布. 论文给出了这一分布的统计意义和数字特征, 并通过一个例子说明了它的一

个应用.

关键词: 贝塔分布, 截0至k的截尾泊松分布, 混合整参数贝塔—泊淞分布, 容许限.

学科分类号: O212.

§1. 引 言

标准均匀分布, 或更为一般的贝塔分布是定义在(0, 1)区间上的最常用的连续型分布,
它在随机数生成及新分布的构造中起着非常重要的作用. 而在离散型分布中, 泊松分布
在理论及在金融、保险、生物医药等领域都有重要的应用, 特别是它关于其它连续分布
的混合, 例如泊松分布关于伽玛分布的混合分布构成负二项分布, 它是一类重要的风险模
型[4]. 它关于其它连续分布的混合可参见文献[5]. 上面讨论的是离散型分布对于其连续
型参数(分布)的混合分布, 其结果是离散分布. 本文考虑的是连续型分布对于其离散型参
数(分布)的混合分布, 给出了一个新的连续型分布. 此分布定义在(0, 1)区间上, 可视作连续
型整参数贝塔分布Be(k + 1, n − k)对于离散型参数n服从参数为λ的截0至k的截尾泊松分

布的混合分布, 称之为参数为(k, λ)的混合整参数贝塔—泊淞分布, 记为BP(k, λ). 本文第二
节将直接给出此分布的密度函数及主要的数字特征, 第三节给出了此分布的由来, 第四节
给出了一个应用例子.

§2. 分布及其数字特征

参数为(k, λ)的混合整参数贝塔—泊淞分布BP(k, λ)的密度函数为

gk(x) =
λ

fk(λ)
(λx)k

k!
e−λx, x ∈ (0, 1), (2.1)
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其中k = 1, 2, · · · , 参数函数

fk(λ) = 1−
k∑

i=0

λi

i!
e−λ, λ > 0.

由[1]知gk(x)是一个指数型分布密度, 其分布函数及一、二阶(原点)矩分别为

Gk(x) =
1

fk(λ)

(
1−

k∑
j=0

1
j!

(λx)je−λx
)
, (2.2)

m1 =
k + 1
λfk(λ)

(
1−

k∑
j=0

1
j!

λje−λ
)
, (2.3)

m2 =
(k + 1)(k + 2)

λ2fk(λ)

(
1−

k+1∑
j=0

1
j!

λje−λ
)
. (2.4)

特别当k = 0或1时的参数函数、密度函数与一、二阶矩如表下表所示

表1 k = 0, 1时BP(k, λ)的分布及数字特征

k 0 1

fk(λ) 1− e−λ 1− (1 + λ)e−λ

gk(x)
λ

1− e−λ
e−λx λ2x

1− (1 + λ)e−λ
e−λx

m1
1

λ(1− e−λ)
(1− e−λ)

2[1− (1 + λ + λ2)e−λ]
1− (1 + λ)e−λ

m2
2[1− (1 + λ)e−λ]

λ2(1− e−λ)
6[1− (1 + λ + λ2/2)e−λ]

λ2[1− (1 + λ)e−λ]

§3. 分布的由来

设随机变量X服从分布F (x, θ), 其形式未知, x1, x2, · · · , xn为来自于分布F (x, θ)的容
量为n的样本, x(1), x(2), · · · , x(n)为其次序统计量, 令yk =F (x(k), θ), 则y1, yn和w=yn − y1

的密度函数分别为

h1(y1|n) = n(1− y1)n−1,

hn(yn|n) = nyn−1
n ,

h(w|n) = n(n− 1)wn−2(1− w),

即它们服从贝塔分布: y1 ∼ Be(1, n), yn ∼ Be(n, 1), w ∼ Be(n− 1, 2).
应用中样本容量n有时是随机的. 例如, 推算某类(多产)家畜幼崽的体重容许限与容许

区间, 一窝家畜(样本)的幼崽数n即是个随机变量.
假定样本量n服从参数为λ的截尾泊松分布, 在此先考虑三个特殊的截尾分布:
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1. 截0的泊松分布, 其分布律为

P0(n) =
1

1− e−λ

λn

n!
e−λ, n = 1, 2, 3, · · · . (3.1)

2. 截0, 1的泊松分布, 其分布律为

P0−1(n) =
1

1− e−λ − λe−λ

λn

n!
e−λ, n = 2, 3, · · · . (3.2)

3. 截0至k的泊松分布, 其分布律为

P0−k(n) =
1

[
1−

k∑
i=0

λi

i!
e−λ

]
∞∑

n=k+1

λn

n!
e−λ, n = k + 1, k + 2, · · · . (3.3)

这时y1对于截0的泊松分布P0(n)的边际(或称混合)分布的密度函数为

h1(y1) =
λ

1− e−λ
e−λy1 , 0 < y1 < 1. (3.4)

利用y1与yn的相对性, 把(3.4)式中y1换成(1 − yn)得yn对于截0的泊松分布P0(n)的边际(或
称混合)分布的密度函数为

hn(yn) =
λ

1− e−λ
e−λ(1−yn), 0 < yn < 1. (3.5)

w对于截0, 1的泊松分布P0−1(n)的边际(或称混合)分布的密度函数为

h(w) =
∞∑

n=2
h(w|n)P(n)

=
∞∑

n=2
n(n− 1)wn−2(1− w)

1
1− e−λ − λe−λ

λn

n!
e−λ

=
λ2

1− e−λ − λe−λ
(1− w)e−λ(1−w), 0 < w < 1. (3.6)

与(2.1)式对照不难发现, (3.4)式或(3.5)式是(2.1)式在k = 0时的特例, (3.6)式是(2.1)式
在k = 1时的特例. 一般地, (2.1)式可视作均匀分布的第(k + 1)个次序统计量yk+1 =
F (x(k+1), θ)的分布对于样本容量n服从参数为λ的截0至k的截尾泊松分布P0−k(n)的混合.
事实上, yk+1 = F (x(k+1), θ)服从参数为(k + 1, n − k)的贝塔分布Be(k + 1, n − k), 其密度
函数为

h(y|n) =
n!

k!(n− k − 1)!
yk(1− y)n−k−1, 0 < y < 1, (3.7)
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因此yk的边际分布为

hk(y) =
1

[
1−

k∑
i=0

λi

i!
e−λ

]
∞∑

n=k+1

n!
k!(n− k − 1)!

yk(1− y)n−k−1 λn

n!
e−λ

=
λ

[
1−

k∑
i=0

λi

i!
e−λ

]
∞∑

n=k+1

(λy)k

k!
[λ(1− y)]n−k−1

(n− k − 1)!
e−λ(1−y)e−λy

=
λ

fk(λ)
(λy)k

k!
e−λy, (3.8)

此即(2.1)式.

§4. 应用举例

先考虑样本容量n给定的情形. 由上一节的讨论知, 对于未知连续型分布F (x, θ), 以
X(1)和X(n)为分布的(τ, γ)上、下容许限与样本容量有关系[2, 3]

P{yn = F (x(n), θ) ≥ τ} =
∫ 1

τ
nyn−1

n dyn = 1− τn ≥ γ, (4.1)

P{y1 = F (x(1), θ) ≤ 1− τ} =
∫ 1−τ

0
n(1− y1)n−1dy1 = 1− τn ≥ γ, (4.2)

即有

n ≥ ln(1− γ)/ ln τ. (4.3)

以(y1, yn)为F (x, θ)的(τ, γ)容许区间与样本容量有关系

P{w = (yn − y1) ≥ τ} =
∫ 1

τ
n(n− 1)wn−2(1− w)dw

= 1− [nτn−1 − (n− 1)τn] ≥ γ, (4.4)

或

nτn−1 − (n− 1)τn ≤ 1− γ. (4.5)

可见这些容许限或容许区间都与一定样本容量n有关.
再考虑n服从参数为λ的泊松分布的情形. 结合(2.2),与混合贝塔分布(3.4)、(3.5)、(3.6)

式对应, 以x(1)为容许下限、τ为容许概率的容许度γ为

P(y1 ≤ 1− τ) =
∫ 1−τ

0
h(y1)dy1 = G0(1− τ) =

1− e−λ(1−τ)

1− e−λ
= γ. (4.6)

把(3.4)中y1换成(1− yn), 得以x(n)为容许上限、τ为容许概率的容许度γ为

P(yn ≥ τ) =
∫ 1

τ
h(yn)dyn =

1− e−λ(1−τ)

1− e−λ
= γ. (4.7)
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以(x(1), x(n))为容许区间、τ为容许概率的容许度γ为

P(w ≥ τ) =
∫ 1

τ
h(w)dw = G1(1− τ) =

1− [1 + λ(1− τ)e−λ(1−τ)]
1− (1 + λ)e−λ

= γ. (4.8)

(4.6)、(4.7)或(4.8)式表明, 以观测样本的最小值x(1)为容许下限及以最大值x(n)为容许

上限, 以及以(x(1), x(n))为容许区间的容许概率τ与容许度γ, 均和参数λ有关. 但参数λ

与(4.3)与(4.5)中样本量参数n不同, 不能同时根据容许概率τ与容许度γ的要求确定, 而
只能根据已知λ由容许概率τ确定容许度γ或由容许度γ确定容许概率τ . 根据已知λ, 按
(4.6)、(4.7)或(4.8)式, 容许概率τ越大, 容许度γ越小; 反之, 容许概率τ越小, 容许度γ越大.
要同时达到容许概率τ与容许度γ即达到(τ, γ)要求, 可根据实际对λ的推算按泊松分布可加

性通过变化样本单位增大λ值实现, 如并窝或不分窝观测同一家畜幼崽数中的x(1)与x(n)值.
如以容许限为例, 若每窝家畜平均幼崽数估计为4.82, 按(4.6)与(4.7)式, 一窝幼崽有

80% (容许概率τ)体重超过最小重量(容许下限x(1))或不超过最大重量(容许上限x(n))的
概率(容许度)为62%; 若平均幼崽数估计为λ = 9.64, 则80%体重超过x(1)或不超过x(n)的

概率γ = 85%; 若λ = 15, 则80%体重超过x(1)或不超过x(n)的概率γ = 95%; 若λ = 20,
则80%体重超过x(1)或不超过x(n)的概率γ = 99%. 与上述λ值对应的容许度γ = 80%的容许
概率分别为τ = 0.67, 0.83, 0.89, 0.92. 归纳前后结果即如表2所示.

表2 k = 0, 1时BP(k, λ)的分布及数字特征

τ = 80% γ = 80%

γ 0.62 0.85 0.95 0.99 τ 0.67 0.83 0.89 0.92

λ 4.82 9.64 15.00 20.00 λ 4.82 9.64 15.00 20.00
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