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摘 要

本文研究的是一类特殊的步进应力加速寿命试验, 即在试验过程中会有部分未失效产品移去(退

出试验), 我们称这种试验为逐次截尾加速寿命试验. 本文在两种最优准则下分别研究了k个加速应力

下定时与定数逐次截尾步加试验的最优设计问题.

关键词: 指数分布, 逐次截尾, Fisher信息矩阵, 最优设计.

学科分类号: O213.2.

§1. 引 言

在产品的可靠性试验中, 步进应力加速寿命试验是受到人们广泛关注和应用的一种方
法. 而为了更进一步的降低试验成本, 可在每一个加速应力阶段末尾移去一定数量的未失
效产品, 我们称这种试验为逐次截尾加速寿命试验.
步进应力加速寿命试验的最优设计问题早在60年代就已经提出, Miller and Nelson[1]和

Bai, Kim and Lee[2]分别针对完全样本和截尾样本, 用极大似然估计理论对指数分布讨论
了两个应力下的最优设计问题; 程依明[3]以极大似然估计渐近方差最小为准则, 研究了k个

应力k个未知参数的加速方程下一般步进应力加速寿命试验的最优设计问题.
本文在逐次截尾寿命试验情况下, 对k个未知参数、k个应力水平, 研究了定时和定数

截尾时, 步进应力加速寿命试验的最优设计问题.

1.1 基本假定

若记s0为正常应力水平, s1 < s2 < · · · < sk为k个加速应力水平, 则我们在以下几个假
定下进行步加试验

假定 1 在应力水平si下, 产品寿命服从指数分布exp(1/θi), i = 0, 1, · · · , k.

假定 2 产品的平均寿命θi与应力水平si间满足k个未知参数的加速方程

ln θi = β0 + β1xi + β2x
2
i + · · ·+ βk−1x

k−1
i , i = 0, 1, · · · , k,

其中xi为应力水平si的已知函数, 一般实际问题中为单调函数.

假定 3 产品的残余寿命仅依赖于当时已累积的失效部分和当时的应力水平, 而与
累积方式无关.
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1.2 基本符号

取n个样品放在s1 < s2 < · · · < sk下进行步加试验, 记si下的试验持续时间为τi,
i = 0, 1, · · · , k, 其中τ0 = 0.

记ni为在应力水平si下产品的失效个数, ci为应力水平从si提高到si+1时未失效产

品被移去的个数, i = 1, 2, · · · , k, 其中ck为试验结束时总的未失效产品个数, 即ck =

n−
k−1∑
i=1

(ni + ci)− nk. 由此知
k∑

i=1
ni +

k∑
i=1

ci = n. 又记πi = ci/n为第i次移去的未失效产品

数的比例.
若记Ni为在应力水平si下的受试产品个数, 则有N1 = n, 而当i ≥ 2时, Ni = n −

i−1∑
j=1

(nj + cj).

由假定3知: 前i− 1个应力水平s1, · · · , si−1下的试验持续时间τ1, · · · , τi−1折算到si下的

总折算时间为

ai−1 = θi

i−1∑
j=1

τj

θj
, i = 1, 2, · · · , k,

其中a0 = 0. 又记τ i =
i∑

j=1
τj , i = 1, 2, · · · , k, τ0 = 0. 由基本假定1、3可知样本在k个应力

下的寿命分布密度函数为

f(t) =
1
θi

exp
{
− t− τ i−1 + ai−1

θi

}
, τ i−1 ≤ t < τ i, i = 1, 2, · · · , k. (1.1)

1.3 似然函数

设yij是试验样本在应力水平si下的第j个失效时间, 由(1.1)式可得似然函数为

L(θ1, θ2, · · · , θk)

=
k∏

i=1

Ni!
(Ni − ni)!

ni∏
j=1

1
θi

exp
{
− yij − τ i−1 + ai−1

θi

}[
exp

{
− τi + ai−1

θi

}]ci

= C
k∏

i=1
θi
−ni exp

{
− ui

θi

}
= C exp

{
−

k∑
i=1

ui

θi

} k∏
i=1

θi
−ni ,

其中

C =
k∏

j=1

Nj !
(Nj − nj)!

, ui =
ni∑

j=1
(yij − τ i−1) + (Ni − ni)τi.

在定数截尾场合, 上述似然函数中τi = yini − yi−1ni−1 .

§2. 定时逐次截尾步加试验的最优设计

设yij是试验样本在应力水平si下的第j个失效时间, 记Fi(t)是均值为θi的指数分布的分

布函数. 在定时逐次截尾步加试验场合, 有
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26 应用概率统计 第二十六卷

引理 2.1 E(ui) = θiFi(τi)E(Ni) = nθiFi(τi)
[
1−

i−1∑
j=1

(πi/Gi)
]
Gi−1, 其中

Gj =
j∏

i=1
[1− Fi(τi)] =

j∏
i=1

exp
{
− τi

θi

}
, j = 1, 2, · · · , k.

证明: 因为对每个i (= 1, 2, · · · , k), yij −
i−1∑
l=1

τl, (j = 1, 2, · · · , ni)是来自(0, τi)上的截

头指数分布的样本, 所以

E
(
yij −

i−1∑
l=1

τl

)
= θi − τi[1− Fi(τi)]

Fi(τi)
.

又因为给定n1, n2, · · · , ni−1, 随机变量ni服从二项分布b(Ni, Fi(τi)), 所以Eni =Fi(τi)E(Ni).
又可用数学归纳法证明

ENi = n
[
1−

i−1∑
j=1

πj

Gj

]
Gi−1,

所以

Eui = EniE
(
yij −

i−1∑
l=1

τl

)
+ (ENi − Eni)τi = θiFi(τi)ENi

= nθiFi(τi)
[
1−

i−1∑
j=1

πi

Gi

]
Gi−1.

¤

2.1 Fisher信息矩阵

下面将θi = exp{β0 + β1xi + · · ·+ βk−1x
k−1
i }代入似然函数中得

L(β0, β1 · · ·βk−1) =
k∏

i=1
exp

{
− ni

(
β0 +

k−1∑
j=1

βjx
j
i

)}

· exp
{
−

k∑
i=1

ui exp
{
−

(
β0 +

k−1∑
j=1

βjx
j
i

)}}
,

lnL = −β0

k∑
i=1

ni − β1

k∑
i=1

nixi − · · · − βk−1

k∑
i=1

nix
k−1
i

−
k∑

i=1
ui exp

{
−

(
β0 +

k−1∑
j=1

βjx
j
i

)}
,

所以

∂ lnL

∂βl
= −

k∑
i=1

nix
l
i +

k∑
i=1

xl
iui exp {−(β0 + β1x0 + · · ·+ βk−1x

k−1
i )},

∂2 lnL

∂βl∂βj
= −

k∑
i=1

xl+j
i ui exp {−(β0 + β1x0 + · · ·+ βk−1x

k−1
i )}

= −
k∑

i=1

1
θi

xl+j
i ui, l = 0, 1, 2, · · · , k − 1; j = 0, 1, · · · , k − 1.
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由引理2.1得

E
[
− ∂2 lnL

∂βl∂βj

]
= n

k∑
i=1

xl+j
i Ai,

其中

Ai =
[
1−

i−1∑
j=1

πj

Gj

]
Gi−1Fi(τi), Gj =

j∏
i=1

[1− Fi(τi)] =
j∏

i=1
exp

{
− τi

θi

}
.

令β = (β0, β1, · · · , βk−1)′, X0 = (1, x0, · · · , xk−1
0 )′, 则β的Fisher信息矩阵为

I = n




k∑
i=1

Ai

k∑
i=1

Aixi · · ·
k∑

i=1
Aix

k−1
i

k∑
i=1

Aixi

k∑
i=1

Aix
2
i · · ·

k∑
i=1

Aix
k
i

...
...

. . .
...

k∑
i=1

Aix
k−1
i

k∑
i=1

Aix
k
i · · ·

k∑
i=1

Aix
2k−2
i




. (2.1)

2.2 最优准则

在逐次截尾试验中, 由于移去部分所占比例πj = cj/n的存在, 所以从以上Ai的表达

式中可以看出: 对于某些τi来说, Ai取值有可能是负的, 由此会造成I的行列式为负或者产

生一个负的方差函数, 这说明了逐次截尾试验带来的复杂性. 因此我们必须限制在区域
cτ = {τ : Ai > 0, i = 2, 3, · · · , k}中寻找最优的τ∗i .

由引理2.1可知Ai > 0 ⇔ ENi > 0, 又因为Ni = n −
i−1∑
j=1

nj −
i−1∑
j=1

cj , 所以ENi > 0意味

着: 每一个试验阶段末的未失效个数必须大于移去部分个数, 这是实际操作的必然要求, 所
以cτ实际是符合要求的.

本文是在以下两个最优准则下寻找最优τ∗i的:
(1) V-最优: 即寻找最优的τ∗i , 使得AsVar(ln θ̂0)达到最小.
(2) D-最优: 即寻找最优的τ∗i , 使得|I|达到最大.
注意到β = (β0, β1, · · · , βk−1)的渐近联合置信域大小与|I−1(β)|1/2成正比, 所以|I−1|

越小(即|I|越大), 精度越高.
两准则的侧重点不同, 如果想使初始状态下θ0的估计θ̂0精度最高, 则选用V-最优准则,

如果要使加速方程系数估计的总体精度最高则选用D-最优准则.

2.3 V-最优准则下的逐次截尾步加试验最优设计

定理 2.1

g(τ1, · · · , τk−1) = n2AsVar(ln θ̂0) =
ξ2
1

A1
+

ξ2
2

A2
+ · · ·+ ξ2

k

Ak
.

《
应
用
概
率
统
计
》
版
权
所
用



28 应用概率统计 第二十六卷

证明: 引用2.1节中的结论和记号, 我们有

I = n




A1 A2 · · · Ak

A1x1 A2x2 · · · Akxk

...
...

. . .
...

A1x
k−1
1 A2x

k−1
2 · · · Akx

k−1
k



×




1 x1 · · · xk−1
1

1 x2 · · · xk−1
2

...
...

. . .
...

1 xk · · · xk−1
k




=̂ nAB.

所以

g(τ1, · · · , τk−1) = n2AsVar(ln θ̂0) = n2AsVar(β̂0 + β̂1x0 + · · ·+ β̂k−1x
k−1
0 )

= n2AsVar(β̂′X0) = nX0I
−1X0 = X ′

0B
−1A−1X0.

记A∗ = (a∗ij)kk, B∗ = (b∗ij)kk分别为A, B的伴随矩阵, 则A−1 = A∗/|A|, B−1 = B∗/|B|.
所以g(τ1, · · · , τk−1) = X ′

0B
∗A∗X0/(|A||B|). 又记X ′

0B
∗ = (b1, b2, · · · , bk), A∗X0 = (a1, a2,

· · · , ak)′, 则

bi =
k∑

j=1
xj−1

0 b∗ij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 · · · xk−1
1

...
...

. . .
...

1 xi−1 · · · xk−1
i−1

1 x0 · · · xk−1
0

1 xi+1 · · · xk−1
i+1

...
...

. . .
...

1 xk · · · xk−1
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
k−1∏

j=0,j 6=i,l>j

(xl − xj),

ai =
k∑

j=1
xj−1

0 a∗ji =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A1 · · · Ai−1 1 Ai+1 · · · Ak

A1x1 · · · Ai−1xi−1 x0 Ai+1xi+1 · · · Akxk

...
. . .

...
...

...
. . .

...

A1x
k−1
1 · · · Ai−1x

k−1
i−1 xk−1

0 Ai+1x
k−1
i+1 · · · Akx

k−1
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
( ∏

j 6=i

Aj

) k−1∏
j=0,j 6=i,l>j

(xl − xj),

且|A| =
( k∏

j=1
Aj

) k−1∏
j=1,l>j

(xl − xj), |B| =
k−1∏

j=1,l>j

(xl − xj). 所以

g(τ1, τ2, · · · , τk−1) =
1

|A||B|
k∑

i=1
aibi =

k∑
i=1

( ∏
j 6=i

Aj

)( k−1∏
j=0,j 6=i,l>j

(xl − xj)2
)

( k∏
j=1

Aj

)( k−1∏
j=1,l>j

(xl − xj)2
)

=
k∑

i=1

∏
j 6=i

(xj − x0)2

Ai
∏
j 6=i

(xj − xi)2
=

ξ2
1

A1
+

ξ2
2

A2
+ · · ·+ ξ2

k

Ak
.
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¤

定理 2.2 定时逐次截尾试验时g(τ1, τ2, · · · , τk−1)为严格凸函数.

证明: 记H(Ai)为Ai的Hession矩阵. 因为凸函数与严格凸函数的正线性组合为严
格凸函数, 所以由定理2.1, 为了证明g(τ1, · · · , τk−1)是严格凸函数, 只需证当i ≤ k − 1时,
H(1/Ai)为半正定, 且H(1/Ak)正定即可. 又因为

∂(1/Ai)
∂τl

= − 1
A2

i

∂Ai

∂τl
;

∂2(1/Ai)
∂τl∂τj

=
2

A3
i

∂Ai

∂τl

∂Ai

∂τj
− 1

A2
i

∂2Ai

∂τl∂τj
.

由此可知

A3
i H(1/Ai) = −AiH(Ai) + 2∇Ai∇A′i, i = 1, 2, · · · , k, (2.2)

其中∇Ai = (∂Ai/∂τ1, · · · , ∂Ai/∂τk−1)′为Ai的梯度向量.
因为在(2.2)式中, Ai > 0, 且∇Ai∇A′i为半正定, 所以我们只须证: H(Ak)是负定的; 且

当i ≤ k − 1时, H(Ai)是半负定的. 为此记Bi = Gi−1Fi(τi), Di = 1 −
i∑

j=1
(πj/Gj), 显然有

D1 > D2 > · · · > Dk. 又因为

Ak =
[
1−

k−1∑
j=1

πj

Gj

]
Gk−1Fk(τk) = Gk−1Fk(τk)−

k−1∑
j=1

Gk−1

Gj
πjFk(τk),

所以求出∂2Ak/(∂τi∂τj)后可得

H(Ak) =
( ∂2Ak

∂τi∂τj

)
=




Bk

θ2
1

Bk

θ1θ2

Bk

θ1θ3
· · · Bk

θ1θk−1

Bk

θ2θ1

BkD1

θ2
2

BkD1

θ2θ3
· · · BkD1

θ2θk−1

Bk

θ3θ1

BkD1

θ3θ2

BkD2

θ2
3

· · · BkD2

θ3θk−1

...
...

...
. . .

...

Bk

θk−1θ1

BkD1

θk−1θ2

BkD2

θk−1θ3
· · · BkDk−2

θ2
k−1




.

记

M =




1
θ1

0 · · · 0

0
1
θ2

· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1
θk−1




, T =




1 1 1 1 · · · 1 1

1 D1 D1 D1 · · · D1 D1

1 D1 D2 D2 · · · D2 D2

1 D1 D2 D3 · · · D3 D3

...
...

...
...

. . .
...

...

1 D1 D2 D3 · · · Dk−3 Dk−2




,
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30 应用概率统计 第二十六卷

则H(Ak) = BkM
′TM . 由于Bk > 0, M正定, 所以下证T为负定阵. 记Ti为T的i阶顺序主

子式, 则T1 = 1; T2 = D1 − 1; Ti = (D1 − 1)(D2 − D1) · · · (Di−1 − Di−2), i = 3, · · · , k.
由1 > D1 > D2 > · · · > Dk得: T的奇数阶顺序主子式为正、偶数阶顺序主子式为负, 所
以T是负定的, 由此得H(Ak)是负定的.

注意, 当k ≥ 3时, 与上面类似地可得H(Ak−1)是负定的, 而且可计算得

H(Ak−2) = M ′




Bk−2 Bk−2 · · · Bk−2 −Gk−2 0

Bk−2 Bk−2D1 · · · Bk−2D1 −Gk−2D1 0
...

...
. . .

...
...

...

Bk−2 Bk−2D1 · · · Bk−2Dk−4 −Gk−2Dk−3 0




M =̂ M ′Hk−2M.

与上面的分析方法类似, 且注意到Hk−2中出现了为零的列, 可推知H(Ak−2)为半负定. 进
一步, 当i ≤ k − 2时, 由H(Ai) = M ′HiM , 且Hi中有为零的列, 所以H(Ai)为半负定. 至此
定理得证. ¤

有了以上定理2.2, 使得AsVar(ln θ̂0)达到最小的最优持续时间τ∗i可从∂g/∂τi = 0中唯
一解得. 下面我们给出τ∗i所满足的关系式.

定理 2.3 在定时逐次截尾试验时, 最优持续时间τ∗i满足如下关系式

ξ2
i

A2
i

Gi =
k∑

j=i+1

ξ2
j

A2
j

Bj , i = 1, 2, · · · , k − 1.

证明: 因为g(τ1, τ2, · · · , τk−1) = (ξ2
1 , ξ

2
2 , · · · , ξ2

k)(1/A1, 1/A2, · · · , 1/Ak)′, 所以有

∂g

∂τi
= (ξ2

1 , ξ
2
2 , · · · , ξ2

k)




−∂A1

∂τi
0 · · · 0

0 −∂A2

∂τi
· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · −∂Ak

∂τi







1
A2

1
1

A2
2
...

1
A2

k




, i ≤ k − 1.

经计算可得

∂Aj

∂τi
=





0, j < i;

1
θi

GjDj−1, j = i;

− 1
θi

BjDi−1, j > i,

i = 1, 2, · · · , k − 1; j = 1, 2, · · · , k. (2.3)
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因此由∂g/∂τk−1 = 0得

(
ξ2
1 ξ2

2 · · · ξ2
k

)




0 · · · 0 0 0

0 · · · 0 0 0
...

. . .
...

...
...

0 · · · 0 0 0

0 · · · 0 − 1
θk−1

Gk−1Dk−2 0

0 · · · 0 0
1
θk

BkDk−2







1
A2

1
1

A2
2
...

1
A2

k




= 0.

整理可得
ξ2
k

A2
k

Bk =
ξ2
k−1

A2
k−1

Gk−1.

同理由∂g/∂τk−2 = 0推知

ξ2
k

A2
k

Bk =
ξ2
k−2

A2
k−2

Gk−2 −
ξ2
k−1

A2
k−1

Bk−1;

由∂g/∂τi = 0推知

ξ2
k

A2
k

Bk =
ξ2
i

A2
i

Gi −
k−1∑

j=i+1

ξ2
j

A2
j

Bj , j = 1, 2, · · · , k − 3.

再进行整理, 即可得结论. ¤

2.4 D-最优准则下的定时逐次截尾步加试验最优设计

根据D-最优定义知, 我们的目的就是找到最优的τ∗i使|I|最大.

定理 2.4 h(τ1, · · · , τk−1) =̂ |I| = nk|A||B| = nk
k−1∏

j=1,l>j

(xl − xj)2
k∏

j=1
Aj .

证明: 由定理2.1证明过程可知

I = nAB, |A| =
( k∏

j=1
Aj

) k−1∏
j=1,l>j

(xl − xj), |B| =
k−1∏

j=1,l>j

(xl − xj).

所以

|I| = nk|A||B| = nk
k−1∏

j=1,l>j

(xl − xj)2
k∏

j=1
Aj .

证毕. ¤
由以上定理可知, 要使|I|最大, 等价于使A1A2 · · ·Ak最大. 因为Ai > 0, 所以等价于使

1/(A1A2 · · ·Ak)最小, 即等价于求

h(τ1, τ2, · · · , τk−1) =̂ ln
1

A1A2 · · ·Ak
= − lnA1 − lnA2− · · · − lnAk
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的极小点. 以下定理说明: 在D-最优准则下, 可从∂h/∂τi = 0中唯一解得最优的τ∗i .

定理 2.5 定时逐次截尾试验时, h(τ1, τ2, · · · , τk−1)为严格凸函数.

证明: 因为

∂(− lnAi)
∂τj

= − 1
Ai

∂Ai

∂τj
,

∂2(− lnAi)
∂τj∂τl

=
( 1

Ai

)2 ∂Ai

∂τj

∂Ai

∂τl
− 1

Ai

∂2Ai

∂τj∂τl
,

所以

A2
i H(− lnAi) = −AiH(Ai) +∇Ai∇′Ai, i = 1, 2, · · · , k.

仿定理2.2证明过程可知: H(Ak)和H(Ak−1)负定; i ≤ k − 2时, H(Ai)半负定, 由此即
可证得h(τ1, τ2, · · · , τk−1)为严格凸函数. ¤

定理 2.6 在D-最优准则下, 定时逐次截尾试验的最优持续时间τ∗i满足如下关系式

Gi

Ai
=

k∑
j=i+1

Bj

Aj
, i = 1, 2, · · · , k − 1.

证明: 将(2.3)式代入

∂h

∂τi
= − 1

A1

∂A1

∂τi
− 1

A2

∂A2

∂τi
− · · · − 1

Ak

∂Ak

∂τi
= 0

中, 可得

− 1
Ai

1
θi

GiDi−1 +
1

Ai+1

1
θi

Bi+1Di−1 + · · ·+ 1
Ak

1
θi

BkDi−1 = 0.

由此即可得结论. ¤

§3. 定数逐次截尾步加试验的最优设计

记试验得到的失效时间为y11, y12, · · · , y1n1 , y21, y22, · · · , y2n2 , · · · , yk1, yk2, · · · , yknk
,

则它们的联合密度函数为:

f(y11, y12, · · · , yknk
) = C exp

{
−

k∑
i=1

ui

θi

} k∏
i=1

θ−ni
i ,

其中

C =
k∏

j=1

Nj !
(Nj − nj)!

, ui =
ni∑

j=1
(yij − yi−1ni−1) + (Ni − ni)(yini − yi−1ni−1).

令 



wi1 = Ni(yi1 − yi−1ni−1),

wi2 = (Ni − 1)[(yi2 − yi−1ni−1)− (yi1 − yi−1ni−1)],
...

wini = (Ni − ni + 1)[(yini − yi−1ni−1)− (yini−1 − yi−1ni−1)],
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则ui =
ni∑

j=1
wij , 且此变换的Jacobi行列式为

|Ji| = 1
Ni(Ni − 1) · · · (Ni − ni + 1)

=
Ni − ni

Ni
.

所以

f(w11, w12, · · · , wknk
) =

( k∏
j=1

Nj

Nj − nj

)
exp

{
−

k∑
i=1

( ni∑
j=1

wij

/
θi

)} k∏
i=1

θ−ni
i

k∏
j=1

|Jj |

=
k∏

i=1
θ−ni
i exp

{
−

k∑
i=1

( ni∑
j=1

wij

/
θi

)}

=
n1∏

j=1

1
θ1

exp
{
− w1j

θ1

}
· · ·

nk∏
j=1

1
θk

exp
{
− wkj

θk

}
.

这说明wij (i = 1, 2, · · · , k, j = 1, 2, · · · , ni)是独立的、服从参数为θi的指数分布. 由此得

ui =
ni∑

j=1
wij ∼ Γ(ni, 1/θi), 所以Eui = niθi. 将θi = exp {β0 + β1xi + · · ·+ βk−1x

k−1
i }代入

似然函数可求得

∂2 lnL

∂βl∂βj
= −

k∑
i=1

1
θi

xl+j
i ui, l, j = 0, 1, · · · , k − 1.

所以

E
[
− ∂2 lnL

∂βl∂βj

]
=

k∑
i=1

nix
l+j
i = n

k∑
i=1

mix
l+j
i ,

其中mi = ni/n, (i = 1, 2, · · · , k). 记mc = (1/n) ·
k∑

j=1
cj , 则

k∑
i=1

mi + mc = 1. 由此

得β的Fisher信息矩阵为

I = n




k∑
i=1

mi

k∑
i=1

mixi · · ·
k∑

i=1
mix

k−1
i

k∑
i=1

mixi

k∑
i=1

mix
2
i · · ·

k∑
i=1

mix
k
i

...
...

. . .
...

k∑
i=1

mix
k−1
i

k∑
i=1

mix
k
i · · ·

k∑
i=1

mix
2k−2
i




.

记X0 = (1, x0, · · · , xk−1
0 )′, 则

g(m1,m2, · · · ,mk−1) = n2AsVar(ln θ̂0) = n2AsVar(β̂0 + β̂1x0 + · · ·+ β̂k−1x
k−1
0 )

= n2AsVar(β̂′X0) = nX ′
0I
−1X0.

可见AsVar(ln θ̂0)与ci无关, 所以参考文献[3]中结论成立, 即
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定理 3.1 在定数逐次截尾步加试验时, 使AsVar(ln θ̂0)达到最小的m∗
i为

m∗
i = (1−mc)

|ξi|
k∑

j=1
|ξj |

.
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