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摘 要

对平衡设计多向分类多元重复测量模型, 利用极大似然比方法, 推导了对各单个固定效应分别进

行检验的Wilks型检验规则. 并推导了对多个固定效应进行同时检验的检验规则. 推导了非中心分布的

参数与原始参数和样本容量的关系.
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§1. 引 言

重复测量模型在医疗卫生, 生命科学, 流行病学和生物医学等研究领域有广泛的应用.

文献[1–4]研究了两个固定因素模型(其中一个因素为时间因素). 本文将研究一种很一般的

模型, 即平衡设计多向分类多元重复测量模型. 这一模型可以设计任意多个因素和它们的

组合效应. 检验的是这些组合效应的显著性. 也研究了若干个组合效应显著性的同时检验.

这类问题的出现场合很广泛. 例如: 为了研究n1种减肥药和n2种辅助疗法的疗效, 在肥胖

人群总体中进行随机抽样. 在每种药和每种辅助疗法的组合下均设计n4位受试者. 在开始

和各疗程结束共n3个时刻测试受试者体征参数向量Yj1j2j3j4 , ji = 1, 2, · · · , ni, i = 1, 2, 3, 4.

在受试期间受试者不接受其它影响体征因素的作用, 保持治疗前的生活和行为习惯. 这批

多维数据可以考虑用平衡设计多向分类多元重复测量模型来描述. 检验的是各固定效应的

显著性.

本文将在§ 2中给出一般模型的统计假设和参数的可逆线性变换; 在§ 3中对模型固定效

应进行可逆线性变换并对样本进行正交变换; 在§ 4中推导分段新样本的二次型矩阵及其分

布; 在§ 5中推导了极大似然比检验规则并分析了检验功效. 本文模型也应满足所谓复合对

称性, 可用[6] P310−324方法进行检验, 本文对此不做讨论.

§2. 模型的矩阵表示和统计假设

设试验设计因素为Aj , 水平为Aj1, · · · , Ajnj , j = 1, 2, · · · , s. 其中As为时间因素. 在每

一个A1, · · · , As−1因素的水平组合(A1j1 , · · · , A(s−1)js−1
)上均设计ns+1个来自同一总体的
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288 应用概率统计 第二十六卷

独立的受试对象. 在每一个观测时间点Asjs (js = 1, · · · , ns)上对每一受试对象独立观测一

个r维目标向量Yj1j2···js+1 , 则可用如下一般s因素(第s + 1因素为随机因素)平衡设计r元重

复测量模型来刻画, 即

Y =
s∑

m=0

∑
4(m)

(Gδ1 ⊗Gδ2 ⊗ · · ·Gδs ⊗ 1ns+1)α(δ1, · · · , δs)

+ (In1 ⊗ · · · ⊗ Ins−1 ⊗ 1ns ⊗ Ins+1)β + ε, (2.1)

其中4(m) =
{
(δ1, · · · , δs)

∣∣ s∑
j=1

δj = m, δj = 0 or 1, j = 1, 2, · · · , s
}
, 记δ = (δ1, · · · , δs),

δj =





1, Gδj = Inj ,

0, Gδj = 1nj ,
(2.2)

δj = 1是指Aj为α(δ)的因子, δj = 0是指Aj不是α(δ)的因子. Y为n × r矩阵, n =
s+1∏
j=1

nj ,

α(δ)是
( s∏

j=1
nδj

j

)× r阵, 是固定效应. 观测样本总体均值为α(0, 0, · · · , 0). β是(n/ns)× r阵,

是随机效应. ε是n× r阵, 是随机误差. 1nj为元素均为1的nj维列向量, Inj为nj阶单位阵. β,

ε相互独立, 且

β ∼ N(n/ns)×r(O(n/ns)×r, (In1 ⊗ · · · ⊗ Ins−1 ⊗ 1⊗ Ins+1)⊗ Σβ), (2.3)

ε ∼ Nn×r(On×r, In ⊗ Σε), (2.4)

其中Σβ , Σε为r阶正定阵.

对任一δ ∈ 4(m), m = 1, 2, · · · , s. 设K(δ)为(δ1, · · · , δs)中取1的元素序号集, 对任一

k ∈ K(δ), 设

Hδj =





1′nj
, δj = 1, j = k;

Inj , δj = 1, j 6= k;

1, δj = 0.

(2.5)

(2.1)中α(δ)固定效应所受约束为

(Hδ1 ⊗Hδ2 ⊗ · · ·Hδs)α(δ) = 0, k ∈ K(δ). (2.6)

(2.6)中共有
s∑

i=1
δi = m个式子. 设

Lδj =





Q∗
nj

, δj = 1, j ∈ K(δ);

1, δj = 0,
(2.7)
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其中Q∗
nj
为Qnj的第2至nj行构成的(nj − 1)× nj阵, Qnj为第一行为1′nj

/
√

nj的nj阶正交阵.

矩阵方程组(2.6)的通解可表示为

α(δ) = (L′δ1 ⊗ L′δ2 ⊗ · · ·L′δs)α
∗(δ), (2.8)

其中α∗(δ)为
( s∏

j=1
(nj − 1)δj

)× r自由阵. 将(2.8)两边均左乘(Lδ1 ⊗ Lδ2 ⊗ · · ·Lδs), 注意到

LδjL
′
δj =





Inj−1, δj = 1, j ∈ K(δ);

1, δj = 0,

知

α∗(δ) = (Lδ1 ⊗ Lδ2 ⊗ · · ·Lδs)α(δ). (2.9)

由(2.8), (2.9)知, α(δ)到α∗(δ)为可逆线性变换.

对模型(2.1)分别检验如下假设

H0(δ) : (Lδ1 ⊗ Lδ2 ⊗ · · · ⊗ Lδs)α = 0 ↔ H1(δ) : (Lδ1 ⊗ Lδ2 ⊗ · · · ⊗ Lδs)α 6= 0, (2.10)

其中0为
( s∏

j=1
(nj − 1)δj

) × r零阵, δ = (δ1, · · · , δs) ∈ 4(m), m = 1, 2, · · · , s. 将(2.9)代入

(2.10)得等价假设

H0(δ) : α∗(δ) = 0 ↔ H1(δ) : α∗(δ) 6= 0. (2.11)

§3. 模型参数的变换与样本的变换

将(2.8)式代入(2.1)式得参数变换,同时取样本的正交变换Z =(Qn1⊗Qn2⊗· · ·Qns+1)Y ,

得如下结论.

定理 3.1 Z ∼ Nn×r(E(Z),Σ), 其中

E(Z) =
√

ns+1

s∑
m=0

∑
4(m)

((Qn1Gδ1L
′
δ1)⊗ · · · ⊗ (QnsGδsL

′
δs)⊗ e1(ns+1))α∗(δ),

Σ = ns(In1 ⊗ · · · ⊗ Ins−1 ⊗ (e1(ns)e′1(ns))⊗ Ins+1)⊗ Σβ + In ⊗ Σε,

其中

QnjGδjL
′
δj =






 O1×(nj−1)

Inj−1


 , δj = 1,

√
nje1(nj), δj = 0.

《
应
用
概
率
统
计
》
版
权
所
用
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证明: Z的分布及E(Z)的表达式显然成立. 由(2.2), (2.7)关于Qij , Gδj , Lδj的定义知,

当δj = 1, 0时, 分别有

QnjGδjL
′
δj = QnjInjQ

∗′
nj

=

[
O1×(nj−1)

Inj−1

]
,

QnjGδjL
′
δj = Qnj1nj1 =

√
nje1(nj).

由(2.1), (2.3), (2.4)知

Σ = ns((Qn1 ⊗ · · · ⊗Qns−1 ⊗ e1(ns)⊗Qns+1)(In1 ⊗ · · · ⊗ Ins−1 ⊗ 1⊗ Ins+1)

· (Q′
n1
⊗ · · · ⊗Q′

ns−1
⊗ e′1(ns)⊗Q′

ns+1
))⊗ Σβ + (In1 ⊗ · · · ⊗ Ins+1)⊗ Σε

= ns(In1 ⊗ · · · ⊗ Ins−1 ⊗ (e1(ns)e′1(ns))⊗ Ins+1)⊗ Σβ + In ⊗ Σε. ¤

推论 3.1 样本Z的各行相互独立,且Z中(In1⊗· · ·⊗Ins−1⊗(e1(ns)e′1(ns))⊗(Ins+1))Z

的非零行的协方差阵均为nsΣβ + Σε, 共b0 = n/ns行. Z的其余行的协方差阵均为Σε, 共

a0 = n− b0行, b0 = n1 · · ·ns−1ns+1, a0 = n1 · · ·ns−1(ns − 1)ns+1.

§4. 分段样本的分布及其二次型的分布

4.1 Z样本的分段样本的分布

在E(Z)中对应((Qn1Gδ1L
′
δ1)⊗ · · · ⊗ (QnsGδsL

′
δs)⊗ e1(ns+1))α∗(δ1, · · · , δs), δs = 0, 1

的非零(即线性无关)行向量的Z的行按顺序排在一起, 分别记作Z(α∗(δ1, · · · , δs−1, 0))和

Z(α∗(δ1, · · · , δs−1, 1)). Z中以nsΣβ + Σε为协方差阵的行去掉各Z(α∗(δ1, · · · , δs−1, 0))的行

排在一起, 记作Z(β), Z中以Σε为协方差阵的行去掉各Z(α∗(δ1, · · · , δs−1, 1))的行排在一起,

记作Z(ε).

定理 4.1 对Z(α(δ1, · · · , δs)), Z(β), Z(ε)有

Z(α∗(δ)) =
( s∏

j=1
n

1−δj

j

)−1/2
((Qn1Gi1L

′
i1)⊗ · · · ⊗ (QnsGisL

′
is)⊗ e1(ns+1))′Z

∼





N
(( s∏

j=1
n

1−δj

j

)
1/2√ns+1α

∗(δ1, · · ·, δs−1, 1), I s∏
j=1

(nj−1)δj
⊗ Σε

)
,

δs = 1,

N
(( s∏

j=1
n

1−δj

j

)
1/2√ns+1α

∗(δ1, · · ·, δs−1, 0), I s∏
j=1

(nj−1)δj
⊗ (nsΣβ + Σε)

)
,

δs = 0,

Z(β) ∼ N(0b×r, Ib ⊗ (nsΣβ + Σε)), Z(ε) ∼ N(0a×r, Ia ⊗ Σε).
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且各Z(α∗(δ)), Z(β), Z(ε)相互独立. 其中

a = n1 · · ·ns−1(ns − 1)(ns+1 − 1), b = n1 · · ·ns−1(ns+1 − 1),

即a = (ns − 1)b.

证明: Z(α∗(δ))显然服从矩阵正态分布. 由定理3.1知,

E(Z(α∗(δ))) =
( s∏

j=1
n

1−δj

j

)−1/2
((Qn1Gδ1L

′
δ1)⊗ · · · ⊗ (QnsGδsL

′
δs)⊗ e1(ns+1))′E(Z)

=
√

ns+1

( s∏
j=1

n
1−δj

j

)−1/2
(((Qn1Gδ1Lδ1)′(Qn1Gδ1Lδ1))

⊗ ((QnsGδsLδs)′(QnsGδsLδs))⊗ (e′1(ns+1)e1(ns+1)))α∗(δ)

=
√

ns+1

( s∏
j=1

n
1−δj

j

)1/2
α∗(δ1, · · · , δs).

Z(α∗(δ))的协方差阵为

( s∏
j=1

n
1−δj

j

)−1
[(Qn1Gδ1L

′
δ1)⊗ · · · ⊗ (QnsGδsL

′
δs)⊗ e1(ns+1)⊗ Ir]′

[ns(In1 ⊗ · · · ⊗ Ins−1 ⊗ (e1(ns)e′1(ns))⊗ Ins+1)⊗ Σβ + In1 ⊗ In2 · · · ⊗ Ins+1 ⊗ Σε]

[(Qn1Gδ1L
′
δ1)⊗ · · · ⊗ (QnsGδsL

′
δs)⊗ e1(ns+1)⊗ Ir]

=





I s∏
j=1

(nj−1)δj
⊗ Σε, δs = 1,

I s∏
j=1

(nj−1)δj
⊗ (nsΣβ + Σε), δs = 0.

由定理3.1知, 各Z(α∗(δ)), Z(β), Z(ε)分布正确且相互独立. 由推论3.1知, 其中

a = a0 −
s∑

m=0

∑
4(m)

s∏
j=1

(nj − 1)δj (δs = 1)

= n1 · · ·ns−1(ns − 1)ns+1 − n1 · · ·ns−1(ns − 1)

= n1 · · ·ns−1(ns − 1)(ns+1 − 1),

b = b0 −
s∑

m=0

∑
4(m)

s∏
j=1

(nj − 1)δj (δs = 0)

= n1 · · ·ns−1ns+1 − n1 · · ·ns−1

= n1 · · ·ns−1(ns+1 − 1). ¤

4.2 Z样本的分段二次型及其分布

定理 4.2 定理4.1中的记号下
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(1) Z ′(α∗(δ))Z(α∗(δ)) = Z ′(Uδ1 ⊗ · · · ⊗ Uδ(s+1))Z = Y ′(Vδ1 ⊗ · · · ⊗ Vδ(s+1))Y . 其中

Uδj =





Inj − e1(nj)e′1(nj), δj = 1;

e1(nj)e′1(nj), δj = 0 or j = s + 1.

Vδj =





Inj −
1
nj

1nj1
′
nj

, δj = 1;

1
nj

1nj1
′
nj

, δj = 0 or j = s + 1.

j = 1, 2, · · · , s + 1.

(2) Z ′(β)Z(β) = Z ′[In1 ⊗ · · · ⊗ Ins−1 ⊗ (e1(ns)e′1(ns))⊗ Ins+1 ]Z

−
s∑

m=0

∑
4(m)

Z ′(α∗(δ1, · · · , δs−1, 0))Z(α∗(δ1, · · · , δs−1, 0))

= Y ′[In1 ⊗ · · · ⊗ Ins−1 ⊗
( 1

ns
LnsL

′
ns

)
⊗ Ins+1 ]Y

−
s∑

m=0

∑
4(m)

Y ′(Vδ1 ⊗ · · · ⊗ Vδ(s + 1))Y.

(3) Z ′(ε)Z(ε) = Z ′Z −
s∑

m=0

∑
4(m)

Z ′(α∗(δ1, · · · , δs))Z(α∗(δ1, · · · , δs))− Z ′(β)Z(β).

证明: (1) Z ′(α∗(δ1, · · · , δs))Z(α∗(δ1, · · · , δs)) =
( s∏

j=1
n

1−δj

j

)−1
Z ′ [(Qn1Gδ1L

′
δ1)

(Lδ1G
′
δ1Q

′
n1)⊗ · · · ⊗ (QnsGδsL

′
δs)(LδsG

′
δsQ

′
ns)⊗ e1(ns+1)e′1(ns+1)]Z, 由定理3.1知,

(QnjGδjL
′
δj)(LδjG

′
δjQ

′
nj) =





Inj − e1(nj)e′1(nj), δj = 1;

nje1(nj)e′1(nj), δj = 0,

所以,

Z ′(α(δ1, · · · , δs))Z(α(δ1, · · · , δs)) = Z ′(Uδ1 ⊗ · · · ⊗ Uδ(s+1))Z

= Y ′[(Q′
n1

Uδ1Qn1)⊗ · · · ⊗ (Q′
ns+1

Uδ(s+1)Qns+1)]Y

= Y ′(Vδ1 ⊗ · · · ⊗ Vδ(s+1))Y.

Uδj , Vδj含义同定理中所述.

同样方法可证(2)式, (3)式显然. ¤

定理 4.3 在定理4.1, 4.2记号含义之下, 有

(1) Z ′(α∗(δ1, · · · , δs) Z(α∗(δ1, · · · , δs)) ∼ W
(
r,

s∏
j=1

(nj − 1)δj , Σ(δ),
(
ns+1

s∏
j=1

n
1−δj

j

)

α∗′(δ1, · · · , δs)α∗(δ1, · · · , δs)
)
(非中心Wishart分布). 其中δs = 1时, Σ(δ) = Σε; δs = 0时,

Σ(δ) = nsΣβ + Σε.
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(2) Z ′(β)Z(β) ∼ W (r, b, nsΣβ + Σε).

(3) Z ′(ε)Z(ε) ∼ W (r, a, Σε). 无论固定效应如何变化, (2)(3)一定为中心Wishart分布.

(4) (1)(2)(3)中所述Z样本的二次型阵无论固定效应如何变化均独立.

由定理4.1知定理4.3成立.

§5. 极大似然比检验规则的推导与功效分析

5.1 单个效应的检验(δs = 1情况, 即含有时间因子)

当δs = 1时, 对H0(δ) : α∗(δ) = 0 ↔ H1(δ) : α∗(δ) 6= 0, 此处0为与α∗(δ1, · · · , δs−1, 1)同

形零阵, 下同, 若将nsΣβ + Σε和Σε看作两个独立变化的正定阵, 则极大似然比为

LR =
sup

H1∪H0

f(Z)

sup
H0

f(Z)
∝ [T (H0(δ))]−a0/2, (5.1)

T (H0(δ)) =
|Z ′(ε)Z(ε)|

|Z ′(ε)Z(ε) + Z ′(α∗(δ))Z(α∗(δ))| , (5.2)

LR为T (H0(δ1, · · · , δs))的单调减函数.

定理 5.1 当δs = 1时, 若将nsΣβ + Σε和Σε看作两个独立变化的正定阵, 则

(i) 利用等效样本Z检验H0(δ)的极大似然比为(5.1).

(ii) (5.2)式中, 当H1(δ)成立时, T (H0(δ)) ∼ Λ
(
r, a,

s∏
j=1

(nj − 1)δj ,
(
ns+1

s∏
j=1

n
1−δj

j

)

Σ−1
ε α∗′(δ)α∗(δ)

)
(非中心Wilks分布),当H0(δ)成立时, T (H0(δ)) ∼ Λ

(
r, a,

s∏
j=1

(nj−1)δj
)
(中

心Wilks分布).

(iii) H0(δ)的检验水平为p的拒绝域为

{
T (H0(δ)) ≤ Λp

(
r, a,

s∏
j=1

(nj − 1)δj

)}
, (5.3)

Λp

(
r, a,

s∏
j=1

(nj − 1)δj
)
为Wilks分布的下侧p分位数, 可由[5] P413−444查得.

证明: (i)已证, 由定理4.3可知(ii)成立, 由(i), (ii)知(iii)成立. ¤

5.2 单个效应的检验(δs = 0情况)

当δs =0时, 即对不含时间因子的固定效应的检验H0(δ) :α∗(δ)=0↔H1(δ) :α∗(δ) 6=0,
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若将nsΣβ + Σε和Σε看作两个独立变化的正定阵, 则极大似然比为

LR =
sup

H1∪H0

f(Z)

sup
H0

f(Z)
∝ [T (H0(δ))]−b0/2, (5.4)

T (H0(δ)) =
|Z ′(β)Z(β)|

|Z ′(β)Z(β) + Z ′(α∗(δ))Z(α∗(δ))| , (5.5)

LR为T (H0(δ1, · · · , δs))的单调减函数.

定理 5.2 当δs = 0时,

(i) T (H0(δ)) ∼ Λ
(
r, b,

s∏
j=1

(nj − 1)δj , ns+1

s∏
j=1

n
1−δj

j (nsΣβ + Σε)−1α∗′(δ)α∗(δ)
)
(非中

心Wilks分布); 当H0(δ)成立时, T (H0(δ)) ∼ Λ
(
r, b,

s∏
j=1

(nj − 1)δj
)
.

(ii) H0(δ)的检验水平为p的拒绝域为

{
T (H0(δ)) ≤ Λp

(
r, b,

s∏
j=1

(nj − 1)δj

)}
. (5.6)

此定理的证明与定理5.1同.

5.3 多个H0(δ)同时成立的检验(均为δs = 1情况, 即均含有时间因子)

定理 5.3 对
⋂
4∗

H0(δ) ↔
⋃
4∗

H1(δ), 4∗为
s∑

m=1
4(m)的子集, 且其中δ的δs均为1, 若

将nsΣβ + Σε和Σε看作两个独立变化的正定阵, 则有如下结论成立:

(i) 检验的极大似然比为

LR ∝
[
T

( ⋂
4∗

H0(δ)
)]−a0/2

, (5.7)

其中

T
( ⋂
4∗

H0(δ)
)

=
|Z ′(ε)Z(ε)|∣∣∣Z ′(ε)Z(ε) +
∑
4∗

Z ′(α∗(δ))Z(α∗(δ))
∣∣∣
. (5.8)

(ii) T
( ⋂
4∗

H0(δ)
) ∼ Λ

(
r, a,

∑
4∗

s∏
j=1

(nj − 1)δj ,Σ−1
ε

∑
4∗

(
ns+1

s∏
j=1

n
1−δj

j

)
α∗′(δ)α∗(δ)

)
, 当

⋂
4∗

H0(δ)成立时, T
( ⋂
4∗

H0(δ)
) ∼ Λ

(
r, a,

∑
4∗

s∏
j=1

(nj − 1)δj
)
. a同定理4.1.

(iii)
⋂
4∗

H0(δ)的检验水平为p的拒绝域为

{
T

( ⋂
4∗

H0(δ)) ≤ Λp

(
r, a,

∑
4∗

s∏
j=1

(nj − 1)δj

)}
. (5.9)

与定理5.1类似, 由定理4.3可知(i), (ii)成立, 由(i), (ii)可知(iii)成立.
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5.4 多个H0(δ)同时成立的检验(均为δs = 0情况)

对多个均不含时间因子的固定效应显著性的同时检验有如下结果.

定理 5.4 对
⋂
4∗

H0(δ) ↔
⋃
4∗

H1(δ), 4∗为
s∑

m=1
4(m)的子集, 且其中δ的δs均为0, 若

将nsΣβ + Σε和Σε看作两个独立变化的正定阵, 则有如下结论成立:

(i) 检验的极大似然比为

LR ∝
[
T

( ⋂
4∗

H0(δ)
)]−b0/2

, (5.10)

其中

T
( ⋂
4∗

H0(δ)
)

=
|Z ′(β)Z(β)|∣∣∣Z ′(β)Z(β) +

∑
4∗

Z ′(α∗(δ))Z(α∗(δ))
∣∣∣
. (5.11)

(ii) T
( ⋂
4∗

H0(δ)) ∼ Λ
(
r, b,

∑
4∗

s∏
j=1

(nj − 1)δj , (nsΣβ + Σε)−1
∑
4∗

(
ns+1

s∏
j=1

n
1−δj

j

)
α∗′(δ)

α∗(δ)
)
; 当

⋂
4∗

H0(δ)成立时, T
( ⋂
4∗

H0(δ)
) ∼ Λ

(
r, b,

∑
4∗

s∏
j=1

(nj − 1)δj
)
.

(iii)
⋂
4∗

H0(δ)的检验水平为p的拒绝域为

{
T

( ⋂
4∗

H0(δ)
)
≤ Λp

(
r, b,

∑
4∗

s∏
j=1

(nj − 1)δj

)}
. (5.12)

与定理5.2类似可证.

5.5 多个H0(δ)同时成立的检验(δs = 1, δs = 0同时出现)

此情况待检假设中既有含时间因子的固定效应也有不含时间因子的固定效应.

定理 5.5 对
⋂
4∗

H0(δ) ↔
⋃
4∗

H1(δ), 4∗ = 41 +42, 41,42 ⊂
s∑

m=1
4(m), 且41中元

素δ的δs = 1, 42中元素δ的δs = 0, 若将nsΣβ + Σε和Σε看作两个独立变化的正定阵, 则有

如下结论成立:

(i) 检验的极大似然比为

LR ∝ (T )−ns+1/(ns+1−1), (5.13)

T = T
( ⋂
41

H0(δ)
)−a/2(

T
( ⋂
42

H0(δ)
))−b/2

, (5.14)

T
( ⋂
41

H0(δ)
)

=
|Z ′(ε)Z(ε)|∣∣∣Z ′(ε)Z(ε) +
∑
41

Z ′(α∗(δ))Z(α∗(δ))
∣∣∣
, (5.15)

T
( ⋂
42

H0(δ)
)

=
|Z ′(β)Z(β)|∣∣∣Z ′(β)Z(β) +

∑
42

Z ′(α∗(δ))Z(α∗(δ))
∣∣∣
. (5.16)
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(ii) T
( ⋂
41

H0(δ)
) ∼ Λ

(
r, a, a1,

∑
41

ns+1

s∏
j=1

n
1−δj

j Σ−1
ε α∗′(δ)α∗(δ)

)
;

T
( ⋂
42

H0(δ)
) ∼ Λ

(
r, b, b1,

∑
42

(
ns+1

s∏
j=1

n
1−δj

j (nsΣβ + Σε)−1
)
α∗′(δ)α∗(δ)

)
,

且两者相互独立. 其中a1 =
∑
41

s∏
j=1

(nj − 1)δj , b1 =
∑
42

s∏
j=1

(nj − 1)δj . 当
⋂
4∗

H0(δ)成立时,

T
( ⋂
41

H0(δ)
) ∼ Λ(r, a, a1), T

( ⋂
42

H0(δ)
) ∼ Λ(r, b, b1).

(iii) 若取

ρ = 1 +
a1(a1 − r − 1) + b1(b1 − r − 1)(ns − 1)

2b(a1 + b1)(ns − 1)
,

则对任意x ∈ R有

P{2ρ lnT ≥ x} = P{χ2((a1 + b1)r) ≥ x}+ O(b−2). (5.17)

(iv)
⋂
4∗

H0(δ)的检验水平为p的近似拒绝域为

{2ρ lnT ≥ χ2
p((a1 + b1)r)}. (5.18)

证明: (i) 若将nsΣβ + Σε和Σε看作两个独立变化的正定阵, 由定理4.1知
⋂
4∗

H0(δ)的

极大似然比为

LR ∝ T
( ⋂
41

H0(δ)
)−a0/2

T
( ⋂
42

H0(δ)
)−b0/2

, (5.19)

注意到

a0 =
ns+1

ns+1 − 1
a, b0 =

ns+1

ns+1 − 1
b.

故(5.13)-(5.16)成立.

(ii) 由定理5.2, 5.3和4.1知, (ii)成立.

(iii) 2ρ lnT =
[−2aρ lnT

( ⋂
41

H0(δ)
)]

+
[−2bρ lnT

( ⋂
42

H0(δ)
)]

,设此式中从左到右三

项的特征函数依次为φ(t), φ1(t), φ2(t), 其对数依次为Φ(t),Φ1(t),Φ2(t), 由T
( ⋂
41

H0(δ)
)
与

T
( ⋂
42

H0(δ)
)
独立可知

Φ(t) = Φ1(t) + Φ2(t), (5.20)

由[6] P84知Φ1(t) = g1(t)− g1(0), Φ2(t) = g2(t)− g2(0),

g1(t) = −a1r

2
ln

aρ(1− 2it)
2

+ a−1ω11(1− 2it)−1 + O(a−2),

g2(t) = −b1r

2
ln

bρ(1− 2it)
2

+ b−1ω21(1− 2it)−1 + O(b−2),
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ω11 =
a1r

4
[−a1 + r + 1− 2a(1− ρ)],

ω21 =
b1r

4
[−b1 + r + 1− 2b(1− ρ)],

ρ待定. 代入(5.20)并注意到a = (ns − 1)b, O(a−2) + O(b−2)仍为O(b−2),

Φ(t) = −(a1 + b1)r
2

ln(1− 2it) + (a−1ω11 + b−1ω21)(1− 2it)−1 + O(b−2).

为提高精度, 令a−1ω11 + b−1ω21 = 0, 并注意到a = (ns − 1)b, 可解得ρ值同(iii)中所示, 且

有当a, b →∞时, ρ → 1,

a(1− ρ) =
a1(a1 − r − 1) + b1(b1 − r − 1)(ns − 1)

2(a1 + b1)
,

b(1− ρ) =
a1(a1 − r − 1) + b1(b1 − r − 1)(ns − 1)

2(a1 + b1)(ns − 1)
,

即a(1 − ρ), b(1 − ρ)是常数 (与a, b无关). 由[6] P84关于ω1j , ω2j的定义可知Φ(t)的余项为

O(b−2), 即

Φ(t) = −(a1 + b1)r
2

ln(1− 2it) + O(b−2),

φ(t) = (1− 2it)−(a1+b1)r/2(1 + O(b−2)).

由此可知当ρ取(iii)中所述的值时, 有

P{2ρ lnT ≥ x} = P{χ2((a1 + b1)r) ≥ x}+ O(b−2), x ∈ R.

(iv) 由(iii)知(iv)成立. ¤

5.6 关于检验功效的说明

从定理5.1-5.4知5.1-5.4中检验统计量的分布在原假设不成立时均为非中心Wilks分布.

这类检验规则是一种经典的结果. 其检验功效取决于这一经典分布的非中心参数和自由度.

这些已由定理5.1-5.4给出, 与原始固定效应的关系如下.

定理 5.6 α∗′(δ)α∗(δ) = α′(δ)[(L′δ1Lδ1)⊗ · · · ⊗ (L′δsLδs)]α(δ), 其中

L′δjLδj =





Inj −
1
nj

InjI
′
nj

, δj = 1;

1, δj = 0.

证明: 由(2.9)(2.7)两式知定理5.6成立. ¤

4.5节中的检验统计量与[4]中P547 (3.5)式类似, 其中的−2ρ lnλ相当于本文的2ρ lnT .

式中的n, n(p − 1)相当于本文的b, a, 其中非中心参数Ω2相当于
∑
41

ns+1

s∏
j=1

n
1−δj

j Σ−1
ε α∗′(δ)
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α∗(δ), Ω1相当于
∑
42

(
ns+1

s∏
j=1

n
1−δj

j (nsΣβ + Σε)−1
)
α∗′(δ)α∗(δ). 从[4]中P551−553的功效分析

可知这一检验有较好的检验功效, 本文推导了关于固定效应的所有可能的显著性检验. 模

型(2.1)是全部效应均出现的情况, 对于只出现部分效应的模型, 设固定效应足码集为∆′, 则

只须将本文中的∆(m)改为∆(m) ∩∆′即可将计算公式和检验规则推广到这种更一般的模

型, 限于篇幅, 不再详述.
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By use of maximum likelihood ratio means, we present in this paper a Wilks test rule of each fixed

effects in the equilibrium design and multiple-way classification model with repeated survey; then deduce

a means to test each fixed effects simultaneously. At last, we deduce the function relation between non-

central parameter and original parameter to reflected efficiency of this test rule.
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