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摘 要

给出了支撑在[0,∞)的局部次指数分布的一类卷积封闭性的若干等价条件, 并在适当的条件下推

广到了全空间. 在此基础上, 得到了对称化分布的局部渐近性的结果. 上述结果可以蕴涵Embrechts

和Goldie (1980)[1]及Geluk (2004)[2]非局部的相应结果, 其中部分证明比[2]简单.
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§1. 引言和主要结论

周知, 次指数分布是分布理论的主要研究对象之一, 它在风险理论, 排队系统, 分支

过程等领域有重要而广泛的应用, 因而引起人们的高度重视, 这方面的系统介绍可以参见

Embrechts等(1997)[3]等. Asmussen等(2003)[4]又引入了局部次指数分布族的概念, 并系统

讨论了它们的性质, 给出了它们的一系列应用. Wang等(2005)[5], Wang等(2007)[6]等对次

指数分布族和局部次指数分布族进行了深入探讨, 给出了它们的卷积和卷积根的封闭性的

一系列等价条件. 然而, 在这方面仍然存在一些有趣的问题有待讨论. 本文将给出局部次指

数分布族的一类卷积封闭性的新的等价条件, 在此基础上, 得到了对称化分布的局部渐近

性结果. 它们可以蕴涵[1]及[2]非局部的相应结果. 为了说明本文的动机和结果, 我们先引入

以下的概念, 记号和约定.

在本文中, 无特殊申明, 所有极限关系均为x → ∞. 设a(x), b(x)为定义在实数上的

非负函数. 若lim a(x)/b(x) = 1, 则记a(x) ∼ b(x); 若lim sup a(x)/b(x) < ∞, 则记a(x) =

O(b(x)); 若a(x) = O(b(x))且b(x) = O(a(x)), 则记a(x) ≈ b(x); 若lim a(x)/b(x) = 0, 则记

a(x) = o(b(x)). 设F, G分别是随机变量(r.v.)X, Y的分布, 它们的支撑为A, A = (−∞,∞)

或[0,∞). 对于任意0 < T ≤ ∞, 令∆ = (0, T ], x + ∆ = {x + y : y ∈ ∆}. 若T = ∞, 则∆ =

(0,∞). 以F+, F−, Fa, Fs依次表示r.v.s X+,−X, |X|与X1 −X2的分布, 其中X1, X2与X独

立同分布. F ∗ G表示F与G的卷积, 特别地, F ∗n表示F的n重卷积, n ≥ 1. [4]定义分布

F ∈ L∆, 若对充分大的x, F (x + ∆) > 0且F (x + t + ∆) ∼ F (x + ∆)关于t ∈ [0, 1]一致; 定

义分布F ∈ S∆, 若F ∈ L∆且F ∗2(x + ∆) ∼ 2F (x + ∆). 其中L∆与S∆即局部长尾分布族与
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470 应用概率统计 第二十六卷

局部次指数分布族. 特别地, 若T = ∞, 即通常所说的长尾分布族与次指数分布族, 分别

记作L与S. 在不至于引起混淆的情况下, 我们也用X ∈ L∆表示r.v. X的分布属于L∆族,

X ∈ S∆表示r.v. X的分布属于S∆族. 最后记

H∆(F ) = {h : [0,∞) 7→ [0,∞), h(x) ↑ ∞, x−1h(x) → 0且

F (x + y + ∆) ∼ F (x + ∆)关于 |y| ≤ h(x)一致}.

在次指数族方面, Leslie (1989)[7]指出, 两个次指数分布的卷积未必是次指数的, 那么

两个次指数分布的卷积是次指数分布的条件是什么呢? [1]曾证明了如下结果:

定理 A 设F, G ∈ S, H = F ∗ G, A = [0,∞), 则lim sup H∗2(x)/H(x) ≤ 4, 且以下

命题等价: (a) H ∈ S; (b) H(x) ∼ F (x) + G(x); (c) 对某个(任意)p ∈ (0, 1), q = 1 − p,

pF + qG ∈ S.

人们自然要问, 上述结果对局部次指数分布是否成立? 在本文中, 我们将给出上述问

题一个正面的回答, 即给出上述结果一个局部版本, 并证明了当A = (−∞,∞)时, 在

lim
x→∞ sup

y≥x

F (y + ∆)
F (x + ∆)

< ∞ (1.1)

的条件下, 结论仍然成立. 我们指出, 常见的局部次指数分布, 如Weibull分布, Pareto分布,

对数正态分布都满足条件(1.1). 以下是本文的主要结果:

定理 1.1 设F, G ∈ L∆, H = F ∗ G, A = [0,∞)或者A = (−∞,∞)且F, G均满足

(1.1),

(i) 对于任意h ∈ H∆(F )∩H∆(G)∩H∆(H),以下论述等价: (a) H(x+∆) ∼ F (x + ∆)

+G(x + ∆); (b)
∫ x−h(x)

h(x)
F (x− y + ∆)G(dy) = o(H(x + ∆)).

(ii) 对于任意p ∈ (0, 1), q = 1− p, 以下论述等价: (c) H ∈ S∆; (d) pF + qG ∈ S∆.

(iii) (c)可以推出(a).

定理 1.2 设F, G ∈ S∆, H = F ∗ G, A = [0,∞), 或者A = (−∞,∞)且F, G均满足

(1.1), 则(a), (b), (c), (d)相互等价且

lim sup
H∗2(x + ∆)
H(x + ∆)

≤ 4.

我们将在第二节证明上述定理, 在第三节给出定理1.1的一个应用, 得到局部次指数分

布的对称化分布的局部渐进性, 它是[2]中相应结果的局部版本.

§2. 定理的证明

以下将沿用第一节的概念与记号. 证明依赖于以下引理.
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引理 2.1 F ∈ L∆ ⇔ H∆(F ) 6= ∅.
证明: 我们只证充分性, 必要性是显然的. 由L∆的定义易知, 对于任意的自然数n,

F (x+t+∆)∼F (x+∆)关于|t| ≤n一致. 因此, 存在严格单调递增至无穷的正整数列f(n),

满足当x ≥ f(n)时, 对于任意|t| ≤ n, |F (x + t + ∆)/F (x + ∆)− 1| < 1/n. 当0 ≤ x < f(1)

时, 令h1(x) = 0; 当f(n) ≤ x < f(n + 1)时, 令h1(x) = n. 易知F (x + t + ∆) ∼ F (x + ∆)关

于|t| ≤ h1(x)一致. 再令h(x) = min(h1(x), ln(x + 1)), 容易验证h ∈ H∆(F ). ¤

引理 2.2 若F ∈ L∆, G ∈ L∆, 则F ∗G ∈ L∆且

lim inf
F ∗G(x + ∆)

F (x + ∆) + G(x + ∆)
≥ 1.

证明: A = [0,∞)时的证明见[4]. 以下给出A = (−∞,∞)时的证明. 设r.v. X与r.v.

Y的分布分别为F, G. 任取h ∈ H∆(F ) ∩H∆(G),

F ∗G(x + ∆)

=
∫ h(x)

−∞
F (x− y + ∆)G(dy) +

∫ h(x)

−∞
G(x− y + ∆)F (dy)

+
∫ x−h(x)

h(x)
F (x− y + ∆)G(dy) + P(X > h(x), Y > x− h(x), X + Y ∈ x + ∆)

≡
4∑

k=1

Ik(x).

类似地, 有

F ∗G(x + t + ∆)

=
∫ h(x)

−∞
F (x + t− y + ∆)G(dy) +

∫ h(x)

−∞
G(x + t− y + ∆)F (dy)

+
∫ x−h(x)

h(x)
F (x + t− y + ∆)G(dy) + P(X >h(x), Y >x−h(x), X+Y ∈x+t+∆)

≡
4∑

k=1

Jk(x).

注意到

I1(x) ≥
∫ h(x)

−h(x)
F (x− y + ∆)G(dy) ∼ F (x + ∆),

I2(x) ≥
∫ h(x)

−h(x)
G(x− y + ∆)G(dy) ∼ G(x + ∆),

故

lim inf
F ∗G(x + ∆)

F (x + ∆) + G(x + ∆)
≥ 1.
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又注意到Ik(x) ∼ Jk(x), 关于t ∈ [0, 1]一致, k = 1, 2, 3, 且I4(x) = o(G(x + ∆)), J4(x) =

o(G(x+∆)). 故F ∗G(x+ t+∆) ∼ F ∗G(x+∆)关于t ∈ [0, 1]一致,即F ∗G ∈ L∆. ¤

引理 2.3 设r.v. X与r.v. Y相互独立, 则P(X+ ∨ Y ∈ x + ∆) = P(X ∨ Y ∈ x + ∆),

x ≥ 0. 进而若F, G ∈ L∆, A = [0,∞)或A = (−∞,∞)且F, G均满足(1.1), 则P(X+ + Y ∈
x + ∆) ∼ P(X + Y ∈ x + ∆).

证明: 引理的第一部分是显然的, 我们只证第二部分. 注意到

P(X+ + Y ∈ x + ∆)

= P(X ≤ 0, Y ∈ x + ∆) + P(X > 0, X + Y ∈ x + ∆)

= F (0)G(x + ∆) +
∫ ∞

−∞
G(x− y + ∆)F (dy)−

∫ 0

−∞
G(x− y + ∆)F (dy)

= P(X + Y ∈ x + ∆) +
∫ 0

−∞
{G(x + ∆)−G(x− y + ∆)}F (dy)

≡ J1(x) + J2(x).

注意到当G满足(1.1)时, J2(x) = o(G(x + ∆)), 故结论成立. ¤

注记 在引理2.3的条件下易得:

P(X+ + Y ∈ x + ∆) ∼ P(X + Y + ∈ x + ∆) ∼ P(X+ + Y + ∈ x + ∆)

∼ P(X + Y ∈ x + ∆).

引理 2.4 若A = (−∞,∞)且F满足(1.1), 则F ∈ S∆等价于F+ ∈ S∆. 若F, G ∈ L∆,

F (x + ∆) ≈ G(x + ∆), A = [0,∞)或者A = (−∞,∞)且F, G均满足(1.1), 则F ∈ S∆等价

于G ∈ S∆.

证明: 由引理2.3下的注知第一部分成立. 第二部分, 当A = [0,∞)时见[4]; 当A =

(−∞,∞)时由第一部分及当A = [0,∞)时的结论立得. ¤

引理 2.5 若F ∈ L∆, A = [0,∞)或A = (−∞,∞)且F满足(1.1), 则以下论述等价:

(a) F ∈ S∆;

(b) 存在h ∈ H∆(F ), 满足

P(X1 + X2 ∈ x + ∆, X1 > h(x), X2 > h(x)) = o(F (x + ∆)), (2.1)

其中, X1和X2是两个相互独立且有共同的分布F的r.v.;

(c) 对于任意h(x) →∞, (2.1)均成立.

证明: A = [0,∞)时的证明见[4]; A = (−∞,∞)且F满足(1.1)时, 由引理2.3, 2.4及

A = [0,∞)时的结论立得. ¤
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引理 2.6 若F, G ∈ L∆, A = (−∞,∞), p ∈ (0, 1), q = 1− p, 则pF + qG ∈ L∆.

证明: 显然, 略. ¤

定理1.1的证明: 由引理2.3的注记, 引理2.4及引理2.5知, 只需证A = [0,∞)的部分.

为了行文方便, 我们先证明(i)与(iii), 最后证明(ii).

(i) 设r.v. Xi ∼ F , Yi ∼ G, i = 1, 2且相互独立, F, G ∈ L∆. 由引理2.2,

H ∈ L∆ 且 lim inf
F ∗G(x + ∆)

F (x + ∆) + G(x + ∆)
≥ 1.

由引理2.1知, 存在h ∈ H∆(F ) ∩H∆(G) ∩H∆(H). 令B = {X1 + Y1 ∈ x + ∆}, 则

H(x + ∆) = P(B,X1 ≤ h(x)) + P(B, Y1 ≤ h(x)) + P(B,X1 > h(x), Y1 > h(x))

∼ G(x + ∆) + F (x + ∆) +
∫ x−h(x)

h(x)
F (x− y + ∆)G(dy)

≡ I1(x) + I2(x) + I3(x). (2.2)

故(a)等价于(b)是显然的.

(iii) 由于

I3(x) ≤ (1 + o(1))
∫ x−h(x)

h(x)
H(x− y + ∆)G(dy)

= (1 + o(1))P(X1 + Y1 + Y2 ∈ x + ∆, h(x) ≤ Y2 ≤ x− h(x))

≤ (1 + o(1))P(X1 + Y1 + Y2 ∈ x + ∆, h(x) ≤ X1 + Y1 ≤ x− h(x) + T )

= (1 + o(1))
∫ x−h(x)+T

h(x)
G(x− y + ∆)H(dy)

≤ (1 + o(1))
∫ x−h(x)+T

h(x)
H(x− y + ∆)H(dy),

注意到H ∈ S∆, 由引理2.5知, I3(x) = o(H(x + ∆)), 结合(2.2)立得(a)成立.

(ii) 令K = pF + qG, 由引理2.6知K ∈ L∆. (d) =⇒ (c): 由引理2.5知K ∈ S∆等价于

∫ x−h(x)

h(x)
K(x− y + ∆)K(dy) = o(K(x + ∆)).

注意到

∫ x−h(x)

h(x)
K(x− y + ∆)K(dy)

= q2

∫ x−h(x)

h(x)
G(x− y + ∆)G(dy) + pq

∫ x−h(x)

h(x)
F (x− y + ∆)G(dy)

+ pq

∫ x−h(x)

h(x)
G(x− y + ∆)F (dy) + p2

∫ x−h(x)

h(x)
F (x− y + ∆)F (dy),
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即 ∫ x−h(x)

h(x)
F (x− y + ∆)G(dy) = o(K(x + ∆)).

结合(2.2)及K(x+∆) = pF (x+∆)+qG(x+∆)得H(x+∆) = O(K(x+∆)). 又K(x+∆) =

O(H(x + ∆))是显然的, 故H(x + ∆) ≈ K(x + ∆). 由引理2.4, 立得H ∈ S∆. (c) =⇒ (d):

由(c) =⇒ (a)及K(x+∆) = pF (x+∆)+ qG(x+∆)知H(x+∆) ≈ K(x+∆), 再由引理2.4

立得结论. ¤

定理1.2的证明: 由引理2.3的注记, 引理2.4及引理2.5知, 只需证A = [0,∞)的部分,

且根据定理1.1, 只需证明(a) =⇒ (c)及

lim sup
H∗2(x + ∆)
H(x + ∆)

≤ 4.

以下假设F, G ∈ S∆, h(x)如前文所述. 由引理2.5知,
∫ x−h(x)

h(x)
F (x− y + ∆)F (dy) = o(F (x + ∆)) = o(H(x + ∆)),

∫ x−h(x)

h(x)
G(x− y + ∆)G(dy) = o(G(x + ∆)) = o(H(x + ∆)).

又由(a)与(b)等价知
∫ x−h(x)

h(x)
F (x− y + ∆)G(dy) = o(H(x + ∆)).

因此

∫ x−h(x)

h(x)
H(x−y+∆)H(dy) ∼

∫ x−h(x)

h(x)
F (x−y+∆)H(dy)+

∫ x−h(x)

h(x)
G(x−y+∆)H(dy).

不妨将右式的两项依次记作J1(x), J2(x). 注意到

J1(x) ≤
∫ x−h(x)+T

h(x)
H(x− y + ∆)F (dy)

=
∫ x−h(x)

h(x)
H(x− y + ∆)F (dy) + o(F (x + ∆))

∼
∫ x−h(x)

h(x)
F (x− y + ∆)F (dy) +

∫ x−h(x)

h(x)
G(x− y + ∆)F (dy) + o(H(x + ∆))

= o(H(x + ∆)).

类似可证J2(x) = o(H(x + ∆)). 由引理2.5立得结论.

最后证明

lim sup
H∗2(x + ∆)
H(x + ∆)

≤ 4.
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由于

H∗2(x + ∆) = P(X1 + X2 + Y1 + Y2 ∈ x + ∆)

∼ F ∗2(x + ∆) + G∗2(x + ∆) +
∫ x−h(x)

h(x)
F ∗2(x− y + ∆)G∗2(dy)

∼ 2F (x + ∆) + 2G(x + ∆) + 2
∫ x−h(x)

h(x)
F (x− y + ∆)G∗2(dy)

∼ 2F (x + ∆) + 2G(x + ∆) + 2(1 + o(1))
∫ x−h(x)

h(x)
G∗2(x− y + ∆)F (dy)

∼ 2F (x + ∆) + 2G(x + ∆) + 4(1 + o(1))
∫ x−h(x)

h(x)
G(x− y + ∆)F (dy),

故

H∗2(x + ∆) + 2F (x + ∆) + 2G(x + ∆) ≤ 4(1 + o(1))H(x + ∆).

由此立得结论. ¤

§3. 对称化随机变量的局部渐近性

[2]给出一个非局部对称化随机变量的渐近性结果.

定理 B 设X1, X2是i.i.d. r.v.s, 具有无界支撑,

(i) 若支撑一侧有界, Fa ∈ L, 则

P(|X1 −X2| > x) ∼ 2P(|X1| > x); (3.1)

(ii) 假设分布的支撑为(−∞,∞), F, F− ∈ L,则以下命题等价: (a) Fa ∈ S, (b) Fs ∈ S.

且两者均可推出(3.1).

本文在定理1.1的基础上,用更简单的方法给出定理B的局部版本.

定理 3.1 设X1, X2是i.i.d. r.v., 具有无界支撑,

(i) 若支撑一侧有界, Fa ∈ L∆且满足(1.1), 则Fs(x + ∆) ∼ Fa(x + ∆), x →∞.

(ii) 假设分布的支撑为(−∞,∞), F, F− ∈ L∆, 且均满足(1.1), 则以下论述等价:

(a) Fa ∈ S∆, (b) Fs ∈ S∆. 且两者均可推出Fs(x + ∆) ∼ Fa(x + ∆).

特别地, 当T = ∞时, 我们就可以由定理3.1立刻得到定理B.

定理3.1的证明: (i) 设支撑的左端点是−M . 此时, 当x > M时, Fa(x + ∆) =

F (x + ∆), 故F ∈ L∆, 因此,

Fs(x+∆) =
∫ ∞

−M
F (x+y+∆)F (dy) ∼

∫ h(x)

−M
F (x+y+∆)F (dy)+o(F (x+∆)) ∼ F (x+∆).
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若支撑的右端点是M , 则−X的支撑有左端点−M , 故仍有上式成立.

(ii) (a) =⇒ (b), 由引理2.6知对于任意p > 0, q = 1 − p, K = pF + qF− ∈ L∆.

由Fa ∈ S∆, Fa(x + ∆) = F (x + ∆) + F−(x + ∆), x > 0, 及引理2.4立得K ∈ S∆. 注意

到Fs = F ∗F−,由定理1.1立得Fs ∈ S∆且Fs(x+∆) ∼ F (x+∆)+F−(x+∆) = Fa(x+∆),

x →∞.

(b) =⇒ (a),注意到Fs = F ∗F− ∈ S∆,及F ∈ L∆, F− ∈ L∆,由定理1.1知Fs(x+∆) ∼
F (x + ∆) + F−(x + ∆) = Fa(x + ∆). 由引理2.4立得Fa ∈ S∆. ¤

致谢 衷心感谢审稿人提出的宝贵意见.
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Equivalent Conditions for a Type of Convolution Closure

of Local Subexponential Distributions and Applications

Yu Changjun Wang Yuebao
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This paper obtains some equivelent conditions for a type of convolution closure of local subexponential

distributions on [0,∞), which are also valid for distributions on (−∞,∞) under certain conditions. On the

basis of these results, the local asymptotics for the distribution of symmetrization are given. The results

above include the corresponding, non-local results of Embrechts and Goldie (1980)[1] and Geluk (2004)[2].

Some of our proofs are more simple than those of Geluk (2004)[2].
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