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摘 要

建立了内部信息市场模型, 提出并解决了内部信息投资者的平方最优套期保值问题. 首先利用初

始滤波扩张方法给出了内部信息市场中风险资产的价格动态. 其次利用Itô公式和Galtchouk-Kunita-

Watanabe分解给出了最优策略的显式表示.
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§1. 引 言

利用随机分析理论来定量研究金融风险管理问题已成为数理金融的一种重要方法.
国内外对套期保值策略的研究多局限于投资者具有对称信息的假设. 然而现代社会错综
复杂,信息不对称现象随处可见. 如上市公司的高级管理人员能够预先知道公司的季度或
年度的财务经营情况, 因而能够估计公司股票价格的波动幅度; 上市公司的董事会成员
能预先知道公司的增、派股信息; 证券公司的工作人员可能知道大投资者的总体投资意
向; 各种政策规划和制定部门的人员可能预先知道各种宏观的经济规划和投资政策, 如
税收、利率调整的消息等等. 这些内部信息无疑将会对投资策略的制定产生巨大的影
响. 在数理金融研究范畴内, 对这种内部信息的研究通常有两种数学工具可供应用. 一种
关键数学工具是由法国概率学校(French School of Probability)发展的滤波扩张技术(the
enlargement of filtrations techniques), 另一种是所谓的变差的随机积分理论(Stochastic
calculus of variations 或称Malliavin calculus). 利用数学方法来定量研究内部信息问题始
于文献[1], 在这篇开创性的论文中他们首次在风险管理问题中利用了初始滤波扩张技术.
文献[2]首次使用布朗运动的滤波扩张(enlarge filtration)技术和概率测度变换方法研究了
从内部信息者角度观察的金融市场的刻画问题, 给出了可容许策略和最优策略的标准, 并
且给出了判定一个市场投资者是普通投资者人还是内部信息者的统计检验方法. 文献[3]在
连续扩散模型下, 考虑了终期财富效用最大为目标的效用最优问题, 利用相对熵表示了两
类信息者的最大效用. 文献[4]分析了一个一般信息者和内部信息者共存的金融市场, 分析
了金融市场的完备性和风险中性测度(等价鞅测度), 给出了许多有套利的情形和内部信息
市场的鞅表示定理. 文献[5]考虑了初始信息的效用无差别价值, 文献[6]比较了内部信息者
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与一般信息者的平方套期保值策略之间的差异. 文献[7]针对特殊附加信息(它由不可交易
资产价格带来的)下的均方套期保值问题进行了研究, 给出了最优策略的的显示表示. 文
献[8]讨论了内部信息者的亏损风险最小套期保值问题. 本文将在投资者初始时刻获得一个
内部信息的假设下, 利用滤波扩张方法来讨论了平方最优套期保值策略问题.

§2. 内部信息市场模型

在带流概率空间{Ω, F,Ft,P}上考率一个金融市场. 我们用Brownian运动和Poisson过
程来刻画影响金融市场的随机因素, 更为具体的的, 设Ft是由Brownian运动Mt和Poisson过
程Nt生成的自然σ-域流,它表示一般信息者到t时刻所获得的全部市场信息,称{Ω, F,Ft,P}
为一般信息者市场. 基于该市场信息下的投资策略通常称为完全信息下的投资策略.

假设一个内部信息人士在初始时刻获得了一个一般的投资者到T时刻才知道市场

信息. 我们用一个随机变量L ∈ FT来刻画该内部信息. 由于投资者的市场行为都是基
于他所掌握的市场信息, 因此内部信息人士的投资策略信息集就不再是Ft而应当是Yt:
Yt =

⋂
s>t

(Ft ∨ σ(L)). 像这种用{Ω, F,Yt,P}来刻画的市场称为内部信息者市场. 市场投资

者基于这种市场信息集来决定的投资策略称为内部附加信息下的投资策略.

注记 1 内部信息L ∈ FT表明我们考虑的内部信息L是一般投资者到终期时刻T才

能知道的信息. 内部信息者投资信息集Yt =
⋂
s>t

(Ft ∨ σ(L))表明了内部信息者在投资刚开

始时刻就已经知道了一般投资者到终期时刻T才能知道的信息, 这也说明了内部信息L名

副其实. 从金融的观点讲这些内部信息可以是终期时刻资产价格的波动范围, 或者是股票
的终期价格或者是影响股票价格某些具体因素(如公司的经营业绩, 上市公司财务季度报
表的公开程度, 具体拟定的某些业务(如市场拓展计划)等)等等. 用数学语言来描述, 这些
内部信息可能是影响资产价格的Brownian运动在T时刻的范围或跳过程N在T时刻发生地

跳的大小范围或T时刻的某些价格干扰过程(噪声过程)等等.

假定市场上只存在三种资产. 一种是无风险资产(不失一般性, 设无风险资产价格恒
为1), 另外两种是风险资产(如股票), 其(折现)价格过程S1, S2满足如下的随机微分方程





dS1
t = S1

t−(k1
t dt + σ1

t dWt + µ1
t dMt),

dS2
t = S2

t−(k2
t dt + σ2

t dWt + µ2
t dMt),

(2.1)

其中Wt是标准Brownian运动, Mt是强度为λt的Poisson过程Nt的补偿过程.
如通常利用滤波扩张方法解决初始扩大信息问题一样, 本文需要如下的假设:

假设 H 对于所有的A ∈ (0, T )存在一个FA ⊗ B(R)可测函数q(A, ·), 使得对于任意
一个上的有界Borel可测函数有

EP(f(L)|FA) =
∫

R
f(x)q(A,ω, x)PL(dx),

其中q(A,ω, x) > 0, P⊗ PL a.s., PL是L的概率分布.
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§3. 内部信息下的平方最优套期保值问题

平方最优套期保值是套期保值的一个重要标准. 它以未定权益H与为此而构建的套期

保值策略终期财富差的平方的期望作为风险标准. 也就是说在这种风险标准下, 最佳套期
保值策略应当是使得这个期望最小的投资策略. 换句话说, 解决这类问题就是求解一个优
化问题

min
ϕ∈A

E
[
H − x−

∫ T

0
ϕtdSt

]2
,

其中A表示自融资策略集合, x是预先给定的初始投资成本.

本文考虑内部附加信息者的平方套期保值问题. 假设投资者在初始时刻获取内部信
息σ(L)后, 利用给定的初始成本V0 = x < Ṽ0 (Ṽ0是上套期保值未定权益H所需的最小初始

成本). 具体的, 就是在价格模型下(2.1)下寻找一个Yt自融资策略使得对冲未定权益H的平

方风险最小. 即寻找自融资策略ϑ̂ = (ϑ̂1
t , ϑ̂

2
t ) ∈ Yt, 使得

E
[
H − x−

∫ T

0
ϑ̂1

t dS1
t −

∫ T

0
ϑ̂2

t dS2
t

]2
= min E

[
H − x−

∫ T

0
ϕ1

t dS1
t −

∫ T

0
ϕ2

t dS2
t

]2
. (3.1)

由于投资者获取的有效信息的变化, 投资者对风险资产的动态变化的把握程度也会有一定
的变化, 具体表现在由于投资这获取的信息增多了, 投资者将能更好的把握资产价格的将
来动态. 用数学语言来说, 在这部分投资者的眼光中, 风险资产的价格不再是Ft-动态变化,
而应当是Yt-动态变化. 他的投资策略的构建也将基于信息Yt和资产价格在Yt下的动态来

进行. 下面我们采用鞅方法来解决这一问题, 首先解决风险资产价格在Yt下的动态变化问

题. 为此我们首先证明一个引理.

引理 3.1 在假设条件(H)下存在一个可测的密度dQt/dx : (w, t, x) → p(w, t, x)是一
个鞅, 而且对于所有x ∈ R, 有

(i) p(w, t, x) = p(w, 0, x) +
∫ t

0
α(w, s, x)dWs +

∫ t

0
β(w, s, x)dMs, 且对于所有x ∈ R,

α(w, s, x)和β(w, s, x)是F -可料的.

(ii) 如果Dt是一个(Ft,P)局部鞅,且其鞅表示形式为Dt = D0+
∫ t

0
usdWs+

∫ t

0
vsdMs,

那么

Dt = Dt −
∫ t

0

α(w, s, L) + λsβ(w, s, L)
p(w, s, L)

ds

是一个(Yt,P)局部鞅.

证明: 仅需注意到d〈M〉s = λs, 利用文献[9]的命题12即可得证. ¤

由此引理直接可以得到如下推论

推论 3.1 在引理条件下,

W t = Wt −
∫ t

0

α(w, s, L)
p(w, s, L)

ds
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是(Yt,P) Brownian运动, 同时

M t = Mt −
∫ t

0

λsβ((w, s, L))
p(w, s, L)

ds

是具有(Yt,P)可料强度λt = λt(1 + β(w, t, L)/p(w, t, L))的补偿Poisson过程.

定理 3.1 原风险价格过程可以写成(Ω, F,Yt,P)上的动态形式

dS1
t = S1

t−
[(

(σ1
t + µ1

t )
a(w, t, L)
p(w, t, L)

+ k1
t

)
dt + σ1

t dW t + µ1
t dM t

]
,

dS2
t = S2

t−
[(

(σ2
t + µ2

t )
a(w, t, L)
p(w, t, L)

+ k2
t

)
dt + σ2

t dW t + µ2
t dM t

]
.

(3.2)

证明: 由推论3.1知

W t = Wt −
∫ t

0

α(w, s, L)
p(w, s, L)

ds

是(Yt,P) Brownian运动,

M t = Mt −
∫ t

0

λsβ((w, s, L))
p(w, s, L)

ds

是具有(Yt,P)可料强度λt = λt(1 + β(w, t, L)/p(w, t, L))的补偿Poisson过程. 因此由(2.1)可
得资产价格过程可以写成(Ω, F,Yt,P)上的动态形式为(3.2). ¤

为表述简单化, 本文后续部分将采用记号lit = (σi
t + µi

t)(a(w, t, L)/p(w, t, L)) + ki
t, i =

1, 2. 接下来证明一个简单但又极其重要的结论, 它是本文求解最优策略的基础.

定理 3.2 在价格模型假设(2.1)下, 内部信息市场(Ω, F,Yt,P)存在唯一的等价鞅测
度Q, 且S1

t , S2
t在Q下的动态为

dS1
t = S1

t−[σ1
t dW ∗

t + µ1
t dM∗

t ], dS2
t = S2

t−[σ2
t dW ∗

t + µ2
t dM∗

t ], (3.3)

其中

W ∗ = W t −
∫ t

0

l1t u
2
t − l2t u

1
t

u1
t σ

2
t − u2

t σ
1
t

ds

是一个(Q,Yt)-标准Brownian运动, M∗是一个强度为λ∗t = 1 − (l1t σ
2
t − l2t σ

1
t )/[λt(µ2

t σ
1
t −

µ2
t σ

1
t )]的(Q,Yt)补偿Poisson过程.

证明: 令

ϕt =
l1t u

2
t − l2t u

1
t

u1
t σ

2
t − u2

t σ
1
t

, νt =
l1t σ

2
t − l2t σ

1
t

λ∗t (u1
t σ

2
t − u2

t σ
1
t )

. (3.4)

ZT =̂
dQ

dP
= (1 + νt)NT exp

(
−

∫ T

0
λ∗t νtdt

)
exp

( ∫ T

0
ϕtdW t − 1

2

∫ T

0
ϕ2

t dt
)
, (3.5)

由Girsanov定理知Q为等价鞅测度, 且在Q下S1
t , S2

t的动态为(3.3).
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又因为风险资产的数目与随机因素的个数一样, 价格模型(2.1)下一般信息市场{Ω, F ,
Ft,P}是一个完备市场, 因而存在唯一的等价鞅测度. 设Q为(Ω, F,Yt,P)的等价鞅测度, 则
有EQ(Si

t |Ys) = Si
s. 由条件期望的平滑性知

EQ(Si
t |Fs) = EQ(EQ(Si

t |Ys)|Fs) = EQ(Si
s|Fs) = Si

s. (3.6)

(3.6)式表明(Ω, F,Yt,P)的等价鞅测度Q也一定是一般信息市场(Ω, F,Ft,P)的等价鞅测度.
所以, 由一般信息市场(Ω, F,Ft,P)的等价鞅测度的唯一性可知Q的唯一性, 定理得证.
¤

注记 2 根据资产定价第一基本定理知, 等价鞅测度唯一等价于市场完备. 因此该定
理3.2从数学上严格证明了一个很直观的金融事实: 如果拥有少量信息的投资者能够利用
现有风险资产复制某未定权益, 那么拥有较多信息的投资者也一定能够复制该未定权益.

注记 3 注意到定理的证明等价鞅测度唯一时, 并没有利用到跳扩散这一具体模型
假设, 因此可以断定在更为一般的半鞅模型下如下结论也是成立的: 只要一般信息市场是
完备的, 那么内部信息市场也一定是完备的.

注记 4 设

Zt = EP
[dQ

dP

∣∣∣Yt

]
,

则Zt是一个(P,Yt)鞅, 且由(3.5)知

Zt = EP
[dQ

dP

∣∣∣Yt

]
= EP

[
ε
( ∫ .

0
ϕsdW s +

∫ .

0
νtdM t

)
T

∣∣∣Yt

]

= (1 + νt)Nt exp
(
−

∫ t

0
λ∗sνsds

)
exp

( ∫ t

0
ϕsdW s − 1

2

∫ t

0
ϕ2

sds
)
. (3.7)

下面我们给出平方最优套期保值问题(3.1)的解.

定理 3.3 假设下列微分方程有唯一解



1
2

3∑
i,j=2

[σi−1
t σj−1

t Si−1
s− Sj−1

s− ] + h(1)(s, S1
s−, S2

s−)

+λ∗s[h(s, (1 + µ1
s)S

1
s−, (1 + µ2

s)S
2
s−)− h(s, S1

s−S2
s−)]

−λ∗s
[ 2∑

i−1
µi

sS
i
th(i+1)(s, (1 + µ1

s)S
1
s−, (1 + µ2

s)S
2
s−)

]
= 0;

h(T, S1
T , S2

T ) = H(S1
T S2

T ),

(3.8)

其中h(i,j)表示h(·, ·, ·)对第i和j个变量的二阶偏导数在(s, S1
s−, S2

s−)处的值, h(i)(·, ·, ·)表示
h(·, ·, ·)对第i个变量的偏导数. 则在价格模型(2.1)下, 任意T -未定权益H(S1

T , S2
T ) ∈ L2(P),

内部信息者的平方最优套期保值问题(3.1)的解(ϑ̂1
t , ϑ̂

2
t )为




ϑ̂1
t = ϑH,1

t − Zs−(ϕsµ
2
s − νsσ

2
s)

ZY
t S1

t−(σ1
sµ

2
s − σ2

sµ
1
s)

(
h(t, S1

t−, S2
t−)− x−

∫ t

0
ϑ̂1

sdS1
t −

∫ t

0
ϑ̂2

sdS2
t

)
;

ϑ̂2
t = ϑH,2

t − Zs−(νsσ
1
s − ϕsµ

2
s)

ZY
t S1

t−(σ1
sµ

2
s − σ2

sµ
1
s)

(
h(t, S1

t−, S2
t−)− x−

∫ t

0
ϑ̂1

sdS1
t −

∫ t

0
ϑ̂2

sdS2
t

)
,

(3.9)
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其中





ϑH,1
t =

S1
t−µ1

t (S
2
t−)2[σ2

t (σ
2
t − µ2

t )f1 + (σ1
t µ

2
t − σ2

t µ
1
t )f2 + (µ1

t µ
2
t − σ1

t σ
2
t )λ

∗
t f1]

(S1
t−S2

t−σ2
t µ

1
t − S1

t−S2
t−σ1

t µ
2
t )2λ∗t

;

ϑH,2
t =

S2
t−µ2

t (S
1
t−)2[σ1

t (σ
1
t − µ1

t )f1 + (σ2
t µ

1
t − σ1

t µ
2
t )f2 + (µ1

t µ
2
t − σ1

t σ
2
t )λ

∗
t f1]

(S1
t−S2

t−σ2
t µ

1
t − S1

t−S2
t−σ1

t µ
2
t )2λ∗t

;

ZY
t = 1 +

∫ t

0

Zs−(ϕsµ
2
s − νsσ

2
s)

S1
t−(σ1

sµ
2
s − σ2

sµ
1
s)

dS1
s +

∫ t

0

Zs−(νsσ
1
s − ϕsµ

1
s)

S2
s−(σ1

sµ
2
s − σ2

sµ
1
s)

dS2
s ;

f1 = h(t, (1 + µ1
t )S

1
t−, (1 + µ2

t )S
2
t−)− h(s, S1

t−, S2
t−);

f2 = h(2)σ
1
t S

1
t− + h(3)σ

2
t S

2
t−.

(3.10)

证明: 首先来求(Ω, F,Yt,P)上T -未定权益H(S1
T , S2

T )在方差最优鞅测度下的Galt-
chouk-Kunita-Watanabe分解.

由定理3.2知,内部信息市场(Ω, F,Yt,P)的等价鞅测度Q存在唯一且,因此Q既是方差最

优鞅测度也是极小鞅测度. 由价格过程的Markov性, 可以定义h(t, S1
t , S2

t ) = EQ[H(S1
T , S2

T )
|Yt]. 对h(t, S1

t , S2
t )运用Itô公式, 可以得到

h(t, S1
t , S2

t ) = h(0, S1
0 , S2

0) +
∫ t

0
h(1)dt +

∫ t

0
h(2)dS1

t +
∫ t

0
h(3)dS2

t

+
∫ t

0
h(2,2)d[S1, S1]s +

1
2

∫ t

0
h(2,2)d[S1]cs +

1
2

∫ t

0
h(2,2)d[S1]cs

+
∑

0<s≤t
h(s, S1

s , S2
s )− h(s, S1

s−, S2
s−)− h(2)∆S1

s − h(3)∆S2
s

= h(0, S1
0 , S2

0) +
∫ t

0
δ(s)ds +

∫ t

0
h(2)σ

1
sS

1
s−dS1

t +
∫ t

0
h(3)σ

2
sS

2
s−dS1

t dW ∗
s

+
∫ t

0
[h(s, (1 + µ1

s)S
1
s−, (1 + µ2

s)S
2
s−)− h(s, S1

s−S2
s−)]dM∗

s ,

其中

δ(s) =
1
2

3∑
i,j=2

[σi−1
t σj−1

t Si−1
s− Sj−1

s− ]− λ∗s[h(s, (1 + µ1
s)S

1
s−, (1 + µ2

s)S
2
s−)− h(s, S1

s−S2
s−)]

+h(1)(s, S
1
s−, S2

s−)− λ∗s
[ 2∑

i−1
µi

sS
i
th(i+1)(s, (1 + µ1

s)S
1
s−, (1 + µ2

s)S
2
s−)

]
.

由于h(t, S1
t , S2

t )是个(Yt,Q)鞅, 所以有限变差部分δ(s) = 0, 即得h(·, ·, ·)满足(3.8). 所以

h(t, S1
t , S2

t ) = h(0, S1
0 , S2

0) +
∫ t

0
h(2)σ

1
sS

1
s−dS1

t +
∫ t

0
h(3)σ

2
sS

2
s−dS1

t dW ∗
s

+
∫ t

0
[h(s, (1 + µ1

s)S
1
s−, (1 + µ2

s)S
2
s−)− h(s, S1

s−S2
s−)]dM∗

s . (3.11)
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设在方差最优鞅测度Q下H(S1
T , S2

T )的Galtchouk-Kunita-Watanabe分解式为

H(S1
T , S2

T ) = EQ[H(S1
T , S2

T )|Y0] +
∫ T

0
ϑH,1

t dS1
t +

∫ T

0
ϑH,2

t dS2
t + IHT . (3.12)

注意到内部信息市场(Ω, F,Yt,P)中方差最优鞅测度与极小鞅测度都是Q. 因而将
(3.12)式等号左右两边分别与S1

t , S2
t做条件二次变差过程可得

d〈h(·), S1〉t = ϑH,1
t d〈S1〉t + ϑH,2

t d〈S1, S2〉t,
d〈h(·), S2〉t = ϑH,1

t d〈S1, S2〉t + ϑH,2
t d〈S2〉t,

(3.13)

其中h(·)表示h(t, S1
t , S2

t ). 解上述方程组(3.13)得




ϑH,1
t =

d〈h(·), S1〉t · d〈S2〉t − d〈h(·), S2〉t · d〈S1, S2〉t
d〈S1〉t · d〈S2〉t − d〈S1, S2〉t · d〉S2, S1〉t ;

ϑH,2
t =

d〈S1, S1〉t · d〈h(·), S2〉t − d〈S1, S2〉t · d〈h(·), S1〉t
d〈S1, S1〉t · d〈S2, S2〉t − d〈S1, S1〉t · d〈S2, S2〉t .

(3.14)

利用条件变差过程的定义, 结合(3.3), (3.11)可得




d〈h(·), S1〉t = (h(2)σ
1
t S

1
t− + h(3)σ

2
t S

2
t−)S1

t−σ1
t

+S1
t−µ1

t (h(t, (1 + µ1
t )S

1
t−, (1 + µ2

t )S
2
t−)− h(s, S1

t−, S2
t−))λ∗t ;

d〈S2, S2〉t = (S2
t−σ2

t )
2 + (S2

t−µ2
t )

2λ∗t ;

d〈h(·), S2〉t = (h(2)σ
1
t S

1
t− + h(3)σ

2
t S

2
t−)S2

t−σ2
t

+S2
t−µ2

t (h(t, (1 + µ1
t )S

1
t−, (1 + µ2

t )S
2
t−)− h(s, S1

t−, S2
t−))λ∗t ;

d〈S1, S2〉t = S1
t−S2

t−σ1
t σ

2
t + S1

t−S2
t−µ1

t µ
2
t λ
∗
t ;

d〈S1, S1〉t = (S1
t−σ1

t )
2 + (S1

t−µ1
t )

2λ∗t .

(3.15)

将(3.15)代入(3.14)即可得ϑH,1, ϑH,2可由(3.10)式来表示. 由(3.5)知

ZY
t =̂ EQ

[dQ

dP

∣∣∣Yt

]
= EQ[ZT |Yt] = EQ

(
ε
( ∫ .

0
ϕsdW s +

∫ .

0
νtdM t

)
T

∣∣∣Yt

)

= EQ
[
1 +

∫ T

0
Zs−ϕsdW s +

∫ T

0
Zs−νtdM t|Yt

]

= EQ
[
1 +

∫ T

0
Zs−ϕs + Zs−νtλ

∗
t dt +

∫ t

0
Zs−ϕsdW ∗

s +
∫ t

0
Zs−νtdM∗

s |Yt

]

= 1 +
∫ t

0
Zs−ϕsdW ∗

s +
∫ t

0
Zs−νtdM∗

s . (3.16)

结合(3.3)与(3.16), 由鞅表示定理及鞅表示的唯一性知

ZY
t = 1 +

∫ t

0

Zs−(ϕsµ
2
s − νsσ

2
s)

S1
t−(σ1

sµ
2
s − σ2

sµ
1
s)

dS1
s +

∫ t

0

Zs−(νsσ
1
s − ϕsµ

1
s)

S2
s−(σ1

sµ
2
s − σ2

sµ
1
s)

dS2
s

=̂ 1 +
∫ t

0
ζ1
s dS1

s +
∫ t

0
ζ2
s dS2

s . (3.17)
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因此由文献[6]中的定理4.2知平方套期保值问题(3.1)的解为

ϑ̂1
t = ϑH,1

t − ζ1
t

ZY
t

(
h(t, S1

t−, S2
t−)− x−

∫ t

0
ϑ̂1

sdS1
t −

∫ t

0
ϑ̂2

sdS2
t

)
,

ϑ̂2
t = ϑH,2

t − ζ2
t

ZY
t

(
h(t, S1

t−, S2
t−)− x−

∫ t

0
ϑ̂1

sdS1
t −

∫ t

0
ϑ̂2

sdS2
t

)
.

(3.18)

结合(3.10), (3.17)和(3.18)可得最优策略为(3.9), 定理得证. ¤
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Quadratic Hedging Strategies under Inner Information
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A market model with inner information is constructed. The problem of quadratic hedging for investors

with inner information is introduced and solved. First the dynamic of risky assets in the market with

inner information is deduced using the initial enlarge filtration method. Second by Itô formula and the

decomposition of Galtchouk-Kunita-Watanabe the explicit optimal strategy is given.
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