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摘 要

在经典的Hachemeister (1975)信度回归模型中, 各个风险被假定为相互独立的. 本文假设风险之

间存在由共同效应导致的风险相依, 建立了共同效应的信度回归模型, 得到未来索赔的信度预测与风

险参数的信度估计. 结论表明, 在共同效应模型, 信度估计仍然是个体索赔数据与聚合保费的加权和.
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§1. 引 言

信度回归模型是Hachemeister (1975)[1]提出的模型. Hachemeister在利用Bülmann-

Straub信度模型对美国各州的汽车第三者责任险进行定价时, 注意到索赔数据在时间分量

上由于通货膨胀的影响具有时间趋势效应, 提出提出用回归模型来刻画该效应, 建立了信

度回归模型. 信度回归模型可以简单刻画如下: 假设在第i份风险合同下, 当风险参数βi给

定时, 对索赔Xi与未来索赔Xi,ni+1有下面的模型成立:

Xi = Yiβi + εi (1.1)

以及

Xi,ni+1 = Yi,ni+1βi + εi,ni+1. (1.2)

这里i = 1, 2, . . . , K, Xi = (Xi1, . . . , Xini)
′为索赔样本, 其中变量Yi, Yi,ni+1为已知的设计向

量, 而βi (i = 1, 2, . . . , K)为未知不可观测的随机系数向量, εi (i = 1, 2, . . . , K)为随机误差

向量, 也是不可观测的. 在对未来索赔Xi,ni+1进行预测时, 假设K个风险之间是相互独立

的. 然而, 风险之间的独立性假设仅仅是实际风险的一种理想化近似. 众所周知, 大多情况

下风险之间都存在相依性. 例如, 研究表明, 夫妻之间的寿命呈现正相依性, 在相同地域下

的承保房屋之间面临共同的火灾风险; 一次交通事故可能导致多个承保车辆受损, 等等. 近

年来, 对风险之间的相依性的研究受到了越来越多的精算研究者的关注. 例如[2]-[5]. 注意

到, Yeo等(2006)[6]提出一种共同效应(common effect)随机模型, 用来刻画风险之间的相依
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性, 他们获得了正态–正态分布下的信度公式, Wen等(2009)[7]将该模型推广无分布(任意分

布)的情形, 得到风险在共同效应相依情况下的信度保费. 本文将考虑风险之间存在共同效

应时的信度回归模型.

本文分为四节, 第二节对矩阵投影以及信度理论作一介绍. 第三节建立共同效应信度

回归模型, 得到该模型下未来索赔的信度预测与风险参数的信度估计, 最后一节是全文的

总结.

§2. 模型假设与准备知识

考虑K份保险合同, 在精算学中也表示K个风险, 我们将研究这K个风险之间由于某种

共同效应导致相依时的回归信度估计. 在信度模型中, 假设第i个风险由风险参数βi识别, 这

里βi是对该风险的风险属性, 例如汽车保险中的驾驶人的性别、年龄、个人爱好、工作性质

等的综合刻画. 在信度理论中, 假设风险参数为不可观测的随机向量. 对每个保险合同, 已

经有若干年的索赔历史记录, 这些记录在统计中称为样本. 在信度回归模型中, 假设索赔随

机变量服从线性回归模型. 基于这些索赔样本, 我们的目标是预测每个合同在未来年的索

赔或估计风险参数. 由于风险之间存在共同效应, 因此, 这K个风险保险合同之间具有某种

相依性. 把这个模型的基本假设列于下面的假设2.1-2.3.

假设 2.1 共同效应变量Λ具有已知的期望E(Λ) = µλ和方差Var (Λ) = σ2
λ.

假设 2.2 给定共同效应Λ = λ时, 假设风险参数Θi, i = 1, . . . , K为独立同分布的随

机变量序列, 其共同的分布函数为π(θ|λ).

假设 2.3 对固定的风险i, 索赔样本Xi = (Xi1, Xi2, . . . , Xi,ni+1)′与未来索赔Xi,ni+1

服从线性回归模型

Xi = Yiβ(Θi,Λ) + εi (2.1)

以及

Xi,ni+1 = Yi,ni+1β(Θi,Λ) + εi,ni+1. (2.2)

这里

• Yi = (Yij)ni×p为ni × p维的设计矩阵, 表示风险 i在前ni年的解释变量的观察值,

Yi,ni+1为设计变量, 表示在未来一年的观察变量的取值, 均为已知;

• (ε′i, εi,ni+1)为具有零均值误差项. 假设当Λ给定时, (ε′i, εi,ni+1), i = 1, . . . , K是相互独

立的, 且其条件方差或协方差为

Cov (εi, εi|Θi,Λ) = σ2(Θi,Λ)Vi 以及 Cov (εi,ni+1, εi) = σ2(Θi,Λ)Ri, (2.3)

这里, σ2(Θi,Λ) > 0是Θi和Λ的未知函数, Vi和Ri是已知的矩阵或向量. 最简单的情

形是Vi = Ini (ni阶的单位矩阵)和Ri = (0, . . . , 0) (ni阶的行向量).
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为叙述的方便, 记

β1(Λ) = E(β(Θi,Λ)|Λ),

σ2
1(Λ) = E(σ2(Θi,Λ)|Λ),

N(Λ) = Var (β(Θi,Λ)|Λ), (2.4)

以及

β0 = E[β1(Λ)],

σ2
0 = E[σ2

1(Λ)], Var [β1(Λ)] = M,

N = E[N(Λ)]. (2.5)

显然, Var (β(Θi,Λ)) = M + N , Cov (β(Θi,Λ), β(Θj ,Λ)) = M , i 6= j.

在该共同效应信度回归模型中, 我们的目标是基于样本数据(Xi, Yi, Yi,ni+1), i = 1, 2,

. . . ,K预测未来的索赔Xi,ni+1. 信度保费是将预测函数限定在样本的线性函数类中, 使得

期望平方损失函数达到最小, 即我们将求解下面的最优化问题:

min
a0,ast∈R

E
[(

Xi,ni+1 − a0 −
K∑

s=1

ns∑
t=1

astXst

)2]
. (2.6)

下面的引理可以更方便地求信度估计, 其证明可参考Wen等(2009)[7].

引理 2.1 设随机向量

(
Xp×1

Yq×1

)
的期望与方差协方差矩阵分别为

(
µX

µY

)
与

(
ΣXX ΣXY

ΣY X ΣY Y

)
.

则当

A = µY − ΣY XΣ−1
XXµXB = ΣY XΣ−1

XX (2.7)

时, 期望损失

E(Y −A−BX)(Y −A−BX)′ (2.8)

在矩阵的非负定意义下达到最小.

因此, 根据引理2.1, 基于随机向量X的非齐次函数类的随机向量Y的最优预测为

proj(Y |L(X, 1)) = µY + ΣY XΣ−1
XX(X − µX), (2.9)

其中proj(Y |L(X, 1))表示Y在X的线性函数空间的正交投影. 表达式(2.9)称为随机向量Y

在X的线性空间的(非齐次)正交投影.

对正交投影算子“proj”, 有下面的结论.
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引理 2.2 对L2的两个闭子空间M, M ′, 若M ′ ⊂ M ⊂ L2, 设随机向量Y ∈ L2, 则有

proj(X|M ′) = proj(proj(X|M)|M ′). (2.10)

式(2.10)被称为正交投影的平滑性, 其证明可参考[8].

下面给出一个矩阵求逆公式, 其证明可参考[9].

引理 2.3 设A,B, C, D是适当阶数的矩阵, 则有下面的求逆公式

(A + BCD)−1 = A−1 −A−1B(C−1 + DA−1B)−1DA−1. (2.11)

§3. 具有共同效应的回归信度估计

根据引理2.1和引理2.2, 容易得到Xi,ni+1的信度保费X̂∗
i,ni+1.

定理 3.1 在假设2.1-2.3成立时, 第i个合同的信度保费X̂∗
i,ni+1为

X̂∗
i,ni+1 = RiV

−1
i Xi + (λi −RiV

−1
i ) ̂Yiβ(Θi,Λ)

∗
, (3.1)

其中λi为线性方程

Yi,ni+1 = λiYi (3.2)

的解, 且 ̂Yiβ(Θi,Λ)
∗

= proj(Yiβ(Θi,Λ)|L(X, 1))为Yiβ(Θi,Λ)的信度估计.

证明: 根据引理2.1, 第i个合同的信度保费为

X̂∗
i,ni+1 = proj(Xi,ni+1|L(X, 1)). (3.3)

由于L(X, 1) ⊆ L(X, Θ,Λ, 1), 则正交投影的平滑性(2.10), 有

X̂∗
i,ni+1 = proj(proj(Xi,ni+1|L(X, Θ,Λ, 1))|L(X, 1)),

其中X = (X ′
1, X

′
2, . . . , X

′
K)′, 这里“′”表示矩阵的转置. 又因为

proj(Xi,ni+1|L(X, Θ,Λ, 1))

= E(Xi,ni+1|Θ,Λ) + Cov (Xi,ni+1, X|Θ,Λ)Cov (X, X|Θ,Λ)−1(X − E(X|Θ,Λ)).

根据假设2.1-2.3, 有

E(Xi,ni+1|Θ,Λ) = Yi,n+1β(Θi,Λ), Cov (Xi,ni+1, X|Θ,Λ) = ei ⊗Riσ
2(Θi,Λ)
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以及

Cov (X, X|Θ,Λ)−1 =




V1σ
2(Θ1,Λ)

. . .

VKσ2(ΘK ,Λ)




−1

=




V −1
1

σ2(Θ1,Λ)
. . .

V −1
K

σ2(ΘK ,Λ)




.

因此

proj(Xi,ni+1|L(X, Θ,Λ, 1)) = Yi,ni+1β(Θi,Λ) + RiV
−1
i (Xi − Yiβ(Θi,Λ))

= Yi,ni+1β(Θi,Λ) + RiV
−1
i (Xi − Yiβ(Θi,Λ))

= RiV
−1
i Xi + (Yi,ni+1 −RiV

−1
i Yi)β(Θi,Λ)

= RiV
−1
i Xi + (λi −RiV

−1
i )Yiβ(Θi,Λ).

又因为RiV
−1
i Xi ∈ L(X, 1), 则

X̂∗
i,n+1 = proj(RiV

−1
i Xi + (λi −RiV

−1
i )Yiβ(Θi,Λ)|L(X, 1))

= RiV
−1
i Xi + (λi −RiV

−1
i )proj(Yiβ(Θi,Λ)|L(X, 1)) (3.4)

= RiV
−1
i Xi + (λi −RiV

−1
i ) ̂Yiβ(Θi,Λ)

∗
. (3.5)

定理证完. ¤

根据定理3.1, 若要求得信度保费估计X̂∗
i,ni+1, 则只需求Yiβ(Θi,Λ)的信度估计 ̂Yiβ(Θi,Λ)∗.

首先给出各变量之间的协方差关系.

引理 3.1 在假设2.1-2.3成立时, 有

(1) 随机向量Yiβ(Θi,Λ)与随机向量X之间的协方差矩阵为

Cov (Yiβ(Θi,Λ), X) = YiM(Y ′
1 , Y

′
2 , . . . , . . . , Y

′
K) + YiN(0, . . . , Y ′

i , . . . , 0). (3.6)

(2) 随机向量X的方差协方差矩阵为

Cov (X, X) =




Y1

...

YK


 M

(
Y ′

1 · · · Y ′
K

)
+




U1

. . .

Uk


 , (3.7)

其中Ui = σ2
0Vi + YiNY ′

i .
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(3) 协方差矩阵Cov (X, X)的逆矩阵为

Cov (X, X)−1 =




U−1
1

. . .

U−1
K




−




U−1
1 Y1

...

U−1
K YK


 (M−1 + ∆)−1

(
Y ′

1U
−1
1 · · · Y ′

KU−1
1

)
, (3.8)

其中

∆ =
K∑

s=1
Y ′

s (σ2
0Vs + YsNY ′

s )−1Ys. (3.9)

证明: 首先, 注意到

Cov (Yiβ(Θi,Λ), Xj) = E[Cov (Yiβ(Θi,Λ), Xj |Θi,Λ)] + Cov (Yiβ(Θi,Λ), Yjβ(Θj ,Λ))

=





YiMY ′
i + YiNY ′

i , i = j;

YiMY ′
j , i 6= j.

则有

Cov (Yiβ(Θi,Λ), X) = (YiMY ′
1 , . . . , YiMY ′

i + YiNY ′
i , . . . , YiMY ′

K)

= (YiMY ′
1 , YiMY ′

2 , . . . , YiMY ′
i , . . . , YiMY ′

K)

+ (0, . . . , YiNY ′
i , . . . , 0)

= YiM(Y ′
1 , Y

′
2 , . . . , . . . , Y

′
K) + YiN(0, . . . , Y ′

i , 0).

因此

Cov (Xi, Xj) = E[Cov (Xi, Xj |Θi,Λ)] + Cov (Yiβ(Θi,Λ), Yjβ(Θj ,Λ))

=





Yi(M + N)Y ′
i + σ2

0Vi, i = j;

YiMY ′
j , i 6= j.

所以得到

ΣXX =




Y1(M + N)Y ′
1 + σ2

0V1 · · · Y1MY ′
K

· · · · · · · · ·
YKMY ′

1 · · · YK(M + N)Y ′
K + σ2

0VK




=




Y1

...

YK


 M

(
Y ′

1 · · · Y ′
K

)
+




U1

. . .

UK


 .
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由矩阵求逆公式(2.11)有

Cov (X, X)−1 =




U−1
1

. . .

U−1
K




−




U−1
1 Y1

...

U−1
K YK


 (M−1 + ∆)−1

(
Y ′

1U
−1
1 · · · Y ′

KU−1
1

)
.

则完成了引理的证明. ¤

记

β̂GL(s) = (Y ′
sV −1

s Ys)−1Y ′
sV −1

s Xs

表示假设2.3中第s个线性回归方程的最小二乘解, 而

β̂GL =
K∑

r=1
∆−1∆rβ̂GL(r)

为这K个最小二乘解的加权和, 其中权重为

∆s = Y ′
s (σ2

0Vs+YsNY ′
s )−1Ys, s = 1, 2, . . . , K.

定理 3.2 在假设2.1-2.3成立时, Yiβ(Θi,Λ)的信度估计 ̂Yiβ(Θi,Λ)
∗
为

̂Yiβ(Θi,Λ)
∗

= Yi(Zi1β̂GL(i) + Zi2β̂GL + (Ip − Zi1 − Zi2)β0), (3.10)

其中信度因子Zi2与Zi2分别为

Zi1 = N∆i, Zi2 = M(M + ∆−1)−1 −N∆i(M−1 + ∆)−1∆. (3.11)

证明: 根据(2.9)式, 有

̂Yiβ(Θi,Λ)
∗

= E(β(Θi,Λ)) + Cov (Yiβ(Θi,Λ), X)Cov (X, X)−1(X − EX)

= Yiβ0 + Cov (Yiβ(Θi,Λ), X)Cov (X, X)−1




X1 − Y1β0

...

XK − YKβ0


 . (3.12)

注意到

Y ′
sV −1

s Xs = Y ′
sV −1

s Ys[(Y ′
sV −1

s Ys)−1Y ′
sV −1

s Xs] = Y ′
sV −1

s Ysβ̂GL(s). (3.13)
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应用矩阵求逆公式(2.11), 则有

Y ′
s (σ2

0Vs + YsNY ′
s )−1Xs

= Y ′
s

( 1
σ2

0

V −1
s − 1

σ4
0

V −1
s Ys

(
N−1 +

1
σ2

0

Y ′
sV −1

s Ys

)−1
Y ′

sV −1
s

)
Xs

=
( 1

σ2
0

In − 1
σ4

0

Y ′
sV −1

s Ys

(
N−1 +

1
σ2

0

Y ′
sV −1

s Ys

)−1)
Y ′

sV −1
s Xs

=
( 1

σ2
0

In − 1
σ4

0

Y ′
sV −1

s Ys

(
N−1 +

1
σ2

0

Y ′
sV −1

s Ys

)−1)
Y ′

sV −1
s Ysβ̂GL(s)

= Y ′
s

( 1
σ2

0

V −1
s − 1

σ4
0

V −1
s Ys

(
N−1 +

1
σ2

0

Y ′
sV −1

s Ys

)−1
Y ′

sV −1
s

)
Ysβ̂GL(s)

= Y ′
s (σ2

0Vs + YsNY ′
s )−1Ysβ̂GL(s). (3.14)

注意到(3.6)与(3.7), 结合式(3.13)和(3.14)有

YiM(Y ′
1 , Y

′
2 , . . . , . . . , Y

′
K)




U−1
1

. . .

U−1
K







X1 − Y1β0

...

XK − YKβ0




=
K∑

s=1
YiMY ′

s (σ2
0Vs + YsNY ′

s )−1(Xs − Ysβ0)

= YiM
[ K∑

s=1
Ys(σ2

0Vs + YsNY ′
s )−1Xs −

K∑
s=1

Ys(σ2
0Vs + YsNY ′

s )−1Ysβ0

]

= YiM
[ K∑

s=1
∆s(β̂GL(s) − β0)

]
, (3.15)

并且

YiM(Y ′
1 , Y

′
2 , . . . , . . . , Y

′
K)




U−1
1 Y1

...

U−1
K YK


 (M−1 + ∆)−1

·
(

Y ′
1U

−1
1 · · · Y ′

KU−1
1

)



X1 − Y1β0

...

XK − YKβ0




= YiM
( K∑

s=1
∆s

)
(M−1 + ∆)−1

( K∑
r=1

∆r(β̂GL(r) − β0)
)

= YiM∆(M−1 + ∆)−1
( K∑

r=1
∆r(β̂GL(r) − β0)

)
, (3.16)
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以及

YiN(0, . . . , Y ′
i , . . . , 0)




U−1
1

. . .

U−1
K







X1 − Y1β0

...

XK − YKβ0


 = YiN∆i(β̂GL(i) − β0).

(3.17)

又因为

YiN(0, . . . , Y ′
i , . . . , 0)




U−1
1 Y1

...

U−1
K YK


 (M−1 + ∆)−1

·
(

Y ′
1U

−1
1 · · · Y ′

KU−1
1

)



X1 − Y1β0

...

XK − YKβ0




= YiNY ′
i (σ2

0Vi + YiNY ′
i )−1Yi(M−1 + ∆)−1

( K∑
r=1

YrMY ′
r (σ2

0Vr + YrNY ′
r )−1(Xr − Yrβ0)

)

= YiN∆i(M−1 + ∆)−1
( K∑

r=1
∆r(β̂GL(r) − β0)

)
. (3.18)

则将(3.15)-(3.18)代入(3.12), 得到Yiβ(Θi,Λ)的信度估计为

̂Yiβ(Θi,Λ)
∗

= Yiβ0 + YiM
[ K∑

s=1
∆s(β̂GL(s) − β0)

]

−YiM∆(M−1 + ∆)−1
( K∑

r=1
∆r(β̂GL(r) − β0)

)

+YiN∆i(β̂GL(i) − β0)− YiN∆i(M−1 + ∆)−1
( K∑

r=1
∆r(β̂GL(r) − β0)

)

= Yiβ0 + YiZi1(β̂GL(i) − β0) + YiZi2

K∑
r=1

∆−1∆r(β̂GL(r) − β0)

= Yi(Zi1β̂GL(i) + Zi2β̂GL + (Ip − Zi1 − Zi2)β0). ¤

注记 1 根据定理3.2, 由于

̂Yiβ(Θi,Λ)
∗

= Yi(Zi1β̂GL(i) + Zi2β̂GL + (Ip − Zi1 − Zi2)β0).

因此, 记
̂β(Θi,Λ)

∗
= Zi1β̂GL(i) + Zi2β̂GL + (Ip − Zi1 − Zi2)β0. (3.19)

这说明, 风险参数β(Θi,Λ)的信度估计 ̂β(Θi,Λ)
∗
可以表达为第i各合同的最小二乘估计

β̂GL(i), 总最小二乘估计β̂GL以及聚合均值β0的加权平均. 事实上, 类似地可以证明对任
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意1× p的常数向量C, 有

C ̂β(Θi,Λ)
∗

= C[Zi1β̂GL(i) + Zi2β̂GL + (Ip − Zi1 − Zi2)β0].

注记 2 在定理3.2中, 若取Ys = 1n, s = 1, 2, . . . , K, 并记β0 := µ0, M = a, N = σ2,

则Vi = In,

∆s = 1′n(σ2
0In + 1nσ21′n)−11n =

n

σ2
0 + nσ2

, ∆ =
nK

σ2
0 + nσ2

, (3.20)

以及

β̂GL(s) = Xs, β̂GL = X. (3.21)

因此, 信度因子为

Zi1 =
nσ2

σ2
0 + nσ2

, Zi2 =
nKaσ2

0

(σ2
0 + nσ2)(σ2

0 + nσ2 + nKa)

以及

1− Zi1 − Zi2 =
σ2

0

σ2
0 + nσ2 + nKa

.

则根据定理3.2, 风险参数µ(Θi,Λ)的信度估计为

̂µ(Θi,Λ)
∗

=
nσ2

σ2
0 + nσ2

Xi +
nKaσ2

0

(σ2
0 + nσ2)(σ2

0 + nσ2 + nKa)
X +

σ2
0

σ2
0 + nσ2 + nKa

µ0. (3.22)

式(3.22)正是具有共同效应的Bühlmann信度估计, 可参考[6]或[7].

注记 3 在定理3.2中, 若M = 0, 即风险之间不存在风险相依, 这时Zi2 = 0, 则此时

信度保费为

̂Yiβ(Θi)
∗

= Yi(Zi1β̂GL(i) + (Ip − Zi1)β0). (3.23)

式(3.23)正是Hachemeister回归信度保费估计.

§4. 结 论

在经典的信度回归模型中, 数据的时间分量上假设为不独立, 并且具有已知协差效应.

但一般假设保单风险之间为相互独立, 我们在[6]和[7]的模型框架下, 研究了风险之间存在

共同效应导致的相依情形, 得到保险合同的回归信度保费与风险参数的回归信度估计. 我

们将会进一步研究更一般的风险相依结构下的信度模型的定价问题; 其次, 本文中风险之

间的相依结构(这里表现为协方差矩阵)假定为已知, 如果相依结构未知(这是实务中更为常

见的情况), 相关的信度问题的估计和推断也是一个有着实际意义的问题. 最后, 如果使用

的不是净保费原理(相当于平方损失), 相应的信度问题也是我们今后的研究对象之一.
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The Regression Credibility Models with Random

Common Effects
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In classical regression credibility models suggested by Hachemeister (1975), the risks are assumed to

be mutually independent. In this paper, we introduce a dependence between risks induced by common

effects and developed a credibility regression model with dependence and the credibility predictors of fu-

ture claims and the estimators of risk parameters are derived under this model. The results show that the

credibility estimators remain the weighted sums of individual and collective premium.

Keywords: Credibility estimator, random common effects, orthogonal projection, regression cred-

ibility.
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