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摘 要

本文运用马尔可夫骨架过程的极限理论研究齐次可列半马尔可夫过程, 得到其极限分布. 当更新

间隔的分布不是格子分布时, 本文的结果和邓永录等[1]中的结果一致, 但采用的方法不同, 本文采用的

是马尔可夫骨架过程的理论方法, 而[1]中采用的是交替更新过程的方法; 而且关于更新间隔服从格子

分布的情形, [1]中没有研究, 而本文给出了结果. 最后, 将齐次可列半马尔可夫过程的极限理论进行推

广, 并通过一个例子给以说明.
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§1. 引 言

本文讨论马尔可夫骨架过程的一个重要的特例—齐次可列半马尔可夫过程. 1954年

Lévy[2]引入了半马尔可夫过程的概念并加以研究. 经过了半个世纪的研究, 半马尔可夫过

程的理论和应用得到了广泛的发展, 已形成了一个独立的研究方向, 参见[3–5].

本文研究齐次可列半马尔可夫过程的极限分布, 大体结构如下: 第二节回顾马尔可夫

骨架过程的极限理论. 第三节首先证明齐次可列半马尔可夫过程是Doob骨架过程的一个特

例, 然后运用马尔可夫骨架过程的极限理论来研究齐次可列半马尔可夫过程, 得到齐次可

列半马尔可夫过程的极限分布. 第四节将齐次可列半马尔可夫过程的极限理论进行推广,

并通过一个例子给以说明.

§2. 基础知识

定义 2.1 [6] 假定X(t)是一个以{γn}∞n=0为骨架时序列的正规马尔可夫骨架过程

(γ0 = 0), 如果存在(E, E)上的概率测度π(·), 使得对任意的A ∈ E ,

P(X(γ1) ∈ A|X(0) = x, γ1 = s) = P(X(γ1) ∈ A) = π(A),
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则称X(t)为Doob骨架过程, 称π(·)为X(t)特征测度, {γn, n ≥ 1}称为X(t)的更新点.

令Y0 = γ1 − 0, Yi = γi+1 − γi, i ∈ N+, 则{Yi, i ≥ 1}表示两个更新点之间的间隔, 为

一系列独立同分布的随机变量. 对∀x ∈ E, t ≥ 0, 定义

F (x, t) = P(γ1 ≤ t|X(0) = x), F (t) =
∫

E
F (x, t)π(dx),

则F (t)为Yi的分布. 令m表示Yi的期望.

定义 2.2 [6] 假定X(t)是一个Doob骨架过程, 如果m < ∞, 且对任意的x ∈ E, 满

足F (x, 0) = 0, F (x,∞) ≡ 1, 则X(t)称为一个正常返Doob骨架过程.

定义 2.3 [1] 设F (t)是一个阶梯函数, 如果能找到一个正的实数δ, 使得F (t)的所有

跳跃发生在序列nδ, n = 1, 2, 3, . . ., 并且进一步假定δ是满足这一性质中最大的实数, 我们

称F (t)是格子分布, 并且步长为δ; 若δ = 0, 称F (t)不是格子分布.

定理 2.1 [7] 假定X(t)是一个正常返的Doob骨架过程. 如果F (t)不是格子分布, 则对

于一切的A ∈ E , 极限 lim
t→∞ p(x, t, A)存在,

p(A) =: lim
t→∞ p(x, t, A) =

∫ ∞

0
h(t, A)dt

m
, ∀A ∈ E ,

并且p(·)是(E, E)上的概率测度, 其中m为更新间隔的期望.

当更新间隔服从格子分布时, 极限分布p(A) =: lim
t→∞ p(x, t, A)并不存在, 但是, 对于任

意的常数0 ≤ c < δ, 极限 lim
n→∞ p(c + nδ,A)存在.

定理 2.2 [7] 假定X(t)是一个正常返的Doob骨架过程. 如果F (t)是以δ为步长的格子

分布, 则对于∀A ∈ E , 及常数0 ≤ c < δ,

lim
n→∞ p(x, c + nδ,A) =

δ

m

∞∑
k=0

h(c + kδ,A).

§3. 齐次可列半马尔可夫过程的极限分布

定义 3.1 [8] 令E为一可数集, X = {X(t, ω), 0 ≤ t < τ}称为齐次可列半马尔可夫过
程, 如果满足:

(1)令τ0 = 0, τ1 = inf{t > 0, X(t) 6= X(0)}, τn+1 = inf{t > τn, X(t) 6= X(τn)}, n > 1,

τn ↑ τ ;

(2) P{X(τn+1) ∈ A|Fτn)} = P{X(τn+1) ∈ A|X(τn)}, n = 0, 1, 2, . . .;

(3) X(t, ω) = X(τn, ω), τn ≤ t < τn+1, n = 0, 1, 2, . . ..
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假定X0 = j, 对于任意i ∈ E, 定义di
0, d

i
1, d

i
2, . . .为过程状态依次转移到 i的一系列跳点,

于是{di
n, n ≥ 0}构成了一个更新过程, 如果X0 = j = i, 则di

0 = 0, 为普通更新过程; 否则为

延迟更新过程.

令

Pij(t) = P(X(t) = j|X(0) = i),

V 0
ji = di

0 − 0, V n
ii = di

n − di
n−1, n ≥ 1,

Hji(t) = P(V n
ji ≤ t), µii = EV n

ii .

显然, Hii(t)为V n
ii的分布函数, 对应的期望记为µii.

定理 3.1 齐次可列半马尔可夫过程是马尔可夫骨架过程.

证明: (1) 取齐次可列半马尔可夫过程真正发生状态转移的时刻序列{τn}为骨架时
序列, 由τn的定义, τ0 = 0, τn ↑ τ , 并且满足对任意的n ≥ 0, τn < ∞时, 一定有τn < τn+1;

(2) τ1为过程首次发生状态转移的时刻, 而τn+1为τn之后, 过程首次发生状态转移的时刻,

于是有τn+1 = τn + θτnτ1成立; (3) 由定义知, 对任意的n, 齐次可列半马尔可夫过程在τn处

有马尔可夫性. 由以上可以看出齐次可列半马尔可夫过程是马尔可夫骨架过程. ¤

定理 3.2 齐次可列半马尔可夫过程是Doob骨架过程.

证明: 对任一固定的状态i ∈ E, 取齐次可列半马尔可夫过程每次转移到状态i的跳点

构成的停时列{di
n, n ≥ 1}为骨架时序列, 则根据定义3.1, 齐次可列半马尔可夫过程在di

n时

刻有马尔可夫性, 于是可得

P(X(di
1) = i|X(0) = i, di

1 = s) = P(X(di
1) = i) = πi. (3.1)

由定义2.2, 定理3.1及(3.1)式知齐次可列半马尔可夫过程是Doob骨架过程, 每次转移到状

态i的跳点构成的停时列{di
n, n≥1}即为Doob骨架时序列,也称为更新点. 定理证毕. ¤

对任意的i, j ∈ E及t ∈ R+, 令

hi(t) = P(t < τ1|X(0) = i),

Qi(t) = P(τ1 ≤ t|X(0) = i),

Gik(t) = P(τn+1 − τn ≤ t|X(τn) = i,X(τn+1) = k), i 6= k,

qij = P(X(τn+1) = j|X(τn) = i), i 6= j.

令Ti为过程在状态i的逗留时间之和, Tik为已知过程处于状态i, 下次跳到状态k时, 过

程在i上的逗留时间, 则

P{Tik ≤ t} = P{τn+1 − τn ≤ t|X(τn) = i,X(τn+1) = k} = Gik(t). (3.2)
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由(3.2)式及齐次性可得

P{Ti ≤ t} =
∑
k 6=i

qikP{Tik ≤ t} =
∑
k 6=i

qikGik(t)

=
∑
k 6=i

Qik(t) = Qi(t), (3.3)

所以Ti的分布函数为Qi(t), 记αi = ETi.

引理 3.1 当Qi(t)不是格子分布时,
∫ ∞

0
hi(t)dt = αi.

证明: 由hi(t)和Qi(t)的定义可得

hi(t) = P(t < τ1|X(0) = i) = 1−Qi(t). (3.4)

由(3.3)式及αi的定义可得, 当Qi(t)不是格子分布时,

αi =
∫ ∞

0
(1−Qi(t))dt. (3.5)

由(3.4)(3.5)式易得引理成立. ¤

引理 3.2 当Qi(t)是以δ为步长的格子分布时,
∞∑

n=0
hi(c + nδ) =

αi

δ
. (3.6)

证明: 由hi(t)和Qi(t)的定义可得

hi(c + nδ) = 1−Qi(c + nδ). (3.7)

当Qi(t)是以δ为步长的格子分布时, Ti只在nδ, n = 1, 2, . . .上取值, 于是有
∞∑

n=0
(1−Qi(c + nδ)) =

∞∑
n=0

P(Ti > c + nδ)

= P(Ti = δ) + P(Ti = 2δ) + P(Ti = 3δ) + · · ·
+P(Ti = 2δ) + P(Ti = 3δ) + · · ·
+P(Ti = 3δ) + · · ·

=
∞∑

n=0
kP(Ti = kδ). (3.8)

由αi的定义可得 ∞∑
n=0

kδP(Ti = kδ) = αi. (3.9)

于是由(3.7)(3.8)(3.9)式可得
∞∑

n=0
hi(c + nδ) =

αi

δ
. ¤
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定理 3.3 假定X(t)是一个齐次可列半马尔可夫过程. 如果满足

(1) Hii(t)不是格子分布, Qi(t)也不是格子分布;

(2) µii < ∞, 即状态i为正常返的;

(3) Hji(∞) = 1;

则对于一切的i ∈ E , 极限 lim
t→∞ pji(t)存在, 并且与初始状态j无关,

pi = lim
t→∞ pji(t) =

αi

µii
, ∀ i ∈ E.

并且pi是E上的概率测度. 若条件(2)改为µii = ∞, 即状态i为零常返的; 则

lim
t→∞ pji(t) = pi = 0, ∀ i ∈ E.

证明: 由定理2.1, 定理3.2及引理3.1立即可得. ¤

对于更新间隔的分布Hii(t)为格子分布的情形, 极限分布pi = lim
t→∞ pji(t)并不存在, 但

是, 对于任意的常数0 ≤ c < δ, 极限 lim
n→∞ pji(c + nδ)存在.

定理 3.4 假定X(t)是一个齐次可列半马尔可夫过程. 如果满足

(1) Hii(t)是以δ为步长的格子分布, Qi(t)也是以δ为步长的格子分布;

(2) µii < ∞, 即状态i为正常返的;

(3) Hji(+∞) = 1;

则对于一切的i ∈ E及固定的c, 极限 lim
n→∞ pji(c + nδ)存在,

lim
n→∞ pji(c + nδ) =

δ

µii

∞∑
n=0

hi(c + nδ) =
αi

µii
∀ i ∈ E.

若条件(2)改为µii = ∞, 即状态i为零常返的; 则

lim
t→∞ pji(t) = 0, ∀ i ∈ E.

证明: 由定理2.2, 定理3.2及引理3.2立即可得. ¤

§4. 齐次可列半马尔可夫过程极限分布的推广

事实上, 在求齐次可列半马尔可夫过程的极限分布时, 只要求{di
n, n ≥ 0}为一更新过

程, 并且过程在di
n处发生跳跃, 具有马尔可夫性, 对状态空间和跳跃间隔之间过程的发展并

不做具体要求, 因此, 我们可以把齐次可列半马尔可夫过程的极限理论加以推广, 应用于下

述过程:

设状态空间X为任意实数空间, 在过程Xt的发展中, 不时会有随机的跳跃发生, 在这些

跳跃的时刻, 过程具有马尔可夫性, 在这些跳跃之间, 过程的发展服从某条光滑的曲线(可

以是直线, 指数曲线或者其他合理的曲线).
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令A1 = {Xt ≤ x}, A2 = {Xt > x}, 则过程Xt可以映射到A1和A2两个状态的齐次半马

尔可夫过程. 过程Xt在状态A1和A2之间来回转换, 构成一个再生周期. 如果再生周期的分

布不是格子分布时, 对应的期望记作µ, 在一个再生周期中, 过程Xt处于状态A1的时间的期

望记为α1, 则由定理3.3可知, 该过程的极限分布存在,

lim
t→∞P(Xt ∈ A1) =

α1

µ
,

如果再生周期的分布为格子分布, 该过程的极限分布不存在.

下面通过一个具体的例子来进一步说明上述结论.

例 1 水库模型: 考虑这样一个有无限储量的水库, t = 0时储水量为x0, 除了降雨

不考虑由其他的水源流入, 该地区降雨随机发生, 第i次降雨量为随机变量Yi, 水库向外

的供水率a(x)依赖于当时水库的储量, 设Xt为t时刻水库中的储水量, 令A1 = {Xt ≤ x0},
A2 = {Xt > x0}, 可以理解为A1代表降雨量较少, A2代表降雨量充足, lim

t→∞P(Xt ∈ A2)是

否存在, 怎么表示?

解: 令Nt为t之前降雨的次数, 则可得

Xt = x0 +
Nt∑
i=0

Yi −
∫ t

0
a(Xs)ds.

不考虑一直不下雨和不停下雨的病态情形, 过程将在状态A1和A2之间来回转换. 在某一次

降雨之后, 过程进入状态A2, 中间由于水不断的流出, 过程逐渐进入A1, 在某一次大的降雨

之后过程再次回到A2, 构成了一个再生周期. 如果再生周期的分布不是格子分布时, 对应的

期望记为µ22, 并且在一个再生周期中过程处于状态A2的时间的期望记为α2 (对于具体的实

例, µ22和α2都可以通过数据具体求得), 于是由定理3.3可得

lim
t→∞P(Xt ∈ A2) =

α2

µ22
,

对于再生周期的分布为格子分布的情形, lim
t→∞P(Xt ∈ A2)不存在.

例1具有一定的代表性, 类似的例子有很多: 例如考虑一个保险公司, 最初的资金为x0,

索赔随机到达, 保费率依赖于公司的资金, Xt表示公司在时刻t时的资金, 令A1 ={Xt≤x0},
A2 = {Xt > x0},可以理解为A1代表公司亏损, A2代表公司盈利,考虑当 lim

t→∞P(Xt ∈ A2)的

值, 即公司运行很长时间之后处于盈利的概率. 证明思路完全类似于例1. 经济方面也有不

少这样的例子, 本文就不再一一列举了.
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The Limit Distribution of Semi-Markov Processes

and Its Generalization

Dong Hailing
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Jiang Guochao
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By using limit distribution of Markov skeleton processes, the article studies homogeneous denumer-

able semi-Markov processes and obtains their limit distribution. When the distribution of renewal interval

is non-lattice, the result obtained in this paper is consistent with that in [1], but the approaches this article

used are Markov skeleton processes approaches which differ from [1]. Furthermore, when the distribution

of renewal interval is lattice, this paper gives the result, whereas [1] didn’t study this case. Finally, this

article generalizes the limit distribution of homogeneous denumerable semi-Markov processes, and illus-

trates the result through one example.

Keywords: Markov skeleton processes, Doob skeleton processes, semi-Markov processes, limit dis-

tribution.
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