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摘 要

本文主要研究了单无限马氏环境中马氏链的几类特殊函数的大数定律及强大数定律, 并且给出

了加于链和过程特殊样本函数上的充分条件.
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§1. 引 言

随机环境中马氏链一般理论的研究, 始于20世纪80年代初, Cogburn、Orey和戴永隆等

人在遍历理论、中心极限定理等研究领域取得了一系列深刻的结果, 详见文献[1–6]. 在国

内, 随机环境中马氏链的强大数定律, 首先由李应求 (2003)提出, 他研究了具有离散参量的

马氏环境中马氏链函数的强大数定律, 并且给出了直接加于链和过程样本函数上的充分条

件, 详见文献[7]. 郭明乐 (2003)研究了马氏环境中马氏链的强大数定律, 但他的工作实质上

和[7]的工作一样.

本文进一步研究了马氏环境中马氏链的强大数定律, 特别地还研究了大数定律, 给出

了它们在几个特殊样本函数上的充分条件.

§2. 基本假设及定义

设N+表示非负整数集, (Ω,=, P)是概率空间, (X ,A)、(Θ,B)为任意可测空间, ~ξ =

{ξn : n = 0, 1, 2, . . .}和 ~X = {Xn : n = 0, 1, 2, . . .}分别是(Ω,=, P)上取值于Θ和X的随机序
列, {p(θ), θ ∈ Θ}是(X ,A)上的一族转移函数族, 且假设对任意A ∈ A, P(·; ·, A)是B × A可
测的, {k(·, ·)}是(Θ,B)上的转移函数族, 且假设对任意B ∈ B, k(·, B)是B可测的. 对任意序

列~η = {ηn}, 记~ηr
k = {ηn, k ≤ n ≤ r,−∞ ≤ k ≤ r ≤ +∞}.

定义 2.1 如果对任意A ∈ A, n ∈ N+, 有

P(X0 ∈ A|~ξ) = P(X0 ∈ A|ξ0), P(Xn+1 ∈ A| ~Xn
0 , ~ξ) = P(ξn;Xn, A),
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则称 ~X为随机环境~ξ中的马氏链, ~ξ为随机环境序列, X为状态空间, Θ为环境空间. 若~ξ是一

马氏序列, 则称 ~X是马氏环境~ξ中的马氏链.

引理 2.1 [7] 如果 ~X是马氏环境~ξ中的马氏链, 则{(Xn, ξn), n ≥ 0}是马氏双链, 且其

一步转移概率Q可写成: Qn(x, θ;A × B) = Kn(θ, B)P(θ;x,A), 其中Kn(θ, B)为~ξ的一步转

移概率, P(θ;x,A)为 ~X在随机环境~ξ中的转移概率, 如果~ξ是齐次马氏链, 则双链也是齐次

的.

定义 2.2 称马氏双链{(Xn, ξn), n ≥ 0}为无反馈的，如果其一步转移概率Q满足:

Q(x, θ;A×B) = K(θ, B)P(θ;x,A).

本文恒假设 ~X是马氏环境~ξ中的马氏链, X、Θ是可数的, 存在(x, θ) ∈ X × Θ, 使得

P(Xn = x, ξn = θ, i.o.) = 1, 称(x, θ)为可回状态. {fn(x, θ), n ≥ 0}是X ×Θ上的X ×B可测
函数列.

令τ0 = 0, τn+1 = inf{n > τk;Xn = x, ξn = θ}, σk = τk+1 − τk, Ωτk
= {τk(ω) < ∞},

ℵn = σ(Xu, ξv, u, v ≤ n), ℵτk
= {A ⊂ Ωτk

,对任意n ≥ 0, A(τk ≤ n) ∈ ℵn}, ℵτk =

σ(Xτk+u, ξτk+u, u ≥ 0). 当τm < n ≤ τm+1, (m ≥ 0)时, 令l(n) = m. 令

Yk =
τk+1−1∑
m=τk

fm(Xm, ξm), Uk =
τk+1−1∑
m=τk

|fm(Xm, ξm)|, k = 0, 1, . . . , l(n)− 1,

Yn =
n−1∑

m=τl(n)

fm(Xm, ξm).

显然对任意n ≥ 1, 有τk(ω) ≤ n ∈ ℵn,

n−1∑
m=0

fm(Xm, ξm) =
l(n)−1∑
k=0

Yk + Yn

(
约定

−1∑
k=0

Yk = 0
)
.

§3. 强大数定律

条件 3.1 存在一数学期望有限的非负随机变量Y , 使得对一切n ≥ 0, 有qn(x) ≡
P(Un + σn > x) ≤ q(x) ≡ 1− FY (x) (x > 0).

引理 3.1 [7] 若{(Xn, ξn), n ≥ 0}为无反馈的, fm(x, θ) ≡ f(x, θ) (m ≥ 0), EU1 < ∞,

则条件3.1满足.

引理 3.2 [7] (1) {Yk, k ≥ 0}是(Ω,=, P)上的独立随机变量列.

(2) 对任意实数α, β, {αUk + βσk : k ≥ 0}独立.

引理 3.3 [8] 设{Xn, n ≥ 0}是相互独立的随机变量列, Sn =
n−1∑
k=0

Xk, X是随机变量,

且q(x) = P(|X| > x), 如果qn(x) = P(|Xn| > x) ≤ q(x)对一切x ≥ 0及n ≥ 0成立, 并且
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E|X|r < ∞, (0 < r < 2), 则
1

r
√

n
(Sn − an) → 0 a.s.[p] (n →∞),

其中

an =





0, 当 0 < r < 1时,
n−1∑
k=0

EXk, 当 1 ≤ r < 2时.

引理 3.4 [7] 若条件3.1成立, 则对一切n ≥ 0, 有

(1) E|Yn|+ Eσn ≤ EUn + Eσn ≤ EY < ∞.

(2) E max{U0, U1, . . . , Un}有限, 且 lim
n→∞[1/(n + 1)]E max{U0, U1, . . . , Un} = 0.

定理 3.1 若条件3.1成立, 则

(1) {Yk, k ≥ 0}满足强大数定律;

(2) {Uk, k ≥ 0}满足强大数定律;

(3) {σk, k ≥ 0}满足强大数定律.

证明: (1) 由引理3.4有E|Yk| ≤ E|Yk|+ E|σk| < ∞, 且

P(|Yk| > x) ≤ P(Uk > x) ≤ P(Uk + σk > x) ≡ qk(x) ≤ q(x) = 1− FY (x),

又由引理3.2知{Yk, k ≥ 0}是(Ω,=, P)上的独立随机变量列, 故满足引理3.3的条件, 于是有

1
n

n−1∑
k=0

(Yk − EYk) → 0, n →∞ a.e..

(2)、(3)的证明同(1). ¤

定理 3.2 若条件3.1成立, 则

1
n

E
[ l(n)−1∑

k=0

(Yk − EYk)
]
→ 0.

证明: 根据l(n)的定义, 当τm < n ≤ τm+1 (m ≥ 0)时, 令l(n) = m, 故

l(n) = m ≤ τm < n ≤ τm+1,

从而得{l(n) > n− 1} = ∅, 因此有

E
[ l(n)−1∑

k=0

(Yk − EYk)
]

=
n−1∑
m=1

m−1∑
k=0

∫

{l(n)=m}
(Yk − EYk)dP

=
n−2∑
k=0

n−1∑
m=k+1

∫

{l(n)=m}
(Yk − EYk)dP

=
n−2∑
k=0

∫

{l(n)>k}
(Yk − EYk)dP

=
n−1∑
k=0

∫

Ω
(Yk − EYk)dP−

n−1∑
k=0

∫

{l(n)≤k}
(Yk − EYk)dP.
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又由l(n)的定义有{l(n) < 0} = ∅, 故
n−1∑
k=0

∫

Ω
(Yk − EYk)dP−

n−1∑
k=0

∫

{l(n)≤k}
(Yk − EYk)dP

=
n−1∑
k=0

∫

Ω
(Yk − EYk)dP−

n−1∑
k=1

∫

{l(n)<k}
(Yk − EYk)dP−

n−1∑
k=0

∫

{l(n)=k}
(Yk − EYk)dP,

故

n−1∑
k=0

∫

Ω
(Yk − EYk)dP−

n−1∑
k=1

∫

{l(n)<k}
(Yk − EYk)dP−

n−1∑
k=0

∫

{l(n)=k}
(Yk − EYk)dP

=
n−1∑
k=0

E(Yk − EYk)−
n−1∑
k=1

E(Yk − EYk)P(l(n) < k)−
n−1∑
k=0

∫

{l(n)=k}
(Yk − EYk)dP

=
n−1∑
k=0

∫

{l(n)=k}
(EYk − Yk)dP.

从而

E
l(n)−1∑
k=0

(Yk − EYk) =
n−1∑
k=0

∫

{l(n)=k}
(EYk − Yk)dP,

因此有

∣∣∣E
l(n)−1∑
k=0

(Yk − EYk)
∣∣∣ =

∣∣∣
n−1∑
k=0

∫

{l(n)=k}
(EYk − Yk)dP

∣∣∣

≤
n−1∑
k=0

∫

{l(n)=k}
(E|Yk|+ |Yk|)dP

≤
n−1∑
k=1

∫

{l(n)=k}
(E max{U0, . . . , Un−1}+ max{U0, . . . , Un−1})dP

=
∫

n−1∑
k=0

{l(n)=k}
(E max{U0, . . . , Un−1}+ max{U0, . . . , Un−1})dP

= 2E(max{U0, . . . , Un−1}).

由条件3.1及引理3.4有

1
n

∣∣∣E
[ l(n)−1∑

k=0

(Yk − EYk)
]∣∣∣ ≤ 2

n
E max{U0, . . . , Un−1} → 0, (n →∞).

从而结论成立. ¤

定理 3.3 若条件3.1成立, 则

1
n

l(n)−1∑
k=0

(Yk − EYk) → 0, a.e..
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证明: 根据l(n)的定义有, 当τm < n ≤ τm+1 (m ≥ 0)时, 令l(n) = m, 故

l(n) = m ≤ τm < n ≤ τm+1,

从而l(n)/n < 1.

又由l(n)的定义, 当n →∞时, l(n) →∞, a.e..

令A = {l(n) →∞}, 则P(A) = 1, 从而对∀ω ∈ A, 都有l(n)(ω) →∞.

又由定理3.1, 对∀ω ∈ A都有

1
n

∣∣∣
l(n)(ω)−1∑

k=0

(Yk(ω)− EYk)
∣∣∣ =

l(n)(ω)
n

· 1
l(n)(ω)

∣∣∣
l(n)(ω)−1∑

k=0

(Yk(ω)− EYk)
∣∣∣

≤ 1
l(n)(ω)

∣∣∣
l(n)(ω)−1∑

k=0

(Yk(ω)− EYk)
∣∣∣ → 0,

从而
1
n

l(n)−1∑
k=0

(Yk − EYk) → 0, a.e.. ¤

推论 3.1 若条件3.1成立, 则

1
n

{ l(n)−1∑
k=0

(Yk − EYk)− E
l(n)−1∑
k=0

(Yk − EYk)
}
→ 0, a.e..

证明: 由定理3.2和定理3.3有

1
n

∣∣∣
l(n)−1∑
k=0

(Yk − EYk)− E
l(n)−1∑
k=0

(Yk − EYk)
∣∣∣

≤ 1
n

∣∣∣
l(n)−1∑
k=0

(Yk − EYk)
∣∣∣ +

1
n

∣∣∣E
l(n)−1∑
k=0

(Yk − EYk)
∣∣∣ → 0, a.e..

故结论成立. ¤

§4. 大数定律

定理 4.1 若对∀ k ≥ 0, 都存在常数c, 使得D(Yk) ≤ c, 则{Yk, k ≥ 0}满足大数定理.

证明: 由引理3.2知{Yk, k ≥ 0}相互独立, 从而由切贝雪夫不等式, 对∀ ε > 0有

P
{∣∣∣ 1

n

n−1∑
k=0

(Yk − EYk)
∣∣∣ ≥ ε

}
≤ 1

n2ε2
D

( n−1∑
k=0

Yk

)

=
1

n2ε2

n−1∑
k=0

D(Yk) ≤ c

nε2
→ 0,

于是定理成立. ¤
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引理 4.1 [9] 若马氏双链{(Xn, ξn), n ≥ 0}是不可约、正常返的, 且E(τ2
1 ) < ∞, 则

1
n

n−1∑
k=0

E(Yk − EYk)2 → ν2,

其中ν为常数.

定理 4.2 若马氏双链{(Xn, ξn), n ≥ 0}是不可约、正常返的, 且E(τ2
1 ) < ∞, 则

{Yk, k ≥ 0}满足大数定理.

证明: 由条件及引理4.1知

1
n

n−1∑
k=0

E(Yk − EYk)2 → ν2,

又{Yk, k ≥ 0}相互独立, 从而由切贝雪夫不等式, 对∀ ε > 0有

P
{∣∣∣ 1

n

n−1∑
k=0

(Yk − EYk)
∣∣∣ ≥ ε

}
≤ 1

n2ε2
D

( n−1∑
k=0

Yk

)

=

1
n

n−1∑
k=0

E(Yk − EYk)2

nε2
→ 0,

故定理成立. ¤

下面恒设~ξ是时齐的马氏链, ∀m ≥ 0, fm ≡ f .

引理 4.2 若~ξ是时齐的马氏链, ∀m ≥ 0, fm ≡ f , 则{Yk, k ≥ 0}是(Ω,=, P)上的独立

同分布的随机变量列.

证明: 独立性已经由引理3.2证明了, 下只证同分布性.

由引理2.1知, {(Xn, ξn), n ≥ 0}是齐次马氏链, 因此由强马氏性及P(Xτk
= x, ξτk

=

θ) = 1, 对∀ k ≥ 0有

P(Yk = a) =
∞∑

u=1

∞∑
n=k

P(τk = n, τk+1 − τk = u,

f(Xτk
, ξτk

) + · · ·+ f(Xτk+u−1, ξτk+u−1) = a)

=
∞∑

u=1

∞∑
n=k

∫

{τk=n}
P(τk+1 − τk = u,

f(Xτk
, ξτk

) + · · ·+ f(Xτk+u−1, ξτk+u−1) = a|ℵτk
)dP

=
∞∑

u=1

∞∑
n=k

∫

{τk=n}
P(τk+1 − τk = u,

f(Xτk
, ξτk

) + · · ·+ f(Xτk+u−1, ξτk+u−1) = a|Xτk
, ξτk

)dP

=
∞∑

u=1

∫

{τ0=0}
P(τ1 = u,

f(X0, ξ0) + f(X1, ξ1) + · · ·+ f(Xu−1, ξu−1) = a|X0, ξ0)dP

=
∞∑

u=1
P(τ1 = u, f(X0, ξ0) + f(X1, ξ1) + · · ·+ f(Xu−1, ξu−1) = a).

《
应
用
概
率
统
计
》
版
权
所
用



第四期 李明亮 刘再明: 随机环境中马氏链的大数定律和强大数定律 423

从而结论成立. ¤

令

Sn =
1

n + 1

n(n+3)/2∑
k=n(n+1)/2

Yk, n ≥ 0.

引理 4.3 {Sn, n ≥ 0}是(Ω,=, P)上的独立随机变量列.

证明: 由引理3.2知, {Yk, k ≥ 0}是(Ω,=, P)上的独立随机变量列, 从而{Sn, n ≥ 0}也
是(Ω,=, P)上的独立随机变量列. ¤

定理 4.3 若~ξ是时齐的马氏链, ∀m ≥ 0, fm ≡ f , 且DY0 < ∞, 则

(P) lim
n→∞

1
n

n−1∑
m=0

( Sm

m + 1
− ESm

m + 1

)
= 0,

这里(P) lim
n→∞表示依概收敛.

证明: 由条件及引理4.2知, {Yk, k ≥ 0}是(Ω,=, P)上的独立且同分布的随机变量列,

又由引理4.3及切比雪夫不等式, 对∀ ε > 0有

P
{ 1

n

∣∣∣
n−1∑
m=0

( Sm

m + 1
− ESm

m + 1

)∣∣∣ ≥ ε
}

≤
D

( n−1∑
m=0

Sm

m + 1

)

n2ε2

=

n−1∑
m=0

DSm

(m + 1)2

n2ε2
=

n−1∑
m=0

1
(m + 1)2

m∑
k=0

DYk

n2ε2

=

n−1∑
m=0

1
m + 1

1
m + 1

m∑
k=0

DYk

n2ε2

=

n−1∑
m=0

DY0

m + 1
n2ε2

≤ DY0

nε2
→ 0,

故结论成立. ¤
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In this paper, we primarily study the strong law of large numbers and the law of large numbers of

some special functions for Markov chains in unidirectional infinitely Markovian environments, and give

some sufficient conditions on the jointly Markov chains and the sample function of the jointly Markov

chains.
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