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摘 要

本文首先研究了涉及两种货币市场的Hull-White随机利率模型. 以此为基础, 本文给出了交叉

货币百慕大式互换期权的定价公式. 由于无法得到显式定价公式, 我们使用了Least Squared Monte-

Carlo (LSM)算法来确定期权的最优执行时刻. 最后本文给出了数值计算方面的结果.
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§1. 引 言

自20世纪90年代以来, 随着全世界范围内金融业的发展, 金融风险与日俱增, 尤其以利

率风险和汇率风险最为突出. 目前, 它们已经成为各种金融市场参与者所面临的最严重的

金融风险之一. 为了更加有效的管理和对冲这些风险, 市场上出现了大量以利率和汇率为

标的物的金融衍生工具. 利率互换期权(Swaption)是其中交易量很大的一类产品.

利率互换是指交易双方通过协议, 同意以一定的名义本金(Notional Principal)为基础,

在一系列预先确定结算日交换不同计息方式所产生的利息. 而互换期权是一种以利率互换

为标的物的期权合同. 它规定, 期权买方有权利(而无义务)在将来与期权卖方进行一项指定

的利率互换. 为得到这个权利, 期权买方需付给卖方一笔期权费, 作为在未来可以行使互换

合约的成本. 由于期权买方未来可以选择是否按照事先约定的条件进行互换, 互换期权为

金融机构与企业进行资产管理提供了很大的灵活性. 按照买方执行期权的时点, 互换期权

大致可分为以下三类:

• 欧式互换期权(European Swaption): 买方仅能在期权到期日决定是否履行利率互换

合同;

• 美式互换期权(American Swaption): 买方可在期权到期日前的任一时点, 决定是否

履行利率互换合同;

• 百慕大式互换期权(Bermudan Swaption): 系介于欧式与美式合约间的方式, 买方能

在期权有效期内指定的一些离散时点, 决定是否履行利率互换合同.

截止2009年6月底, 全球利率互换期权的市值已达到了14140亿美元. 同时, 由于这类产

品的结构比较复杂, 所以对于它们的定价一直是业界和学术界所关心的问题, 也已经产生
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了许多研究结果. Reiner (1992)首次给出了固定利率下的双币种欧式期权的精确定价公式.

Flesaker (1996)研究了各种以利率为标的物的奇异期权的定价问题. Andersen (1998)基于

多因子利率市场模型对百慕大式互换期权的定价进行了研究, 并给出了数值计算方面的结

果.

本文利用Hull-White随机利率模型研究了涉及两种货币的百慕大式互换期权的定价

问题. 为此, 我们首先将Hull-White模型推广到了两种货币市场的情形. 因为在国内市场

和国外市场中存在各自的风险中性测度, 我们给出了两种不同测度间的测度变换公式. 进

而在保证市场无套利的条件下, 得到了国内短期利率、国外短期利率和汇率在同一个测度

下的随机微分方程. 由于对百慕大式期权一般无法得到显式定价公式, 我们使用了Least

Squares Monte-Carlo (LSM)算法来确定期权的最优执行时刻, 最后给出数值计算方面的结

果.

§2. 多货币债券市场

设(Ω,F ,F, P)是一个完备的滤过空间, F = (Ft, t ≥ 0)满足通常条件, P为客观概率测

度. 设当前时刻为0, T是未来的一个充分大的时刻, 0 = T0 < T1 < · · · < Tn ≤ T是一列给

定的未来的时刻. 为了记号方便, 不妨设它们是等时间间隔的, 即δ = Ti+1 − Ti. 本文中所

出现的随机过程均为(Ω,F ,F, P)上的连续半鞅.

2.1 零息票债券

在我们的模型中, 存在两种货币: 一种是国内货币, 不妨称为人民币; 另一种是外币,

不妨称为美元. 设X为人民币兑换美元的即期汇率. 也就是说, 在任意时刻t ≥ 0, 1单位人

民币等于X(t)单位美元. 显然, X是一个严格正的过程.

对任意T ∈ [0, T ]及t ≤ T , 设P1(t, T )为在T时到期的, 人民币零息票债券在t时的价格.

所谓零息票债券, 是指不支付利息的债券. 这种债券通常以低于其票面价值的价格发行, 到

期一次性支付给债券持有者其票面价值. 为了方便起见, 不妨设市场上所有零息票债券的

票面价值为1. 那么一个自然的要求是

0 ≤ P1(t, T ) < 1 (人民币), 0 ≤ t < T.

同时, 设P2(t, T )为在T时到期的, 美元零息票债券在t时的价格, 它们也满足

0 ≤ P2(t, T ) < 1 (美元), 0 ≤ t < T.

与付息债券相比, 零息票债券结构更加简单. 而且, 通过零息票债券, 我们可以完全确

定债券市场上利率的期限结构. 因此, 在我们的模型中, 我们把人民币和美元零息票债券作
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为市场上的基础证券. 利用零息票债券, 我们可以定义市场上的LIBOR利率(或称简单利

率).

定义 2.1 任意0 ≤ t ≤ T ≤ T , 在人民币市场上, [t, T ]间的LIBOR利率为

L1(t, T ) =
1

T − t

( 1
P1(t, T )

− 1
)
. (2.1)

类似的, 我们定义美元市场上的LIBOR利率为

L2(t, T ) =
1

T − t

( 1
P2(t, T )

− 1
)
, t ≤ T.

除了零息票债券外, 我们模型中的基础证券还包括人民币和美元的银行账户过程, 分

别记为B1和B2. 它们满足

dB1(t) = B1(t)r1(t)dt, B1(0) = 1 (人民币)

和

dB2(t) = B2(t)r2(t)dt, B2(0) = 1 (美元),

其中, r1和r2分别为人民币和美元市场上的无风险瞬时短期利率(short rate). 以后, 我们将

人民币和美元债券市场分别记为(P1(·, T ), B1)和(P2(·, T ), B2).

2.2 多货币的Hull-White利率模型

我们的模型建立在以下假设的基础上:

(A1) 在人民币市场上, 选取B1为计价单位时, 存在风险中性测度Q1, 使得(P1(·, T ),

B1)无套利, 即任意T ∈ [0, T ], P1(·, T )/B1均为Q1下的局部鞅. 同时, 在Q1下, r1满足方程

dr1(t) = [θ1(t)− a1r1(t)]dt + σ1dW 1(t), (2.2)

其中, W 1是Q1下的1-维布朗运动, a1, σ1 ∈ R1
+. θ1的形式比较复杂, 如果令f1(0, T ) =

−∂P1(0, T )/∂T , 那么

θ1(t) =
∂f1(0, t)

∂t
+ a1f1(0, t) +

σ2
1

2a1
(1− e−2a1t). (2.3)

(A2) 在美元市场上, 选取B2为计价单位时, 存在另一个风险中性测度Q2, 使得

(P2(·, T ), B2)无套利. 同时, 在Q2下, r2满足方程

dr2(t) = [θ2(t)− a2r2(t)]dt + σ2dW 2(t), (2.4)

其中, W 2是Q2下的1-维布朗运动. 〈W 1,W 2〉t = ρt, 0 ≤ ρ ≤ 1. a2, σ2 ∈ R1
+. θ2(t)的定义与

θ1(t)相似, 只是将(2.3)式中人民币市场中的变量替换为美元市场中对应的变量.
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(A3) 在Q2下, X满足方程

dX(t) = X(t)(µ(t)dt + σdW 2(t)),

µ : Ω× [0, T ] → R1是一个适应的随机过程, σ ∈ R1
+.

在(A1)和(A2)中, 我们选择了在实际中应用非常广泛的Hull-White随机利率模型来模

拟人民币和美元短期利率. 在这个模型中, 许多常见的利率衍生产品都有显式的定价公式,

从而使得模型在更易于矫正和应用. 但是, 注意在涉及两种货币时, r1和r2处在不同的风险

中性测度下. 为了保证债券市场(P1(·, T ), B1;P2(·, T ), B2)是无套利的, 我们需要利率和汇

率之间满足一定的约束条件.

定理 2.1 在假设(A1)-(A3)下, 市场(P1(·, T ), B1;P2(·, T ), B2)是无套利的, 当且仅

当

µ(t) = r2(t)− r1(t).

证明: 首先, 我们考虑充分性. 如果我们选择美元作为统一的货币单位, 那么市

场上基础证券变为(P1(·, T )X, B1X;P2(·, T ), B2). 根据市场无套利的定义, 我们需要证明

在Q2下, P1(·, T )X/B2, B2X/B2均为局部鞅. 首先, 在Q2下有

d
(B1(t)X(t)

B2(t)

)
=

B1(t)X(t)
B2(t)

[(r2(t)− r2(t) + µ(t)) + σdW 2(t)], (2.5)

所以当µ(t) = r2(t)− r1(t)时, B1X/B2是Q2下的鞅.

另一方面, 这意味着在美元市场上, 我们可以选择B1X作为新的计价单位, 这等价于在

人民币市场上选择B1为计价单位. 注意到B1所对应的风险中性测度为Q1, 所以由Geman

et al. (1995)中的计价单位变换公式得

dQ1

dQ2

∣∣∣
Ft

=
B1(t)X(t)
B2(t)X(0)

, 0 ≤ t ≤ T . (2.6)

由于已知P1(·, T )/B1是Q1下的局部鞅, 那么根据Girsanov定理, P1(·, T )X/B2是Q2下的局

部鞅.

必要性可以直接从(2.5)式得到. ¤
利用定理2.1, 我们可以在统一的风险中性测度下得到人民币和美元零息票债券的价格

过程.

定理 2.2 假设(A1)-(A3)成立时, 在Q1下, 人民币零息票债券的价格为

P1(t, T ) = A1(t, T )e−B1(t,T )r1(t), t ≤ T, (2.7)

其中

B1(t, T ) =
1− e−a1(T−t)

a1
,

A1(t, T ) =
P1(0, T )
P1(0, t)

exp
{

B1(t, T )f1(0, t)− σ2
1

4a1
(1− e−2a1t)B1(t, T )2

}
.
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美元零息票债券的价格为

P2(t, T ) = A2(t, T )e−B2(t,T )r2(t), t ≤ T, (2.8)

其中

B2(t, T ) =
1− e−a2(T−t)

a2
,

A2(t, T ) =
P2(0, T )
P2(0, t)

exp
{

B2(t, T )f2(0, t)− σ2
2

4a2
(1− e−2a2t)B2(t, T )2

+
σσ2

a2
[(T − t)−B2(t, T )]

}
.

证明: 利用Hull & White (1990)第二节中的结论,我们可以直接得到在Q1下人民币零

息票债券的价格为(2.7)式. 下面我们考虑美元债券. 首先, 由(2.5)式, (2.6)式及Girsanov定

理, 在本地风险中性测度Q1下有

dr2(t) = [θ̃2(t)− a2(t)r2(t)]dt + σ2(t)dW̃ 2(t),

其中, W̃ 2(t) = W 2(t)− σt, 是Q1下的1-维布朗运动. θ̃2(t) = θ2(t) + σσ2. 这与经典的Hull-

White模型的形式是相同的. 所以, 我们可以再次利用Hull & White (1990)第二节中的方

法, 得到美元零息票债券的价格为(2.8)式. ¤

2.3 交叉货币百慕大式互换期权

下面我们来考虑一个同时涉及人民币和美元的百慕大式互换期权合同. 设期权买方持

有人民币名义本金N1, 期权卖方持有美元名义本金N2, 0 < T1 < · · · < Tn−1是一列预先确

定的未来的执行日. 互换期权买方可以选择{T1, . . . , Tn−1}中的任意一个时刻Ti执行期权,

从而进行一个自Ti开始, 到Tn结束的利率互换. 如果期权在Ti时被执行, 那么首先, 交易双

方在互换开始和结束时都要交换本金; 其次, 在接下来的每个Tj , i + 1 ≤ j ≤ n, 期权买方

需支付的利息为N1δL1(Tj−1, Tj), 收到期权卖方支付的利息为N2δL2(Tj−1, Tj). 如果使用

人民币为统一的货币, 那么买方在Ti时执行期权的收益为

[ N2

X(Ti)
−N1

]
+

[(
N1 − N2

X(Tn)

)
e
− ∫ Tn

Ti
r1(s)ds

]

+
{N2[P2(Ti, Ti)− P2(Ti, Tn)]

X(Ti)
−N1[P1(Ti, Ti)− P1(Ti, Tn)]

}
, (2.9)

其中, 第一项为互换开始时互换本金产生的收益; 第二项为互换结束时互换本金产生的收

益, 所以要将其折现到Ti; 第三项是互换利息产生的收益.

直观地, 因为存在多个可能的执行日期, 所以期权买方在每一个执行日, 必须决定是

执行期权还是继续等待. 这个决定依赖于以下两项的比较: 期权立即执行可以得到的回
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报(即期执行价值)和在未来执行得到的回报(继续持有价值). 因此, 要计算期权的价值必须

确定最优的执行策略, 而最优执行策略与继续持有期权价值的估计有关. 同一般的百慕大

期权类似, 此期权一般无法得到显式的定价公式, 因此在下一节我们利用最小二乘蒙特卡

洛(Least Square Monte-Carlo)模拟算法, 简称为LSM算法, 来确定最优执行时刻进而得到

该期权的定价.

§3. 数值算法

3.1 LSM算法

在为百慕大式期权定价时, 我们需要在每个可以行权的时刻比较期权的即期执行价值

和继续持有价值. 对期权买方而言, 执行期权的价值是是已知的, 即为(2.9)式. 但是继续持

有期权的价值则是未知的. 对任意t < s, 我们用C(ω, s, t)表示期权只在t之后执行, 而且总

遵循t之后的最优策略执行时, 在s时刻所产生的收益. 那么由风险中性定价可知, 在Ti时继

续持有一个百慕大式期权的价值为

F (ω, Ti) = EQ1
[ n−1∑

j=i+1
exp

{
−

∫ Tj

Ti

rd(ω, s)ds
}

C(ω, Tj , Ti)
∣∣∣FTi

]
.

为了确定继续持有期权的价值, 我们使用Langsdaff & Schwarz (2001)提出的LSM算法来

估计这个条件期望. 为此, 我们首先以一个比较简单的百慕大式股票期权为例解释一

下LSM算法.

考虑一个关于无红利股票的百慕大式看跌期权, 执行价格为1.10, 现在时刻为t = 0, 期

权可以在t = 1, 2, 3时执行. 现在股票的价格为1.00, 无风险利率为6%. 表1中模拟了8条风

险中性测度下的股票价格路径.

表1 股票价格路径

Path t = 0 t = 1 t = 2 t = 3

1 1.00 1.09 1.08 1.34

2 1.00 1.16 1.26 1.54

3 1.00 1.22 1.07 1.03

4 1.00 0.93 0.97 0.92

5 1.00 1.11 1.56 1.52

6 1.00 0.76 0.77 0.90

7 1.00 0.92 0.84 1.01

8 1.00 0.88 1.22 1.34
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首先, 考虑期权只在t = 3时执行, 那么路径3, 4, 6, 7将会带来正的收益, 分别为0.07、

0.18、0.20、0.09.

接下来, 考虑期权可以在t = 2和t = 3两个时刻执行, 那么期权持有者需要在t = 2时

考虑执行期权还是继续持有. 如果执行期权, 会有5条路径带来正的收益, 我们需要估计在

这些路径上继续持有期权的价值. 设X为t = 2时的股票价格, Y为t = 3时执行期权得到的

收益折现到t = 2时的数值, 如表2所示. 为了估计在t = 2时继续持有期权的价值, 我们选

择1, X, X2为基函数, 用最小二乘法估计条件期望, 得到

E[Y |X] = −1.070 + 2.983X − 1.813X2.

有了估计出的条件期望后, 我们就可以比较在t = 2时执行期权还是继续持有期权更有利,

如表3所示. 可以看出, 在路径4, 6和7上, t = 2时执行期权是更好的选择.

表2 t = 2时的估计

Path Y X

1 0.00× 0.942 1.08

2 - -

3 0.07× 0.942 1.07

4 0.18× 0.942 0.97

5 - -

6 0.20× 0.942 0.77

7 0.09× 0.942 0.84

8 - -

表3 t = 2时的决策

Path 执行 持有

1 0.02 0.0369

2 - -

3 0.03 0.0461

4 0.13 0.1176

5 - -

6 0.33 0.1520

7 0.26 0.1565

8 - -

用同样的步骤, 我们可以继续考虑在t = 1的策略, 从而得到各条路径的最优执行时刻.
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表4列出了各条路径在最优执行策略下的收益. 我们把各条路径的收益折现到0时刻, 然后

取平均可以得到这个百慕大式看跌期权的价格为0.1144.

表4 最优执行时刻

Path t = 1 t = 2 t = 3

1 0.00 0.00 0.00

2 0.00 0.00 0.00

3 0.00 0.00 0.07

4 0.17 0.00 0.00

5 0.00 0.00 0.00

6 0.34 0.00 0.00

7 0.18 0.00 0.00

8 0.22 0.00 0.00

3.2 数值结果及分析

利用LSM算法, 我们可以按照以下步骤计算我们在2.3节中介绍的交叉货币百慕大式互

换期权的价格:

1. 在Q1下产生M条r1, r2和X的路径;

2. 在每个执行日Ti, i = 1, . . . , n − 1, 利用(2.7)式和(2.8)式计算出零息票债券的价格,

进而用(2.9)式确定在各时刻互换期权的执行价值;

3. 利用LSM算法, 从Tn−1开始, 向前逐步确定在各条路径上继续持有期权的价值和最

优执行时刻;

4. 将期权在各条路径上产生的收益折现到当前时刻, 取平均后得到期权当前的价值.

注意, 在产生利率和汇率的路径时, 我们需要对零息票债券的价格求导以便确定θ1和θ2. 但

是, 在市场中我们只能得到一些期限固定的债券的价格, 如表5和表6所示. 所以, 我们首先

利用三次样条方法拟合表5和表6中的数据, 得到完整的P1(0, T )和P2(0, T )曲线.

表5 t = 0时人民币零息票债券价格

1年 2年 3年 4年 5年 10年

0.984535 0.967418 0.891253 0.860518 0.823475 0.698052

表6 t = 0时美元零息票债券价格

1年 2年 3年 4年 5年 6年

0.998024 0.992957 0.967856 0.934795 0.900951 0.86265

7年 8年 9年 10年 15年 20年

0.813976 0.772091 0.736929 0.700684 0.53385 0.415994
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下面是我们的数值结果. 我们模拟了一个长度为4年, 每半年交换一次利息的互换期

权. 表7–表9显示了不同参数取值时期权在t = 0的价值, 单位为人民币, 我们主要考察了

各种波动率和市场相关性对期权价格的影响. 其他参数的取值为: r1(0) = a1 = 5.00%,

r2(0) = a2 = 3.00%, X(0) = 0.15, N1 = 6500, N2 = 1000.

表7 σ = ρ = 0.20

σ1 = 0.20 σ1 = 0.40 σ1 = 0.60 σ1 = 0.80

σ2 = 0.20 340.92 326.35 200.93 100.27

σ2 = 0.40 437.21 411.75 288.55 183.82

σ2 = 0.60 575.38 528.90 405.58 293.36

σ2 = 0.80 689.41 648.93 520.25 415.41

表8 σ1 = σ2 = ρ = 0.20

σ = 0.20 σ = 0.40 σ = 0.60 σ = 0.80

340.92 524.29 701.53 910.50

表9 σ1 = σ2 = σ = 0.20

ρ = −0.60 ρ = −0.40 ρ = −0.20 ρ = 0.00 ρ = 0.20 ρ = 0.40 ρ = 0.60

370.73 359.00 352.30 347.4080 340.92 331.51 318.80

从以上数值结果中, 我们可以得到下面几个结论: 首先, 期权价值随人民币短期利率波

动率的增大而减小, 随美元短期利率利率波动率的增大而增大. 这是在因为我们模拟的期

权是支付人民币利息, 收到美元利息的. 其次, 期权价值随汇率波动率的增大而增大. 而且,

与利率波动相比, 汇率波动对期权价格的影响更加明显. 最后, 随着两种利率相关系数的增

大, 期权价值是下降的. 这是因为当两个市场上利率的变化趋于一致时, 交换利息给期权买

方带来的预期收益将是逐渐减小的.
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This paper extends Hull-White interest rate model to cover cross-currency case. In the extended

model we discuss valuation of cross-currency Bermudan swaptions. Since the closed-form pricing formula

is hard to obtain, we apply the Least Squared Monte-Carlo approach to find the optimal exercising time.

Some numerical results with different parameters are presented.
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