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摘 要

本文对既有择优连接, 又有随机连接的网络(简称混合连接网络)进行了研究. 基于马氏链理论,

本文给出它们度分布稳定性存在的严格证明, 并且得到相应网络的度分布和度指数的精确表达式. 特

别, 在连接规则中只要存在择优成分, 网络度分布就服从幂律分布即所得网络为无标度网络, 且度指数

随着择优连接在连接规则中所占比例的变化而变化.
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§1. 引 言

自然界中存在的大量复杂系统, 如社会、生物、通讯系统等都可以用网络来描述. 其中

结点是系统中的元素, 边代表元素之间的相互作用或连接. 如因特网中的结点代表网页, 边

表示网页之间的超连接; 商业网络中节点代表公司, 边表示它们之间各种商业关系等.

网络作为一门科学, 到目前为止, 经历了三个阶段. 首先, 欧拉开创了图论学科. 其次,

二十世纪中叶, Erdös和Rényi引入了随机图论[1], 再者就是近年来由Watts和Strogatz(1998)

提出的小世界网络以及Barbási和Albert(1999)提出的无标度网络而产生的复杂网络.

很多现实网络如因特网、演员合作网络[3, 4]等, 研究发现具有度数为k的结点在网络中

所占份额衰减服从幂律分布P (k) ∼ k−γ , 其中γ为独立于网络规模的常数, 这个结果说明

很多大规模的网络自组织成无标度(scale-free)网络. 为了说明无标度性产生的内在机制:

增长和择优. Barbási和Albert提出了著名的BA模型[3], 通过计算机模拟得到γ = 2.9± 0.1,

在[4]中通过平均场方法启发式地得到γ = 3. BA模型文章的发表立刻引起了科学界研究复

杂网络的热潮, 至今已有数以百计的模型被提出和研究. 而后, Krapivsky et al. (2000)用率

方程方法, Dorogovtsev et al. (2000)用主方程方法分别研究了BA模型都得到了与平均场方

法相同的结果.
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Liu et al. (2002)认为现实中很多网络的连接规则既不是完全随机连接, 又不是完全择

优连接, 而是介于这两者之间的某种混合连接. 为此他们提出混合连接的网络模型: 新结

点与旧结点i相连的概率与(1− p)ki + p成正比, 即

Π(ki) =
(1− p)ki + p∑

j
[(1− p)kj + p]

,

其中, 0 ≤ p ≤ 1表示新结点在旧结点中随机连线的概率, 以概率1− p新结点在旧结点中择

优选择结点i. 当p = 0时退化为BA模型, 当p = 1时退化为随机连接模型度分布为指数分

布. 当0 < p < 1他们认为产生一个介于无标度和随机网络之间的网络.

本文将首次利用马氏链方法研究混合连接的增长网络, 给出它们度分布稳定性存在的

严格证明, 并且得到相应网络度分布的精确表达式. 特别,发现当连接规则中只要存在择优

成分(p < 1), 网络度分布就是幂律分布, 且度指数随p的变化而变化.

§2. 模型描述

设初始网络有m0个结点, 度数之和为N . 每单位时间增加一个新结点和m条从这个结

点出发的新连线, 为了包含随机和择优, 构造新结点选择旧结点i的概率Π与(1− p)ki + p成

正比, 即

Π(ki) =
(1− p)ki + p∑

j
[(1− p)kj + p]

,

其中0 ≤ p ≤ 1, 表示新结点在旧结点中随机连线的概率, 以概率1− p新结点在旧结点中择

优选择结点. 从而, t时刻网络中共m0 + t个结点, 总度数之和为N + 2mt.

令ki(t)表示i时刻加入的结点在t时刻的度数, 易知, {ki(t)} (t = i, i + 1, . . .)是非齐次

马氏链, 令P (k, i, t) = P{ki(t) = k}, 由模型的构造, {ki(t)} (t = i, i + 1, . . .)的初始分布

为P (k, i, i) = δkm, 其中δmm = 1; 当k 6= m时, δkm = 0, 转移概率为

P{ki(t + 1) = l|ki(t) = k} =





1− m[(1− p)k + p]
(1− p)(N + 2mt) + p(m0 + t)

l = k;

m[(1− p)k + p]
(1− p)(N + 2mt) + p(m0 + t)

l = k + 1;

0 其它.

(2.1)

§3. 度分布

对任一结点一加入网络度数即为m, 从而网络中结点的度数最小为m, 且结点的度数总

是增加的. 要考虑度数为m的结点在网络总结点中所占的份额, 只需考虑那些加入网络以
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后任何时间步都不增加连线的结点. 记

P (k, t) =
1
t

t∑
i=1

P (k, i, t),

从而可得到如下引理:

引理 3.1 P (m) = lim
t→∞P (m, t)存在, 与初始网络无关, 且有

P (m) =
2m− (2m− 1)p

m2 + 2m− (m2 + m− 1)p
> 0.

证明: 由网络构造可知, 结点i在刚加入网络的度数为m (即P (m, i, i) = 1), 有

P (m, i, t + 1) = P (m, i, t)
{

1− m[(1− p)m + p]
(1− p)(N + 2mt) + p(m0 + t)

}
(1 ≤ i ≤ t),

P (m, t + 1) =
t

t + 1
P (m, t)

{
1− m[(1− p)m + p]

(1− p)(N + 2mt) + p(m0 + t)

}
+

1
t + 1

. (3.1)

(3.1)为一差分方程, 解得

P (m, t) =
1
t

t−1∏
i=1

{
1− m[(1− p)m + p]

(1− p)(N + 2mi) + p(m0 + i)

}

×
{

P (m, 1) +
t−1∑
l=1

l∏
j=1

{
1− m[(1− p)m + p]

(1− p)(N + 2mj) + p(m0 + j)

}−1}
.

令

xt = P (m, 1) +
t−1∑
l=1

l∏
j=1

{
1− m[(1− p)m + p]

(1− p)(N + 2mj) + p(m0 + j)

}−1
,

yt = t
t−1∏
i=1

{
1− m[(1− p)m + p]

(1− p)(N + 2mi) + p(m0 + i)

}−1
> t, t →∞,

则有P (m, t) = xt/yt,

xt+1 − xt =
t∏

j=1

{
1− m[(1− p)m + p]

(1− p)(N + 2mj) + p(m0 + j)

}−1
,

yt+1 − yt =
{

1 +
mt[(1− p)m + p]

(1− p)(N + 2mt) + p(m0 + t)

}

·
t∏

i=1

{
1− m[(1− p)m + p]

(1− p)(N + 2mi) + p(m0 + i)

}−1
> 0,

xt+1 − xt

yt+1 − yt
=

1
1 + mt[(1− p)m + p]/[(1− p)(N + 2mt) + p(m0 + t)]

→ 2m− (2m− 1)p
m2 + 2m− (m2 + m− 1)p

, t →∞.
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由Stolz定理得, P (m) = lim
t→∞P (m, t)存在, 且

P (m) = lim
t→∞P (m, t) = lim

t→∞
xt

yt
= lim

t→∞
xt+1 − xt

yt+1 − yt
=

2m− (2m− 1)p
m2 + 2m− (m2 + m− 1)p

. ¤

上述引理说明网络演化过程中所得度数为m的结点在总结点中所占的份额P (m)是参

数p的函数. 当p = 0时即为BA模型, P (m) = 2/(m + 2). 当p = 1时, P (m) = 1/(m + 1).

对于在t时刻度数为k (k > m)的结点, 在t− 1时刻的度数可能为k或k− 1, 即度数为k结

点可能是由度数为k的结点不增加连线和度数为k − 1的结点增加一条新连线而得到(因为

网络结点的度数不能减少). 因此, 可得如下引理:

引理 3.2 设k > m, 若P (k− 1) = lim
t→∞P (k− 1, t)存在且大于零, 则 lim

t→∞P (k, t)也存

在, 记为P (k), 且有

P (k) =
m(1− p)k + 2mp−m

m(1− p)k + 2m−mp + p
P (k − 1) > 0, (k > m). (3.2)

证明: 证明过程类似引理3.1. ¤
由引理3.2,我们可以得到P (k)和P (k−1)的关系式. 对于(3.2)式,当p = 0时,变为P (k)

= [(k − 1)/(k + 2)]P (k− 1); 当p = 1时, 变为P (k) = [m/(m + 1)]P (k− 1); 当0 < p < 1时,

可以化为

P (k) =
k − 1 + p/(1− p)

k + (2− p)/(1− p) + p/[m(1− p)]
P (k − 1).

由引理3.1和引理3.2, 及数学归纳法, 可得到下面定理:

定理 3.1 P (k) (k = m,m + 1, . . .)存在, 且当k ≥ m时, 有

P (k) =





2m(m + 1)
k(k + 1)(k + 2)

, p = 0;

Γ[k + p/(1− p)]
Γ[k + 1 + (2− p)/(1− p) + p/(m(1− p))]

· Γ[m + 1 + (2− p)/(1− p) + p/(m(1− p))]
Γ[m + p/(1− p)]

· 2m− (2m− 1)p
m2 + 2m− (m2 + m− 1)p

, 0 < p < 1;

1
m + 1

m

m + 1
k−m

, p = 1.

对于上式当p = 0时, 即为BA模型有

P (k) =
2m(m + 1)

k(k + 1)(k + 2)
∼ k−3,

所得度分布为幂律分布, 与[4–6]中解析结果和模拟一致; 当p = 1时度分布不是幂律分布,

从而所得网络不是无标度网络. 当0 < p < 1时, P (k) ∼ k−γ , 其中γ = 3 + p/[m(1− p)]. 从

而度分布是幂律分布, 即网络是无标度网络, 度指数γ = 3 + p/[m(1− p)]是新结点所带线

条数和随机所在线性连线规则中所占比例p的函数.
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§4. 结 论

对于连线规则, 如果是随机连线, 所得网络度分布不是幂律分布, 从而不是无标度网

络. 如果只有择优不含随机连线, 此时网络模型为著名的BA模型, 网络自组织演化所得网

络是度指数γ = 3的无标度网络. 在连接规则中只要存在择优成分, 所得网络的度分布服

从幂律分布, 但此时的度指数γ不再是常数, 而是新结点所带连线数m和随机连线所占比例

p的函数.

从上述分析可以看出对于上述连线规则只要含有择优因素, 所得网络的度分布就服从

幂律分布, 可产生无标度网络, 而非择优连线则会破坏无标度网络的产生. 从而, 验证了

Barbási等人在[3]中所述择优是产生无标度网络的一个必要条件.
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