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摘 要

考虑到在实际应用中, 运用变窗宽局部M-估计进行非参数估计时, 所收集到的数据有时并非独立

样本, 而可能是一些混合样本. 因此, 本文就观测数据为ρ混合过程的条件下, 讨论了变窗宽局部M-估

计的强相合性, 并给出两个具有较弱假设条件的定理.
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§1. 引 言

回归估计在金融、计量经济和控制系统理论等领域有着广泛的用途, 许多学者提出了

各种非参数回归方法, 其中局部多项式核回归估计已经被证明是一个有效的非参数回归方

法. 相对传统的核方法而言, 局部多项式核回归估计具有诸多优点, 如设计的自相适应性和

高的渐进效率等, 而且, 局部多项式核回归能够适应几乎所有的回归设计并且能有效的处

理好边界效应问题(见文献[1]、[2]).

然而, 局部多项式核回归估计方法的一个不足之处是缺乏稳健性. 又由于M-型回归估

计已经被证明具有良好的稳健性, 因此很多学者将局部多项式核回归估计与M-型回归估计

有效的结合, 从而得到了局部M-估计, 并且证明了局部M-估计也像局部多项式核回归估计

那样具有较好的渐进性质, 同时也能成功的处理边界效应问题(见文献[3]-[9]). 在独立样本

下, 文献[3]考察了多项式拟合的局部M-型估计的极大极小化收敛速度; 文献[4]和[5]证明了

局部M-回归估计能成功地处理边界效应问题且是有效的导数估计方法; 文献[6]在上述的

局部M-回归方法中嵌入了一个变窗宽并给出该回归方法的弱相合性和渐进正态性, 使得所

提出的估计方法能成功的处理空间非齐性曲线、异方差和高度非均匀设计. 在非独立样本

的情况下, 文献[7]研究了在观测数据为ρ混合过程和α混合过程的条件下, 局部M-估计的弱

相合性和渐进正态性; 文献[8]研究了在观测数据为混合时间序列(为α-混合过程)的条件下,

变窗宽局部M-估计的弱相合性、强相合性和渐进正态性; 文献[9]研究了观测数据为PA序

列和NA序列的条件下变窗宽局部M-估计的弱相合性和渐进正态性.
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在实际应用中, ρ混合过程是一类较为广泛的混合过程, 因此我们有必要讨论在该类混

合过程条件下局部M-估计的强相合性, 而就笔者所知, 很少有文献讨论ρ混合过程下变窗宽

局部M-估计的强相合性. 为此, 本文研究了在ρ混合过程条件下变窗宽局部M-估计的强相

合性, 通过对窗宽的收敛速度进行适当的控制, 文章在第二节给出了两个假设条件比较弱

的定理, 这一结果与文献[7]中的弱相合性相比有更大的理论价值. 下面先来了解一下变窗

宽局部M-估计的相关定义.

令(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)是来自密度函数为f(x, y)的总体(X, Y )的随机样本, fX(x)是

X的边缘密度. 本文考虑如下的回归函数: m(x) = E(Y |X = x), x ∈ R. 为简单起见, 本文

主要研究局部线性拟合的情况, 而对于局部多项式拟合的情况只要运用类似的方法就可得

到同样结论. 文献[6]给出如下准则: 求a和b以满足以下局部估计方程组




n∑
i=1

ψ(Yi − a− b(Xi − x))α(Xi)K
(Xi − x

h
α(Xi)

)
= 0,

n∑
i=1

ψ(Yi − a− b(Xi − x))
Xi − x

h
α(Xi)K

(Xi − x

h
α(Xi)

)
= 0,

(1.1)

其中, K(·)是核函数; h是一正数列, 且h → 0 (n → ∞); α(·)是反映在每一数据点磨光
程度可以变化的非负函数, 并称h/α(Xi)为变窗宽; ψ(·)是某抗异常值的函数g(·)的导数;

m(x)和m′(x)的M-型估计则分别定义为方程组(1.1)的解â和b̂, 并分别用m̂n(x)和m̂′
n(x)来

表示.

§2. 假设与主要结论

定义 2.1 记

ρ(n) := sup
k∈N

sup
X∈L2(Fk

1 )Y ∈L2(F∞k+n)

|E(X − EX)(Y − EY )|√
VarXVarY

,

其中Fb
a = σ{{Xi, Yi}b

i=a}. 称过程{Xi, Yi}∞i=1是ρ混合的, 如果有ρ(n) → 0, n →∞.

对给定的点x0, 全文采用如下的符号和假设:

(A1) 核函数K(·)是一连续的概率密度函数, 并且具有有界支撑, 比如[−1, 1]. 对l ≥ 0,

令sl :=
∫

ulK(u)du;

(A2) α∗ := min
x

α(x), α(x)有界且在x0点连续;

(A3) 回归函数m(·)在点x0有连续二阶导数;

(A4) 窗宽序列满足: 当n →∞时, h → 0且nh → +∞;

(A5) E[ψ(ε)|X = x] = 0, 其中ε = Y −m(X);

(A6) 设计密度fX(·)在x0处连续且fX(x0) > 0;

(A7) 函数ψ(·)连续且几乎处处有导数ψ′(·). 进一步的, 假设ψε(x) = E[ψ′(ε)|X = x]

在x0处连续且是正的, E[ψ(ε)|X = x]在x0处连续;
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(A8) 在点x0的领域U(x0, δ)内一致的满足:

E
[

sup
|z|≤δ

|ψ(ε + z)− ψ(ε)− ψ′(ε)z| |X = x
]

= o(δ), δ → 0;

(A9) 设{Xi, Yi}∞i=1是一个平稳的ρ混合过程, 且存在θ > 0, 使ρ(n) = O(n−θ).

注记 1 (1)条件(A1)-(A8)与文献[6]中在独立样本情形下所给的条件是一致的, 正如

文献[6]所指出的, 条件(A1)-(A8)是适当的且满足很多应用的需要. 这是因为上述条件不需

要ψ(·)的单调性和有界性, 至于核函数K(·)的有界支撑的限制也不是本质的, 它只是用来避

免复杂的证明, 如果对K(·)的尾部提出必要的限制条件的话则可以去掉它的有界支撑限制;

(2) 这里对于ρ-混合系数的要求要比文献[7]弱得多, 在文献[7]中要求ρ-混合系数满足
∑
n

ρ(n) < +∞, 而本文只要求存在θ > 0, 使ρ(n) = O(n−θ).

本文的主要结论如下.

定理 2.1 设条件(A1)-(A9)成立, 又设: (1) M1,M2 > 0, 使得{|ψ(ε)| |X = x} ≤ M1,

{|ψ′(ε)| |X = x} ≤ M2; (2) 存在1 > λ > 0, 使nh = O(nλ), 则

{m̂n(x0)−m(x0), h(m̂′
n(x0)−m′(x0))} → 0, a.s..

定理 2.2 设条件(A1)-(A9)成立,又设: (1)存在r1, r2 > 1,使E[|ψ(ε)|r1 |X = x] < ∞,

E[|ψ′(ε)|r2 |X = x] < ∞; (2) λ满足1/r < λ < 1, 且nh = O(nλ), 其中r = min{r1, r2},
则{m̂n(x0)−m(x0), h(m̂′

n(x0)−m′(x0))} → 0, a.s..

注记 2 在ρ-混合过程的情况下, 我们通过对窗宽进行适当的选取, 从而弱化了对随

机误差项矩的阶数的要求. 这一结果与文献[7]中的弱相合性相比, 不仅降低了对ρ混合系数

收敛速度的要求, 而且具有更大的理论价值.

§3. 定理的证明

为了书写方便, 本文采用如下符号:

αi = α(Xi), Ki = K
(Xi − x0

h
α(Xi)

)
, R(Xi) = m(Xi)−m(x0)−m′(x0)(Xi − x0).

并且为使证明过程更加流畅, 本文用记号“¿”表示通常的大“O”.

引理 3.1 [10] 设{Xi : i ≥ 1}为ρ混合序列, 存在某个θ > 0使ρ(n) = O(n−θ). 又

设EXi = 0, E|Xi|q < ∞ (其中q > 1). 则对任意整数m ≥ 1, 存在正常数C(m)使, 当1 < q ≤
2时, 有

E
∣∣∣

n∑
i=1

Xi

∣∣∣
q
≤ C(m)nσ(m)

n∑
i=1

E|Xi|q,
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当q > 2时, 有

E
∣∣∣

n∑
i=1

Xi

∣∣∣
q
≤ C(m)nσ(m)

{ n∑
i=1

E|Xi|q +
( n∑

i=1
EX2

i

)q/2}
,

其中σ(m) = (q − 1)αm且0 < α < 1. 注意到当m →∞时, σ(m) → 0.

引理 3.2 设条件(A1)-(A9)成立, 则

E
{ n∑

i=1
(Xi − x0)lαiKi

}
= α−l(x0)nhl+1fX(x0)sl(1 + o(1)),

E
{ n∑

i=1
(Xi − x0)lR(Xi)αiKi

}
=

1
2
α−l−2(x0)nhl+3m′′(x0)fX(x0)sl+2(1 + o(1)).

证明: 由文献[11]的引理4的证明过程易得. ¤

引理 3.3 设定理2.1或定理2.2中的条件成立, 则几乎处处的有

n∑
i=1

ψ(εi)(Xi−x0)lαiKi = o(nhl+1), (3.1)

n∑
i=1

ψ′(εi)(Xi−x0)lαiKi = ψε(x0)α−l(x0)nhl+1fX(x0)sl(1+o(1)), (3.2)

n∑
i=1

ψ′(εi)(Xi−x0)lR(Xi)αiKi =
1
2
ψε(x0)α−l−2(x0)nhl+3m′′(x0)fX(x0)sl+2(1+o(1)). (3.3)

证明: (3.1)式的证明: (1) 首先证明在定理2.2的条件下(3.1)式成立. 由1/r < λ < 1

知, 1/r1 < λ < 1, 所以(1− λ)/(r1 − 1) < λ, 从而存在τ > 0和s > 0, 使得

2s + 1− λ

r1 − 1
< τ < λ < 1. (3.4)

记Z l
i = ψ(εi)(Xi − x0)lαiKi, Z l

i(1) = ψ(εi)(Xi − x0)lαiKiI(|ψ(εi)|≤nτ ), Z l
i(2) = Z l

i −Z l
i(1).

由E[ψ(ε)|X = x] = 0知EZ l
i = 0, 从而

1
nhl+1

n∑
i=1

ψ(εi)(Xi − x0)lαiKi

=
1

nhl+1

n∑
i=1

(Z l
i(1)− EZ l

i(1)) +
1

nhl+1

n∑
i=1

(Z l
i(2)− EZ l

i(2)) := Sn(1) + Sn(2).

因此为了证明(3.1)式, 我们只需分别证明Sn(1) → 0, a.s.和Sn(2) → 0, a.s.即可.

(i) 先证Sn(1) → 0, a.s.. 由引理3.1得, 对任意ε > 0, 和q > 2有

P(|Sn(1)| > ε) ¿ (nhl+1)−qE
∣∣∣

n∑
i=1

(Z l
i(1)− EZ l

i(1))
∣∣∣
q

¿ nσ(m)−qh−q(l+1)
{ n∑

i=1
E|(Z l

i(1)− EZ l
i(1))|q

+
( n∑

i=1
E|Z l

i(1)− EZ l
i(1)|2

)q/2}
. (3.5)
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利用引理3.2, K(·)和α(·)非负有界, 并注意到|Xi − x0| ≤ h/α∗, 有

E|(Z l
i(1)− EZ l

i(1))|q ¿ E|Z l
i(1)|q

= E
{
E|ψ(εi)(Xi − x0)lαiKiI(|ψ(εi)|≤nτ )|q|Xi

}

¿ E
{|ψ(εi)|qI(|ψ(εi)|≤nτ )|Xi = x0

}
E
{|(Xi − x0)lαiKi|q

}

¿ nτ(q−r1)hqlE
{|ψ(εi)|r1I(|ψ(εi)|≤nτ )|Xi = x0

}
E(αiKi)

¿ nτ(q−r1)hqlE
{|ψ(εi)|r1 |Xi = x0

}
hs0

¿ nτ(q−r1)hql+1. (3.6)

同理, 有

E|Z l
i(1)− EZ l

i(1)|2 ¿ nτ(2−r1)h2l+1, 1 < r1 < 2, (3.7)

E|Z l
i(1)− EZ l

i(1)|2 ¿ h2l+1, r1 ≥ 2. (3.8)

利用(3.6)-(3.8)式, (3.5)式变为

P(|Sn(1)| > ε) ¿ nσ(m)[n−(λ−τ)q+λ−τr1 + n−[λ−(2−r1)τ ]q/2], 1 < r1 < 2,

P(|Sn(1)| > ε) ¿ nσ(m)[n−(λ−τ)q+λ−τr1 + n−qλ/2], r1 ≥ 2.

由(3.4)式得, λ− τ > 0, 且(r1 − 1)τ > 0, 从而λ− (2− r1)τ = (λ− τ) + (r1 − 1)τ > 0, 因

此当q, m充分大时, 则有
∑

P(|Sn(1)| > ε) < ∞, 从而Sn(1) → 0, a.s..

(ii) 现证Sn(2) → 0, a.s.. 为此令

S′n(2) =
1

nhl+1

n∑
i=1

Z l
i(2), ξi = |ψ(εi)|I(|ψ(εi)|>iτ ),

从而Sn(2) = S′n(2)− ES′n(2). 利用(3.6)式的证明方法有

|ES′n(2)| ≤ 1
nhl+1

n∑
i=1

E{|ψ(εi)(Xi − x0)lαiKi|I(|ψ(εi)|>nτ )}

¿ 1
nh

nτ(1−r1)
n∑

i=1
E{|ψ(εi)|r1I(|ψ(εi)|>nτ )|Xi = x0}E(αiKi)

¿ nτ(1−r1) → 0, n →∞. (3.9)

又利用α(·)和K(·)的有界性, 有

|S′n(2)| ≤ 1
nhl+1

n∑
i=1

|ψ(εi)(Xi − x0)lαiKi|I(|ψ(εi)|>nτ )

¿ 1
nh

n∑
i=1

|ψ(εi)|I(|ψ(εi)|>iτ ) ¿ n−λ
n∑

i=1
ξi. (3.10)
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由Kronecker引理知, 要证明n−λ
n∑

i=1
ξi → 0, a.s., 只需证明

∞∑
i=1

i−λξi < ∞, a.s., 为此令Tn =
n∑

i=1
i−λξi. 下面用子序列法证明{Tn} a.s.收敛.

对任意m ≥ n ≥ 1, 利用(3.6)的证明方法, 自然数列r阶和不等式以及(3.4)式, 则当

n →∞时,

E|Tm − Tn| =
m∑

i=n+1
i−λEξi ¿

m∑
i=n+1

iτ(1−r1)−λ ¿
∞∑

i=n+1
i−(1+2s) ¿ n−s → 0.

因此{Tn}是L1中的Chauchy序列. 从而存在随机变量T , 使得E|T | < ∞且E|Tn − T | → 0.

又对任意ε > 0,

P(|T2k − T | > ε) ¿ lim sup
n

E|T2k − Tn| ¿
∞∑

i=2k+1

i−(1+2s) ¿ 2−ks,

所以
∞∑

k=1

P(|T2k − T | > ε) < ∞,

即有T2k → T , a.s.. 又

P
(

max
2k−1<n≤2k

|Tn − T2k−1 | > ε
)
¿ P(|T2k − T2k−1 | > ε) ¿

2k∑
i=2k−1+1

i−(1+2s) ¿ 2−ks,

所以
∞∑

k=1

P
(

max
2k−1<n≤2k

|Tn − T2k−1 | > ε
)

< ∞,

从而当k → ∞时, max
2k−1<n≤2k

|Tn − T2k−1 | → 0, a.s., 因此Tn与T2k在a.s.收敛意义下有相同

的极限, 即有Tn → T , a.s., 从而由Kronecher引理知n−λ
n∑

i=1
ξi → 0, a.s.. 又由(3.10)式得

S′n(2) → 0, a.s., 再结合(3.9)式有Sn(2) → 0, a.s.. 最后, 综合(i)(ii)知在定理2.2的条件

下(3.1)式成立.

(2) 下面证明在满足定理2.1的条件下(3.1)式也成立. 对任意的ε > 0和q > 2, 利用引

理3.1, 定理2.1的条件以及(3.1)式的证明方法有

P
( 1

nhl+1

n∑
i=1

Z l
i > ε

)
¿ nσ(m)−qh−q(l+1)

{ n∑
i=1

E|Z l
i |q +

( n∑
i=1

E|Z l
i |2

)q/2}

¿ nσ(m){(nh)1−q + (nh)−q/2} ¿ nσ(m){n−λ(q−1) + n−λq/2},

所以在上式中取q, m充分大, 则有

∞∑
i=1

P
( 1

nhl+1

n∑
i=1

Z l
i > ε

)
< ∞.

因此我们证明了在满足定理2.1的条件下(3.1)式也是成立的.
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(3.2)式和(3.3)式的证明: 下面我们证明(3.2)式. 为此令

Hn(x0) =
1

nhl+1

n∑
i=1

ψ′(εi)(Xi − x0)lαiKi,

注意到

|Hn(x0)− ψε(x0)α−l(x0)fX(x0)sl|
≤ |Hn(x0)− EHn(x0)|+ |EHn(x0)− ψε(x0)α−l(x0)fX(x0)sl| := Jn1 + Jn2.

又利用引理3.2易得

EHn(x0) =
1

nhl+1

n∑
i=1

Eψ′(εi)(Xi − x0)lαiKi

=
1

nhl+1

n∑
i=1

E{(Xi − x0)lαiKiE[ψ′(εi)|Xi]}

=
1

nhl+1

n∑
i=1

E[ψ′(εi)|Xi = x0](1 + o(1))E{(Xi − x0)lαiKi}

= ψε(x0)α−l(x0)fX(x0)sl(1 + o(1)) → ψε(x0)α−l(x0)fX(x0)sl, n →∞.

所以Jn2 → 0, a.s.. 而对于Jn1 → 0, a.s., 其证明方法与证明(3.1)式的方法类似, 这里不再

重复. 再者, 利用引理3.2的第二个结论以及(3.2)式的证法可得到(3.3)式. ¤

下面给出定理的证明过程.

定理的证明: 由于定理2.1与定理2.2的证明方法没有本质的区别, 因此这里只给出

定理2.1的证明, 而定理2.2的证明可通过类似的证法得到.

令ã = a, b̃ = hb, r = (ã, b̃)T , r0 = (m(x0), hm′(x0))T . 并记

ln(r) =
n∑

i=1
g(Yi − a− b(Xi − x0))αiKi =

n∑
i=1

g
(
Yi − ã− b̃

Xi − x0

h

)
αiKi.

令Sδ表示中心在点r0半径为δ的圆. 记

ri = (r − r0)T
(
1,

Xi − x0

h

)T
,

则

Yi − ã− b̃
Xi − x0

h
= εi + R(Xi)− ri.

下面证明对任意充分小的δ > 0, 有

P
{

lim
n→∞ inf

r∈Sδ

ln(r) > ln(r0)
}

= 1. (3.11)
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事实上, 由于

ln(r)− ln(r0) =
n∑

i=1
αiKi

∫ εi+R(Xi)−ri

εi+R(Xi)
ψ(t)dt

=
n∑

i=1
αiKi

∫ εi+R(Xi)−ri

εi+R(Xi)
[ψ(εi) + ψ′(εi)(t− εi)

+ (ψ(t)− ψ(εi)− ψ′(εi)(t− εi))]dt

:= Kn1 + Kn2 + Kn3. (3.12)

由引理3.3, 又由于‖ r − r0 ‖≤ δ,

Kn1

nh
= −(r − r0)T 1

nh

n∑
i=1

αiKiψ(εi)
(
1,

Xi − x0

h

)T

= −(r − r0)T (o(1), o(1))T ≤‖ r − r0 ‖ o(1)

= o(1)δ, a.s..

利用积分中值定理, 有

Kn3

nh
= −(r − r0)T 1

nh

n∑
i=1

αiKi[ψ(εi + zi)− ψ(εi)− ψ′(εi)zi]
(
1,

Xi − x0

h

)T
,

其中zi在R(Xi)和R(Xi)−ri之间(i = 1, 2, . . . , n). 注意到|Xi−x0| ≤ h/α∗和R(Xi) = O(h2),

有

max
i
|zi| ≤ max

i
{|R(Xi)|+ |ri|} ≤ max

i
|R(Xi)|+ (1 + 1/α∗)δ

= O(h2) + (1 + 1/α∗)δ,

从而由条件(A8)和引理3.3的证明方法可得,

Kn3

nh
= o(1)δ2, a.s.. (3.13)

通过简单的积分运算有

Kn2

nh
=

1
2nh

n∑
i=1

αiKiψ
′(εi)[(R(Xi)− ri)2 −R2(Xi)]

=
1

2nh

n∑
i=1

αiKiψ
′(εi)[r2

i − 2R(Xi)ri]

=
1

2nh

n∑
i=1

αiKiψ
′(εi)





(r−r0)T




1
Xi−x0

h
Xi−x0

h

(Xi−x0)2

h2


 (r−r0)−2R(Xi)ri





:= Mn1 + Mn2.
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利用引理3.3得

Mn2 = −(r − r0)T 1
nh

n∑
i=1

αiKiψ
′(εi)R(Xi)

(
1,

Xi − x0

h

)T

= O(h2)δ, a.s.,

Mn1 =
1
2
(r − r0)T ψε(x0)fX(x0)




s0
s1

α(x0)
s1

α(x0)
s2

α2(x0)


 (1 + o(1))(r − r0)

:=
1
2
(r − r0)T ψε(x0)fX(x0)A(1 + o(1))(r − r0), a.s..

从而
Kn2

nh
=

1
2
(r − r0)T ψε(x0)fX(x0)A(1 + o(1))(r − r0) + O(h2)δ, a.s..

令γ表示矩阵A的最小特征值, 则对充分小的δ > 0和任意r ∈ Sδ有

P
{

lim
n→∞ inf

r∈Sδ

Kn2

nh
>

1
2
γψε(x0)fX(x0)δ2

}
= 1. (3.14)

由上式与(3.12)-(3.14)式就可得到(3.11)式.

由(3.11)式知, ln(r)在Sδ内部有一个局部极小值点, 而在该局部极小值点处方程

组(1.1)一定成立. 令(m̂n(x0), hm̂′
n(x0))是最靠近r0的根, 则

P
{

lim
n→∞{(m̂n(x0)−m(x0))2 + h2(m̂′

n(x0)−m′(x0))2} ≤ δ2
}

= 1.

因此定理2.1得证. ¤
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Strong Consistency of Local M-estimator with Variable

Bandwidth under ρ Mixing Processes

Luo Zhongde
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Yang Shanchao
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When we are using the local M-estimator with variable bandwidth to estimate, the collected data are

not independent samples sometimes, but may be some mixing samples. Therefore, this paper discusses

the strong consistency of M-estimator with variable bandwidth when the observational data are ρ-mixing

processes, and gives two theorems with some weaker assumptions.
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