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摘 要

本文讨论了信用衍生产品之一的总收益互换的定价问题. 其中涉及到利率风险和违约风险, 本文

利用HJM利率模型来刻画利率风险, 并利用强度模型和混合模型对违约风险进行建模. 分别考虑了违

约时间与利率无关时总收益互换合约的定价问题, 以及违约时间与利率相关时总收益互换合约的定价

问题, 给出了相应的定价模型, 并用蒙特卡罗模拟方法得到定价问题的数值解.
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§1. 引 言

总收益互换是一种信用衍生产品, 对它的定价问题的研究还较少见. 总收益互换指信

用保障的买方在协议期间将参照资产的总收益转移给信用保障的卖方, 总收益可以包括本

金、利息、预付费用以及因资产价格的有利变化带来的资本利得; 作为交换, 保障卖方则

承诺向对方交付协议资产增殖的特定比例, 通常是LIBOR加一个差额, 以及因资产价格不

利变化带来的资本亏损. 在金融市场中, 总收益互换交易主要发生在银行和对冲基金之间.

由于对冲基金所披露的资产负债表信息较少, 市场会认为它具有高风险, 所以对冲基金的

融资成本是很高的. 但是总收益互换给了对冲基金以较低成本变相持有某种金融资产的机

会, 而且这种持有方式是以表外工具的形式存在的. 而银行的主要目的是在转移风险的同

时获取较高的收益. 交易中产生的现金流可见下图:

图1 总收益互换现金流图
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80 应用概率统计 第二十八卷

图中的Libor是伦敦同业拆借利率, 是指伦敦的第一流银行之间短期资金借贷的利率,

是国际金融市场中大多数浮动利率的基础利率. 最常用的是3个月和6个月的Libor利率. 由

于总收益互换涉及到利率风险和违约风险, 要对总收益互换定价就要对这两种风险都进

行建模. 本文所采用的利率模型为Heath-Jarrow-Morton (HJM)模型[1]. 这里之所以采用

HJM模型是因为该模型在每一时刻都会给出市场中的远期利率曲线, 不仅仅是单一的无风

险利率, 故而对于市场利率的刻画更加准确.

§2. HJM利率模型

Heath-Jarrow-Morton在1992年提出了一个能对远期利率曲线进行建模的模型, 即

HJM模型[1]. 该模型中的远期利率f(t, T )是在t时刻时所锁定的在T时刻借款所须付出的即

时利率. 当t固定时, 那么f : T 7−→ f(t, T )对应了一条远期曲线.

假设f(0, T ), 0 ≤ T ≤ T在零时刻就已知, 称为初始时刻远期利率曲线. 在HJM模型中,

有

df(t, T ) = α(t, T )dt + σ(t, T )dW (t), 0 ≤ t ≤ T, (2.1)

其中{W (t)}是现实概率测度下的标准布朗运动, α(t, T )是漂移项, σ(t, T )是波动项. 记

σ∗(t, T ) =
∫ T

t
σ(t, v)dv,

R(t) = f(t, t), D(t) = e−
∫ t
0 R(u)du是贴现过程.

Shreve (2004)证明了在风险中性鞅测度下, HJM模型满足以下方程:

df(t, T ) = σ(t, T )σ∗(t, T )dt + σ(t, T )dW̃ (t), (2.2)

其中{W̃ (t)}是风险中性概率测度下的标准布朗运动. 记B(t, T )是到期日为T、到期支付

为1的零息债券在t时刻的价格, 在风险中性概率测度下它满足以下方程:

dB(t, T ) = R(t)B(t, T )dt− σ∗(t, T )B(t, T )dW̃ (t). (2.3)

Shreve同时给出了Libor利率的模型, 记L(t, T )为t时刻锁定的, 在未来时间段T到T + δ上进

行投资所获得的收益率, 那么

L(t, T ) =
B(t, T )−B(t, T + δ)

δB(t, T + δ)
. (2.4)

当0 ≤ t < T时,称L(t, T )为远期libor利率.当t = T时,称之为即期Libor利率. δ称为Libor的

期限, 一般情况下取值为0.25年或0.5年.
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§3. 总收益互换的定价

假设市场无套利是证券定价的基本原则, 即存在等价鞅测度Q (又称为风险中性测

度), 使得任意证券关于无风险利率的贴现价格过程均为Q鞅. 等价鞅测度是一个与真

实测度P等价的概率测度, 这两个测度有着相同的概率为0的事件. 在Harrison and Kreps

(1979)和Harrison and Pliska (1981)中指出等价鞅测度的存在意味着无套利, 在某些技术

性条件下, 等价鞅测度和无套利是等价的. Delbaen and Schachermeyer (1998)给出了此等

价性成立的弱技术条件.

考虑概率空间(Ω,F , (Ft)t≥0,P)上的随机的经济体系, 其中σ域流(Ft)t≥0代表随时间演

变的信息流, 满足通常条件, P为真实概率测度. 由无套利准则, 图一中A方和B方所支付的

现金流的贴现在风险中性鞅测度下的期望要相等. 从而有

Ẽ(D(ti)CFA(ti)|F0) = Ẽ(D(ti)CFB(ti)|F0), (3.1)

其中, Ẽ表示风险中性测度下的期望, D(ti)是HJM模型中贴现因子, CF是cash flow现金流

的缩写. 假设图1中标的资产的违约时刻为τ , 信用保险的购买方为A, 信用保险的出售方

为B, 那么A方要向B方支付的是债券的利息加上价值增值部分(若增值为负数, 则减去),

而B方要向A方支付的是Libor加协议利差. 不妨假设参考资产即债券在t0时刻的价值是X0,

面值为F , 付息周期为半年, 并且假设该债券与总收益互换有相同的到期日T . 记债券的付

息日为[0 = t0, t1 = t0 + 0.5, t2, . . . , tn−1, tn = T ], 那么A方在ti时刻支付的现金流为

CFA(ti) =





Ci × 1(τ>ti) i < n;

{Cn + (F −X0)} × 1(τ>tn) i = n,
(3.2)

其中, Ci是债券在ti时刻将要支付的利息, 是在零时刻已知的, 1(τ>ti)是关于违约时间的示

性函数. 再考虑B所支付的现金流, B方在ti时刻的支付为

CFB(ti) = (L(ti−1, ti−1) + spread)× δ ×NV× 1(τ>ti), i = 1, . . . , n, (3.3)

其中的NV(Nominal Value)是由总收益互换合约所规定名义本金, δ是Libor利率的期限, 这

里取值为0.5, L(ti−1, ti−1)是ti时刻的Libor利率值, Spread是由总收益互换合约所规定的一

个常值, 所谓对总收益互换定价, 就是要求解Spread的值. 若假定标的资产的违约损失率

为100%, 也就是说一旦发生违约, 总收益互换中信用保险的出售方要向信用保险的购买方

支付债券面值F , 故B方在违约时刻时刻τ的支付为

CFB(τ) = F × 1(τ≤tn). (3.4)
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再将上述式子代回(3.1)式可以得到spread的定价公式为

spread =
Ẽ
( n∑

i=1
D(ti)Ci × 1(τ>ti)|F0

)
+ Ẽ(D(tn)(F −X0)× 1(τ>tn)|F0)

Ẽ
( n∑

i=1
D(ti)× 1(τ>ti)|F0

)
× δ ×NV

−
Ẽ
( n∑

i=1
D(ti)L(ti−1, ti−1)×1(τ>ti)×δ×NV|F0

)
+ Ẽ(D(τ)×F×1(τ≤tn)|F0)

Ẽ
( n∑

i=1
D(ti)× 1(τ>ti)|F0

)
× δ ×NV

.

(3.5)

定价公式(3.5)中显著依赖债券违约时间τ , 这需要对违约时间进行建模. 在这里, 由于引

入了违约时间τ , 信息流F和风险中性期望Ẽ都已不同于HJM模型中的定义. 不妨将HJM模

型中的利率过程所对应的测度空间记为(Ω1,F1, µ1), 而违约时间τ对应的测度空间记为

(Ω2,F2, µ2). 下面考虑如何给出两者的联合概率测度空间.

§4. 违约过程与利率过程相互独立时的spread定价

由于违约时间与利率过程相互独立, 可以将两者的联合概率测度空间直接定义为乘积

测度空间, 即新的风险中性测度空间定义为

(Ω,F , µ) = (Ω1 × Ω2,F1 ×F2, µ1 × µ2). (4.1)

对于违约时间的建模, 此处参考了可违约债券定价的强度模型, 详见文献[6]. 出于简化

模型的考虑, 不妨假设违约时间是具有常强度λ时齐泊松过程N的首跳时间. 违约概率为

F (t) := µ2[τ ≤ t] = 1− e−λt, 那么由测度论中的Fubini定理就有

Ẽ
( n∑

i=1
D(ti)Ci × 1(τ>ti)|F0

)
=

n∑
i=1

CiẼ(D(ti)× 1(τ>ti)|F0)

=
n∑

i=1
Ci

∫

Ω1×Ω2

D(ti)× 1(τ>ti)d(µ1 × µ2)

=
n∑

i=1
Ci

∫

Ω2

∫

Ω1

D(ti)× 1(τ>ti)µ1(dω1)µ2(dω2)

=
n∑

i=1
Ci

∫

Ω2

1(τ>ti)

∫

Ω1

D(ti)µ1(dω1)µ2(dω2)

=
n∑

i=1
Cie

−λtiB(0, ti).
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通过类似的计算, 有

Ẽ(D(tn)(F −X0)× 1(τ>tn)|F0) = (F −X0)e−λtn ×B(0, tn),

Ẽ
( n∑

i=1
D(ti)L(ti−1, ti−1)× 1(τ>ti) × δ ×NV|F0

)
=

n∑
i=1

e−λtiB(0, ti)L(0, ti−1)× δ ×NV,

Ẽ(D(τ)× F × 1(τ≤tn)|F0) = F ×
∫ tn

0
B(0, u)λe−λudu,

Ẽ
( n∑

i=1
D(ti)× 1(τ>ti)|F0

)
× δ ×NV =

n∑
i=1

e−λtiB(0, ti)× δ ×NV.

将上述五式代回到spread定价公式(3.5), 得

spread =

n∑
i=1

Cie
−λtiB(0, ti) + (F −X0)e−λtnB(0, tn)

n∑
i=1

e−λtiB(0, ti)× δ ×NV

−

n∑
i=1

e−λtiB(0, ti)L(0, ti−1)× δ ×NV + F ×
∫ tn

0
B(0, u)λe−λudu

n∑
i=1

e−λtiB(0, ti)× δ ×NV
. (4.2)

这样就得到了违约时间与利率过程相互独立时的spread定价.

§5. 违约过程与利率过程相关时的spread定价

当违约事件的发生与利率相关时, 就不能像上一章中那样直接使用乘积空间来定义新

的测度空间, 进而求解. 所以在这里, 我们考虑利用Das和Sundaram混合模型[7]对违约时间

和利率过程进行建模, 最后用蒙特卡洛模拟的方法来得到spread的定价. 将spread定价公

式(3.5)中的分子记为Ẽ(U |F0), 分母记为Ẽ(V |F0). 那么,

spread =
Ẽ(U |F0)

Ẽ(V |F0)
. (5.1)

Das和Sundaram[7]在2007年构造了一个用于CDS定价的混合模型, 华尔街称他们的模型为

两维半模型. 该模型认为公司违约强度依赖与以下几个方面: 公司资本结构, 公司股票价

值, 市场利率, 合同所进行到的时间点. 也就是

ξ(t) = h(y) exp[a0 + a1r(t)− a2 lnS(t) + a3(t− t0)], (5.2)

其中, ai, i = 1, 2, 3是常数, 可以通过市场数据估计. r(t)是利率, S(t)是公司股票价值, t0是

模型的初始时刻. 模型中的h(y)是公司资本结构的函数, 而公司在∆t时间段上的违约概率

定义为λ(t) = 1− exp[−ξ(t)∆t].
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基于上述违约强度模型, Das和Sundaram又分别对S(t)、r(t)进行建模, 使之成为一套

完备的定价体系. 此处假设模型定义在时间段[0, T ]上, 并将这段时间细分成许多个长度

为h的小间断, 市场利率r满足CIR模型(HJM模型的一种特殊情况), 即

rt+h = rt + a(b− rt)h + σf

√
rt ×Xf (t)

√
h. (5.3)

而公司股票价格s满足以下差分方程:

St+h = St × exp(σsXs(t)
√

h), (5.4)

其中, 哑变量(Xf (t), Xs(t))的联合分布由表一给出:

表1 概率分布图

Xf (t) Xs(t) Probability

1 1 (1/4) · (1 + m1(t))[1− λ(t)]

1 -1 (1/4) · (1−m1(t))[1− λ(t)]

-1 1 (1/4) · (1 + m2(t))[1− λ(t)]

-1 -1 (1/4) · (1−m2(t))[1− λ(t)]

1 -∞ λ(t)/2

-1 -∞ λ(t)/2

m1(t) =

4er(t)h/(1− λ(t))− 2(exp(σs

√
h) + exp(−σs

√
h))

exp(σs

√
h)− exp(−σs

√
h)

+
2ρ

1− λ(t)
2

,

m2(t) =

4er(t)h/(1− λ(t))− 2(exp(σs

√
h) + exp(−σs

√
h))

exp(σs

√
h)− exp(−σs

√
h)

− 2ρ

1− λ(t)
2

,

其中ρ是利率与股票价格的相关系数. 当模型中的参数给定时, 知道t时刻的市场利率rt和

股票价格St就可以计算出Xf (t)和Xs(t)的概率分布. 若Xs(t) = −∞则发生违约, 模拟终止;

否则可以模拟出下一时刻, 市场利率rt+h和股票价格St+h的走势. 由此递推关系, 我们可以

得到0到T时间段上的一组利率过程和股票价格过程, 并计算出与这一组过程所对应的U的

值和V的值. 由蒙特卡罗方法进行多次模拟后取平均值就可以得到Ẽ(U |F0)和Ẽ(V |F0)的值.

再由公式(5.1) spread = Ẽ(U |F0)/Ẽ(V |F0)求出spread的定价.

以下用蒙特卡罗模拟的方法求解总收益互换的定价, 首先要给出模型的具体参数, 如

何从市场数据中用统计方法得到参数估计可参见[7]. 此处假设, 总收益互换的期限T为两

年, 时间间隔h = 0.0001, 总收益互换合约的标的物为某一企业债券, 现价X0为100元, 面

值F为100元, 债券两年后到期, 每半年偿付一次利息, 每次付息3元. 给定利率模型(5.3)中
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的参数, 使得a = 2, b = 0.04, r0 = 0.03, σf = 0.05. 给定股票价格模型(5.4)中的参数, 使

得S(0) = 10, σs = 0.2. 将利率与股票收益率的相关系数ρ设为0.3, 而(5.2)式中的参数设置

为h(y) = 1, a0 = −1, a1 = 3, a2 = 0.5, a3 = 0.01, 即

ξ(t) = exp[−1 + 3r(t)− 0.5 lnS(t) + 0.01(t− t0)]. (5.5)

整个模型系数确定之后, 就可以进行数值模拟了. 下面给出r(t), S(t), λ(t)的一组走势图.
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图2 利率及股价走势图
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图3 违约概率走势图

上图中, 违约时刻τ = 0.73. 当违约事件发生时(τ时刻), 模拟过程终止, 参照(4.2)式可

以计算出对应于这组随机过程r(t), S(t)的U、V值, 此处, U = −95.7550, V = 49.0758. 将

每一次模拟得到的U, V的值进行累加, 经过100000次的模拟, 可以得到

Ẽ(U |F0) ≈

100000∑
i=1

Ui

100000
= −16.1062, Ẽ(V |F0) ≈

100000∑
i=1

Vi

100000
= 165.4704.
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根据(5.1)式, 可知

spread =
Ẽ(U |F0)

Ẽ(V |F0)
≈ −0.0998.

在100000次模拟中, 违约发生的次数为21190次, 故标的债券两年内违约的概率概率约

为
21190
100000

= 0.2119 = 21.19%.
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This paper discusses the pricing of total return swap which is one of the credit derivatives. As the

total return swap contracts are exposed to both interest rate risk and default risk, this paper characterizes

the interest rate risk through HJM model. Intensity model and hybrid model are used to characterize

the default risk and to derive the corresponding pricing formula for two cases when the default time and

interest rate are independent or correlated, respectively. Monte Carlo simulation method is used here to

derive the numerical solution of the pricing problem.
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