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摘 要

对纵向数据的线性混合模型, 用Fisher得分法得到了参数的M估计(稳健估计), 给出了其渐近性

质, 利用影响曲率研究了M估计下的随机误差方差扰动的局部影响分析问题, 并通过葡萄糖数据的实

例进行了分析论证.
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§1. 引 言

局部影响分析是Cook (1986)首先提出来的一种统计诊断方法, 他从似然函数出发,

借助于统计曲率概念提出了评价模型微小扰动的局部影响分析方法, 也是识别数据集

中异常点和强影响点的重要方法. 关于纵向数据模型局部影响分析的文献已有不少, 如

Beckman和Nachtsheim (1987)研究了混合效应模型中对误差方差和随机效应方差进行扰

动的局部影响分析; Wei和Zhong (2001)研究了非线性随机效应模型的影响分析问题; 杨爱

军等(2006)研究了利用影响曲率对非线性随机效应模型自相关系数扰动的统计诊断.

传统的极大似然估计是不稳健的, 当观察值中含有异常点时, 会对参数的估计产生影

响, 进而对统计分析产生影响. 为了消除异常值对估计的影响, 可采用M估计的方法. M估

计最早是由Huber引入回归问题, 是目前应用最广泛的稳健估计方法. Paramjit (2000)用得

分方法对纵向数据线性混合模型的参数进行了稳健估计; Huggins (1993)介绍了重复测量

的稳健分析方法. 前人大多研究的是稳健估计的算法及其稳健性, 本文将M估计引入统计

诊断, 研究M估计下的局部影响分析问题.

§2. 模型介绍和参数估计

本文研究的模型如下

yk = Xkβ + Ckτ k + ek, k = 1, 2, . . . , N, (2.1)
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218 应用概率统计 第二十八卷

其中yk = (yk1, . . . , yknk
)T是第k个个体的nk次观测结果组成的向量, Xk是q维未知固定效

应向量β的nk×q阶设计矩阵,且Xk = (xk1, . . . , xknk
)T . Ck是随机效应τ k的nk×r阶设计矩

阵, 且假设τ k ∼ N(0, σ2Γ). ek = (ek1, . . . , eknk
)T是nk × 1维不可观测的随机误差向量, 假

设ek ∼ N(0, σ2Ωk),同时假设τ k与ek相互独立. 从而Cov (yk) = σ2Σk = σ2CkΓCT
k +σ2Ωk,

此处及以后, T表示矩阵或向量的转置. 我们用α表示Σk中的未知参数向量, 则模型的对数

似然函数为

l(β,α, σ2|y) = constant− 1
2
M log σ2 − 1

2

N∑
k=1

log |Σk| −
N∑

k=1

1
2
εT
k εk, (2.2)

其中εk = σ−1Σ−1/2
k (yk −Xkβ). 我们看到(2.2)式的最后一项是一个平方和的形式, 随偏

差增长很快. 如果采用增长较慢的函数代替这个二次函数, 就可以提高其稳健性, 从而限制

异常观察值的影响. 基于这个观点的稳健估计算法主要是M估计, 是目前应用最广泛的稳

健估计方法. 本文我们选用Huber函数来代替二次函数.

ρ(ε) =





1
2
ε2, 当 |ε| ≤ c时;

c|ε| − 1
2
c2, 当 |ε| > c时,

其中c是固定常数, 通常c ∈ [0.7, 2], 本文我们取c = 1.4. 对ρ(ε)求导得

ψ(ε) =
∂ρ(ε)
∂ε

=





ε, 当 |ε| ≤ c时;

csign(ε), 当 |ε| > c时.

因此(2.2)的稳健形式为

η(β,α, σ2|y) = constant− 1
2
κ1M log σ2 − 1

2
κ1

N∑
k=1

log |Σk| −
N∑

k=1

nk∑
j=1

ρ(εjk), (2.3)

其中κ1 = E(εψ(ε)) = P(|ε| ≤ c)为相合修正因子.

现在我们基于(2.3)式, 用Fisher得分迭代法对参数进行稳健估计. 关于β有

∂η

∂β
= σ−1

N∑
k=1

XT
k Σ−1/2

k ψ[σ−1Σ−1/2
k (yk −Xkβ)],

HββT = E
(
− ∂2η

∂β∂βT

)
= νσ−2

N∑
k=1

XT
k Σ−1

k Xk,

其中Λ为对角阵, 对角元素Λii = ∂ψ(ε)/∂ε, 当|ε| ≤ c时, 其值为1, 当|ε| < c时, 其值为0.

ν = E(Λii) = P(|ε| ≤ c) =
∫ c

−c
(2π)−1/2e−1/2ε2

dε = κ1. 由此得到β的稳健估计的迭代公式

为

β̂
(h+1)

= β̂
(h)

+ (Ĥ(h)

ββT )−1 ∂η(h)

∂β
. (2.4)
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当迭代序列收敛时, 得到β̂即为β的稳健极大似然估计(RMLE). 注意到, 当c = ∞时, β的稳

健估计β̂就是传统的极大似然估计(MLE). 用类似的方法, 可以得到方差分量的稳健极大似

然估计迭代公式.

众所周知,参数的极大似然估计(MLE)具有渐近正态性,根据Domowitz和White(1982)

以及Sanjoy (2004), 稳健极大似然估计(RMLE)也具有相合性和渐近正态性.

§3. 随机误差的方差加权扰动模型局部影响分析

本节我们研究稳健情形下对随机误差方差进行扰动的局部影响分析问题.

令η(θ)表示原模型M的稳健对数似然函数, 参数θ的RMLE记为θ̂. 假设原模型M受

到扰动, 成为M(ω), 其中ω = (ω1, ω2, . . . , ωN )T为描述扰动因素的N维向量, 其定义

域Ω为RN上的某一开集. 受到扰动后的模型用M(ω)表示, 相应的稳健对数似然函数为

η(θ|ω), 相应的RMLE为θ̂(ω). 特别, 假定存在ω = ω0 ∈ Ω, 使M(ω0) = M表示未受扰

动的模型, 因此有η(θ|ω0) = η(θ), θ̂(ω0) = θ̂, 并且有η(θ̂) = η(θ̂(ω0)|ω0). 我们考虑模

型(2.1)的随机误差方差加权模型, 令Var (ek) = σ2ωkInk
, 即通过扰动标量ωk对第k个个体

随机误差的方差进行扰动. 这时ω = (ω1, ω2, . . . , ωN )T , ω0 = (1, . . . , 1)T , 而相应的扰动模

型的对数似然函数为

l(θ|ω) = constant− 1
2
M log σ2 − 1

2

N∑
k=1

log |Σk(ωk)| −
N∑

k=1

1
2
εk(ωk)T εk(ωk), (3.1)

其中Σk(ωk) = CkΓCT
k + ωkInk

, εk(ωk) = σ−1Σ−1/2
k (ωk)(yk −Xkβ). 则扰动模型的稳健

对数似然函数为

η(θ|ω) = constant− 1
2
κ1M log σ2 − 1

2
κ1

N∑
k=1

log |Σk(ωk)| −
N∑

k=1

mk∑
j=1

ρ(εjk(ωk)). (3.2)

为评价扰动对于统计分析的影响, 通常需要比较扰动前后估计量之间的差异. 为度

量这种差异, 似然距离仍然是行之有效的. 对于上述模型M及其扰动模型M(ω), M估

计θ̂与θ̂(ω)之间的似然距离定义为LD(ω) = 2{η(θ̂) − η(θ̂(ω))}. 由于η(θ̂)为全局最大值,

因此恒有LD(ω) ≥ 0, LD(ω)越大, 表明扰动对于估计量θ̂的影响越大. 我们采用Cook定义

的影响曲率方法来研究扰动的影响, 首先定义似然距离z = LD(ω)形成的曲面在ω0处沿方

向d = (d1, . . . , dN )的曲率, d可取为单位向量, 由韦博成等(1991)得

定理 3.1 对于上述扰动模型, 曲面z = LD(ω)在ω0处沿d方向的影响曲率可表示为

Cd = 2dT (−F̈ )d = 2dT ∆T [−η̈(θ̂)]−1∆d = 2LDII(ω),

其中−F̈称为影响矩阵, η̈为η(θ)关于θ的二阶导数, LDII(ω)为似然距离LD(ω)的二阶近似,
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220 应用概率统计 第二十八卷

F̈的表达式如下

F̈ =
∂2η(θ|ω)
∂ω∂ωT

∣∣∣
(ω0,θ̂)

= ∆T η̈(θ̂)
−1

∆, ∆ =
∂2η(θ|ω)
∂θ∂ωT

∣∣∣
(ω0,θ̂)

.

我们用Cmax表示Cd的最大值, 即似然距离沿d方向的变化率的最大值, dmax表示似然

距离对于扰动最敏感的方向. 由韦博成等(1991)知, Cmax = 2λ1, 其中λ1为矩阵−F̈的最大

特征值, 而dmax为λ1对应的特征向量. 我们可以对(i, (dmax)i), i = 1, . . . , N进行列表或作

散点图, (dmax)i为dmax的第i个分量, 其中数值明显比其他点大的, 就是该扰动影响特别大

的点, 因而就对应于强影响个体或异常个体.

下面我们根据(3.2)推导影响曲率的具体表达式

∂η(θ|ω)
∂β

= σ−1
N∑

k=1

XT
k Σ−1/2

k (ωk)ψ(εk(ωk)),

∂η(θ|ω)
∂σ2

=
1
2
σ−2

N∑
k=1

εk(ωk)T ψ(εk(ωk))− 1
2
Mκ1σ

−2,

∂η(θ|ω)
∂αi

=
1
2

N∑
k=1

ψ[σ−1Σ−1/2
k (ωk)(yk −Xkβ)]T Σ−1

k (ωk)
∂Σk(ωk)

∂αi

· [σ−1Σ−1/2
k (ωk)(yk −Xkβ)]− 1

2
κ1

N∑
k=1

tr
(
Σ−1

k (ωk)
∂Σk(ωk)

∂δi

)
,

∂2η(θ|ω)
∂β∂βT

= −σ−2
N∑

k=1

XT
k Σ−1/2

k (ωk)ΛΣ−1/2
k (ωk)Xk,

∂2η(θ|ω)
∂σ4

=
1
2
Mκ1σ

−4 − 3
4
σ−4

N∑
k=1

εT
k (ωk)ψ(εk(ωk))− 1

4
σ−4

N∑
k=1

εT
k (ωk)Λεk(ωk),

∂2η(θ|ω)
∂δi∂δj

=
1
2
κ1

N∑
k=1

tr
(
Σ−1

k (ωk)
∂Σk(ωk)

∂δi
Σ−1

k (ωk)
∂Σk(ωk)

∂δj

)

−3
4

N∑
k=1

ψ(εk(ωk))T Σ−1
k (ωk)

∂Σk(ωk)
∂δi

Σ−1
k (ωk)

∂Σk(ωk)
∂δj

εk(ωk)

−1
4

N∑
k=1

εk(ωk)T ∂Σk(ωk)
∂δj

Σ−1
k (ωk)ΛΣ−1

k (ωk)
∂Σk(ωk)

∂δi
εk(ωk),

∂2η(θ|ω)
∂β∂δi

= −1
2
σ−1

N∑
k=1

XT
k Σ−1

k (ωk)
∂Σk(ωk)

∂δi
Σ−1/2

k (ωk)ψ(εk(ωk))

−1
2
σ−1

N∑
k=1

XT
k Σ−1/2

k (ωk)ΛΣ−1
k (ωk)

∂Σk(ωk)
∂δi

εk(ωk),

∂2η(θ|ω)
∂β∂σ2

= −1
2
σ−3

N∑
k=1

XT
k Σ−1/2

k (ωk)ψ(εk(ωk))− 1
2
σ−3

N∑
k=1

XT
k Σ−1/2

k (ωk)Λεk(ωk),

∂2η(θ|ω)
∂σ2∂δi

= −1
4
σ−2

N∑
k=1

εk(ωk)T ∂Σk(ωk)
∂αi

Σ−1
k (ωk)ψ(εk(ωk))

−1
4
σ−2

N∑
k=1

εk(ωk)T ΛΣ−1
k (ωk)

∂Σk(ωk)
∂αi

εk(ωk).
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以上各二阶导数均在(ω0, θ̂)处计值, 经计算得到η̈(θ̂). ∆的第k行为

∆T
i =

{∂2η(θ|ω)
∂ωk∂β1

, . . . ,
∂2η(θ|ω)
∂ωk∂βq

,
∂2η(θ|ω)
∂ωk∂σ2

,
∂2η(θ|ω)
∂ωk∂δ1

, . . . ,
∂2η(θ|ω)
∂ωk∂δ′r

}
,

其中

∂2η(θ|ω)
∂ωk∂β

= −1
2
σ−1

N∑
k=1

XT
k Σ−1

k (ωk)
∂Σk(ωk)

∂ωk
Σ−1/2

k (ωk)ψ(εk(ωk))

−1
2
σ−1

N∑
k=1

XT
k Σ−1/2

k (ωk)ΛΣ−1
k (ωk)

∂Σk(ωk)
∂ωk

εk(ωk),

∂2η(θ|ω)
∂ωk∂σ2

= −1
4
σ−2

N∑
k=1

εk(ωk)T ∂Σk(ωk)
∂ωk

Σ−1
k (ωk)ψ(εk(ωk))

−1
4
σ−2

N∑
k=1

εk(ωk)T ΛΣ−1
k (ωk)

∂Σk(ωk)
∂ωk

εk(ωk),

∂2η(θ|ω)
∂ωk∂δi

=
1
2
κ1

N∑
k=1

tr
(
Σ−1

k (ωk)
∂Σk(ωk)

∂δi
Σ−1

k (ωk)
∂Σk(ωk)

∂ωk

)

−3
4

N∑
k=1

ψ(εk(ωk))T Σ−1
k (ωk)

∂Σk(ωk)
∂δi

Σ−1
k (ωk)

∂Σk(ωk)
∂ωk

εk(ωk)

−1
4

N∑
k=1

εk(ωk)T ∂Σk(ωk)
∂ωk

Σ−1
k (ωk)ΛΣ−1

k (ωk)
∂Σk(ωk)

∂δi
εk(ωk).

以上各式均在(ω0, θ̂)处计值.

§4. 实例分析

葡萄糖数据由美国科罗拉多州医疗中心大学小儿科临床研究病房提供, 该数据通过

对13个控制病人和20个肥胖病人测试其标准葡萄糖忍耐力. 实验过程为: 让33个病人服用

葡萄糖, 分别在0, 0.5, 1, 1.5, 2, 3, 4, 5小时候后测其血样. 实验目的是为了研究比较控制

组病人和肥胖组病人是否有显著区别. 本文对该数据采用以下的线性纵向数据模型来进行

分析

yi = XT
i β + 1τ i + ei, i = 1, 2, . . . , 33,

其中yi = (yij), j = 1, 2, . . . , 8; yij为第i个病人第j次的测量结果, 根据Pan和Fang (2002),

采用Xi的设计阵如下

Xi =




1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.5 1 1.5 2 3 4 5

0 0.25 1 2.25 4 9 16 25

0 0.125 1 3.375 8 27 64 125




.
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下面对葡萄糖数据进行随机误差方差扰动局部影响的诊断, 并与基于MLE的对应诊断统计

量比较. 经过计算, 我们考虑最大影响曲率方向关于各分量的散点图.

0 10 20 30 40

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

b

0 10 20 30 40

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

a
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0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

c

图1 随机误差方差扰动局部影响分析图

其中图1(a)表示Huber函数中常数c = 1.4时经过计算所得的局部影响分析图, 图1(b)表

示c = 4情况下的散点图, 图1(c)为c = ∞, 即一般极大似然估计下计算所得的散点图. 可

以看出, 图1(b)与图1(c)已相当接近. 从散点图(a)可以看出基于M估计时第30个受试个体

对随机误差的方差扰动最为敏感, (b), (c)也反映出同样的情况. 另外, 在(b)、(c)中第19和

第24个个体也对扰动较为敏感, 而(a)只反映第24个个体较为敏感. 而且(b), (c)散点图

中0.2以上的数值明显比(a)多. 由此可见, Huber函数中常数c愈大, 限制作用愈小, 稳健估

计情形下的影响分析愈接近极大似然估计的情形.
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Local Influence Analysis of Mixed Effect Linear Models

Based on M-Estimation

Sun Huihui

(School of Mathematics and Science, Yancheng Teachers University, Yancheng, 224002 )

Lin Jinguan

(Department of Mathematics, Southeast University, Nanjing, 210096 )

In this paper, the Fisher scoring method is applied to get M-estimator (robust estimator) in the

mixed effects linear model for longitudinal data. And its asymptotic property is given later. Then the

local influence analysis of variance of the error is studied based on M-estimation. At last the method is

illustrated by the grape sugar data example.
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