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摘 要

应用随机最优控制理论研究负债情形下基于效用最大化的动态投资组合. 假设负债是服从几何

布朗运动的随机过程且与股票价格完全相关, 应用动态规划原理得到值函数满足的HJB方程, 并对幂

效用、指数效用和对数效用函数下的最优投资策略进行系统研究. 文章首先通过变量替换方法求解相

应的HJB方程得到幂效用和指数效用函数下最优投资策略的显示表达式, 然后通过Legendre变换–对

偶方法得到对数效用函数下最优投资策略的显示表达式. 最后给出算例解释本文所得结论, 并分析市

场参数对最优投资组合的影响.
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§1. 引 言

资产–负债管理问题是以研究负债情形下组合证券投资问题的最优投资策略和风险控

制为目标, 以实现资产的最优配置和套期保值为目的的一种现代金融管理方法. 目前, 已经

受到理论界和许多金融机构的重视, 国内许多金融机构已将它视为提高企业核心竞争力的

象征. 1990年, Sharpe和Tint (1990)首先建立了负债情形下投资组合选择问题的均值–方差

模型, 为从投资组合选择的角度研究资产–负债管理问题奠定了理论基础. 从那以后, 资产–

负债管理在理论与应用上取得了一些研究成果[2–6]. Leippold, Trojani和Vanini (2004)对多

周期环境下的资产–负债管理问题进行了研究, 并提供了一种几何方法; Chiu和Li (2006)考

虑了多种风险资产情形下当负债与股票价格都服从几何布朗运动时资产–负债管理的风

险控制问题; Xie和Li等人(2008)建立了负债与股票价格服从不同的布朗运动情形下的均

值–方差模型, 得到了最优投资策略和有效前沿的显示表达式, 并分析了负债对最优投资

策略和有效前沿的影响; 金秀和黄小原(2005)将资产–负债管理理论应用到辽宁省养老基

金管理的实际问题中, 解决了辽宁省养老基金管理的最佳资产配置问题; 吉小东和汪寿阳
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(2005)探讨了养老金的资产–负债管理问题, 为解决我国养老保险体制面临的困境及拓宽养

老金融资渠道提出了若干政策建议. 上述模型或者从均值–方差意义下讨论资产负债管理

问题[1–4], 或者将资产–负债管理理论方法应用到实际问题中[5, 6]. 效用最大模型与均值–方

差模型是解决投资组合选择问题的两种常用工具, 都可以度量投资者对风险的偏好程度,

且效用最大意义下的最优投资策略一般不是均值方差意义下的最优投资策略(二次效用函

数除外). 因此解决效用最大意义下的资产–负债管理问题就很有意义, 一方面可丰富和发

展负债情形下的投资组合选择理论方法, 寻找该模型下的最优投资策略, 为负债情形下的

科学投资决策与规避风险提供理论依据; 另一方面, 可丰富和发展资产–负债管理的理论方

法, 对存有负债的金融机构实行动态的最优化管理, 实现资产套期保值与风险控制提供理

论依据.

本文在Xie和Li等人(2008)工作的基础上进一步研究了效用最大意义下带有负债过程

的投资组合选择问题, 并假设负债服从几何布朗运动, 且与股票价格完全相关. 文章应用动

态规划原理[9]得到值函数满足的HJB方程, 对于幂效用和指数效用函数, 可以通过变量替

换方法拟合值函数的表达式得到最优投资组合的显示表达式, 而对于对数效用函数, 需要

应用Legendre变换–对偶理论[7, 8]得到对偶方程, 通过求解对偶方程得到了最优投资组合的

显示表达式. 算例解释了本文所得结论, 并分析了市场参数对最优投资组合的影响.

§2. 问题框架

文中(·)′表示矩阵或向量的转置, ‖x‖ =
√

x′x =
√

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n表示向量x =

(x1, x2, . . . , xn)′的范数, E(·)表示随机变量的数学期望, [0, T ]是固定的有限投资周期. 假设

(W 1
t ,W 2

t , . . . , Wn
t )′是定义在完备概率空间(Ω,F ,P, {Ft}0≤t≤T )上相互独立的n维适应标准

布朗运动, 其中{Ft}0≤t≤T是由(W 1
t ,W 2

t , . . . , Wn
t )′所产生的信息流. L2(Ω,F ,P)是均方可

积的随机变量构成的Hilbert空间.

假设在[0, T ]内金融市场中有n + 1中可连续交易的资产, 其中一种资产是无风险资产,

可视为债券, 其t时刻的价格记为P 0
t , 则P 0

t满足下列微分方程:

dP 0
t = P 0

t rtdt, P 0
0 = p0 > 0, (2.1)

其中rt > 0是t时刻债券的无风险利率. 其它n种资产是风险资产, 可视为股票, t时刻第i种

股票价格记为P i
t , i = 1, 2, . . . , n, 则P i

t满足下列随机微分方程:

dP i
t = P i

t

[
bi
tdt +

n∑
j=1

σij
t dW j

t

]
, P i

0 = pi > 0, (2.2)

其中bt = (b1
t , b

2
t , . . . , b

n
t )′和σt = (σij)n×n分别表示股票的收益率向量和波动率矩阵. 此外,

假设矩阵σt = (σij)n×n满足非退化条件: σtσ
′
t > 0, ∀ t ∈ [0, T ], 且rt, bt, σt在[0, T ]是Borel-可

测的有界确定函数.
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假设投资者在时刻t = 0有初始财富w > 0与初始负债l (l ∈ R), 那么投资者在时刻

t = 0有净初始财富x0 = w − l > 0. 记Lt为时刻t投资者的累积负债, 假设Lt满足几何布朗

运动

dLt = Lt[utdt + vtdW t],

其中W t是定义在完备概率空间(Ω,F ,P, {Ft}0≤t≤T )上的一维标准布朗运动, 且ut, vt是时

间t的有界确定函数. 假定W t与W j
t存在相关关系, 其相关系数记为ρj

t , j = 1, 2, . . . , n, 记

ρt = (ρ1
t , ρ

2
t , . . . , ρ

n
t )′, Wt = (W 1

t ,W 2
t , . . . , Wn

t )′且满足ρ′tρt = 1, 则Lt满足下列随机微分方

程:

dLt = Lt[utdt + vtρ
′
tdWt], L0 = l0 > 0. (2.3)

假设t时刻投资者投资于第i种股票的资金数额记为πi
t, i = 1, 2, . . . , n, t ∈ [0, T ], 记

πt = (π1
t , π

2
t , . . . , π

n
t )′, Xt表示t时刻投资者的净财富, 则t时刻投资于债券的资金数额为

π0
t = Xt −

n∑
i=1

πi
t. 假设不考虑卖空限制和借贷利率限制的情形, 也不考虑交易成本和消费

的情形, 则在交易策略πt下财富过程Xt满足下列随机微分方程:

dXt =
(
Xt −

n∑
i=1

πi
t

)dP 0
t

P 0
t

+
n∑

i=1
πi

t

dP i
t

P i
t

− dLt

Lt
.

即

dXt = [rtXt + B′
tπt − ut]dt + (π′tσt − vtρ

′
t)dWt, X0 = x0 > 0, (2.4)

其中Bt = (b1
t − rt, b

2
t − rt, . . . , b

n
t − rt)′.

市场的风险价格θt可定义为

θt = σ−1
t Bt.

所有可行投资组合策略πt所形成的集合记为Γ = {πt : 0 ≤ t ≤ T}. 假设投资者总是希
望最大化其终端财富的期望效用, 即求解下列优化问题:

Max
πt∈Γ

E(U(XT )), (2.5)

其中效用函数U(·)是定义在(−∞,+∞)上的严格凹的连续可微函数, 由凹函数的性质可知

存在唯一的最优投资策略πt = (π1
t , π

2
t , . . . , π

n
t )′使得投资者的终端财富的期望效用最大.

由于不同的投资人对风险的承受能力和偏好程度不同, 因此满足不同的效用函数. 本

文系统的考察如下三类效用函数: 第一类是常系数相对风险厌恶效用函数, 即幂效用函数,

其函数表达式为U(x) = xβ/β, β < 1, β 6= 0; 第二类是常系数绝对风险厌恶效用函数, 即指

数效用函数, 其函数表达式为U(x) = −e−βx, β > 0; 第三类是对数效用函数, 其函数表达

式为U(x) = lnx.
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注记 1 本文的主要创新点有: (i)本文研究的是基于效用最大化的最优投资策略问

题, 并假设负债服从几何布朗运动且与股票价格完全相关, 而Xie和Li等人(2008)研究的是

均值–方差问题; (ii)本文应用动态规划、HJB方程和Legendre变换–对偶解法相结合的方法,

而Xie和Li等人(2008)应用的是随机线性二次控制方法.

§3. 最优投资组合

根据动态规划原理[9], 值函数H(t, x)可定义为

H(t, x) = sup
{πt∈Γ}

E(U(XT )|Xt = x),

且H(t, x)可以看作下列HJB方程的解:

Ht + sup
πt

{
(rtx + B′

tπt − ut)Hx +
1
2
(π′tσt − vtρ

′
t)

2Hxx

}
= 0.

边界条件为H(T, x) = U(x), 其中Ht,Hx,Hxx分别表示H(t, x)对t的一阶偏导数、对x的一

阶偏导数与对x的二阶偏导数.

上述HJB方程的最优解为

π∗t = (σtσ
′
t)
−1

(
− Hx

Hxx
Bt + σtρtvt

)
. (3.1)

代入上述HJB方程和财富方程可得

Ht + (rtx− ut + θ′tρtvt)Hx − 1
2
‖θt‖2 H2

x

Hxx
= 0, (3.2)

dX∗
t =

(
rtXt − ut − ‖θt‖2 Hx

Hxx
+ θ′tρtvt

)
dt− θ′t

Hx

Hxx
dWt. (3.3)

3.1 幂效用函数

幂效用函数下, 可假设HJB方程(3.2)具有如下形式的解:

H(t, x) =
(x− g(t))β

β
f(t), (3.4)

其中边界条件为g(T ) = 0, f(T ) = 1.

求得各阶偏导数如下:

Ht =
(x− g(t))β

β
ḟ(t)− (x− g(t))β−1ġ(t)f(t),

Hx = (x− g(t))β−1f(t), Hxx = (β − 1)(x− g(t))β−2f(t).
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代入方程(3.2)可得

(x− g(t))β

β

[
ḟ(t) + βrtf(t)− β

2(β − 1)
‖θt‖2f(t)

]
−

(x− g(t))β−1[ġ(t)f(t)− (rtg(t)− ut + θ′tρtvt)f(t)] = 0.

于是有

ḟ(t) + βrtf(t)− β

2(β − 1)
‖θt‖2f(t) = 0, f(T ) = 1,

ġ(t)f(t)− (rtg(t)− ut + θ′tρtvt)f(t) = 0, g(T ) = 0.

解方程可得

f(t) = exp
{∫ T

t

(
βrs − β

2(β − 1)
‖θs‖2

)
ds

}
, (3.5)

g(t) =
∫ T

t
exp

{∫ t

s
rzdz

}
(us − θ′sρsvs)ds. (3.6)

因此, 幂效用函数下, 问题(2.5)的最优投资策略可总结如下:

定理 3.1 当效用函数为U(x) = xβ/β, β < 1且β 6= 0时, 则问题(2.5)的最优投资策

略为

π∗t = (σtσ
′
t)
−1

(Xt − g(t)
1− β

Bt + σtρtvt

)
, (3.7)

其中g(t)由式(3.6)所确定.

将最优投资策略(3.7)代入式(3.3)并取期望, 通过解方程可得

EX∗
t = X0e

∫ t
0 [rz−[1/(β−1)]·‖θz‖2]dz

+
∫ t

0
e
∫ t

s [rz−[1/(β−1)]·‖θz‖2]dz
[
(θ′sρsvs − us) +

g(s)
β − 1

‖θs‖2
]
ds.

因此, 终端时刻的期望财富为

EX∗
T = X0e

∫ T
0 [rz−[1/(β−1)]·‖θz‖2]dz

+
∫ T

0
e
∫ T

s [rz−[1/(β−1)]·‖θz‖2]dz
[
(θ′sρsvs − us) +

g(s)
β − 1

‖θs‖2
]
ds. (3.8)

推论 3.1 假设效用函数为U(x) = xβ/β, β < 1且β 6= 0时, 且负债不存在时,

即ut = vt = ρt = 0, 则问题(2.5)的最优投资策略和相应的终端财富期望值分别为

π∗t =
Xt

1− β
(σtσ

′
t)
−1Bt, EX∗

T = X0e
∫ T
0 [rt−[1/(β−1)]·‖θt‖2]dt. (3.9)
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注记 2 由式(3.7)可见, 幂效用函数下问题(2.5)的最优投资策略由两部分组成, 第

一部分是[Xt/(1− β)](σtσ
′
t)
−1Bt, 正是不考虑负债时的最优投资策略, 第二部分是(σtσ

′
t)
−1

·{[−g(t)/(1− β)]Bt + σtρtvt}, 正是由负债过程所确定的, 是为了对冲负债所引起的风险而

进行的投资. 另一方面, 式(3.7)与财富过程Xt有关, 这说明幂效用函数下的最优投资策略

随t时刻投资人的财富值的变化而变化.

3.2 指数效用函数

指数效用函数下, 方程(3.2)的解可假设为

H(t, x) = − exp
{− βxe

∫ T
t rzdz + h(t)

}
, h(T ) = 0.

求得各阶偏导数如下:

Ht = H
(
βxrte

∫ T
t rzdz + ḣ(t)

)
, Hx = H

(− βe
∫ T

t rzdz
)
, Hxx = H

(
βe

∫ T
t rzdz

)2
.

代入方程(3.2)可得

H(t, x)
[
ḣ(t)− 1

2
‖θt‖2 + (ut − θ′tρtvt)βe

∫ T
t rzdz

]
= 0.

于是有

ḣ(t)− 1
2
‖θt‖2 + (ut − θ′tρtvt)βe

∫ T
t rzdz = 0, h(T ) = 0.

解方程可得

h(t) =
∫ T

t
(us − θ′sρsvs)βe

∫ T
s rzdzds−

∫ T

t

1
2
‖θs‖2ds.

因此, 指数效用函数下我们有如下结论:

定理 3.2 当效用函数为U(x) = −e−βx, β > 0, 则问题(2.5)的最优投资策略为

π∗t = (σtσ
′
t)
−1

( 1
β

Bte
− ∫ T

t rzdz + σtρtvt

)
. (3.10)

将最优投资策略代入财富方程(3.3)可得

dX∗
t =

(
rtX

∗
t − ut +

1
β
‖θt‖2e−

∫ T
t rzdz + θ′tρtvt

)
dt +

1
β

θ′te
− ∫ T

t rzdzdWt.

解方程可得

X∗
t = X0e

∫ t
0 rzdz +

∫ t

0
(θ′sρsvs − us)e−

∫ s
t rzdzds +

∫ t

0

1
β
‖θs‖2e−

∫ T
t rzdzds

+
∫ t

0

1
β

θ′se
− ∫ T

t rzdzdWs.

因此, 终端时刻财富期望值为

EX∗
T = X0e

∫ T
0 rzdz +

∫ T

0

1
β
‖θs‖2ds +

∫ T

0
(θ′sρsvs − us)e−

∫ s
T rzdzds. (3.11)
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推论 3.2 当效用函数为U(x) = −e−βx, β > 0且没有负债时, 即ut = vt = ρt = 0, 则

最优投资策略和相应的终端财富期望值分别为

π∗t =
1
β

(σtσ
′
t)
−1Bte

− ∫ T
t rzdz, EX∗

T = X0e
∫ T
0 rzdz +

∫ T

0

1
β
‖θs‖2ds. (3.12)

注记 3 指数效用函数下, 问题(2.5)的最优投资策略(3.10)也由两部分所构成, 一部

分是不考虑负债时所进行的投资策略, 另一部分由负债过程所引起. 但指数效用函数下,

式(3.10)与t时刻财富值Xt无关, 且也与负债过程的参数ut无关.

3.3 对数效用函数

由于对数效用函数下(3.2)的求解有些困难, 所以我们应用Legendre变换–对偶原理[7, 8],

得到相应的对偶方程, 将(3.2)转变为关于对偶函数的偏微分方程, 从而求得对数效用函数

下值函数和最优投资策略的显示表达式, 并求得终端财富最优期望值.

根据值函数的凸函数性质, 定义Legendre变换为

Ĥ(t, z) = sup
x>0

{H(t, x)− zx}, g(t, z) = inf
x>0

{x|H(t, x) ≥ zx + Ĥ(t, z)},

其中z > 0表示x的对偶变量. g(t, z)与Ĥ(t, z)的关系为g(t, z) = −Ĥz(t, z), 所以可以选择

g(t, z)作为值函数H(t, x)的对偶函数.

由Hx(t, x) = z可得如下函数关系:

g(t, z) = x, Ĥ(t, z) = H(t, g)− zg.

注意到H(T, x) = U(x), 所以在终端时刻T可定义如下的Legendre变换:

Ĥ(T, z) = sup
x>0

{U(x)− zx}, g(T, z) = inf
x>0

{x|U(x) ≥ zx + Ĥ(T, x)}.

因此可得

g(T, z) = (U ′)−1(z).

应用上述函数关系可得如下变换规则:

Hx = z, Ht = Ĥt, Hxx = − 1

Ĥzz

. (3.13)

将(3.13)代入(3.2), 并对z求偏导, 经化简后可得

gt − (rtg − ut + θ′tρtvt)− rtzgz +
1
2
‖θt‖2z2gzz + ‖θt‖2zgz = 0, (3.14)

其中gt, gz, gzz分别表示g(t, z)对t的一阶偏导数、对z的一阶偏导数与对z的二阶偏导数.
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对数效用函数下有

g(T, z) =
1
z
.

根据对数效用函数的性质, 可假设(3.14)具有如下形式的解:

g(t, z) =
1
z
a(t) + b(t), a(T ) = 1, b(T ) = 0.

对g(t, z)求得各阶偏导数如下:

gt(t, z) =
1
z
ȧ(t) + ḃ(t), gz(t, z) = − 1

z2
a(t), gzz(t, z) =

2
z3

a(t).

将上述各阶偏导数代入(3.14)经化简后可得

1
z
ȧ(t) + ḃ(t)− rtb(t) + ut − θ′tρtvt = 0.

消除对z的依赖可得

ȧ(t) = 0, a(T ) = 1,

ḃ(t)− rtb(t) + ut − θ′tρtvt = 0, b(T ) = 0.

解方程可得

a(t) = 1, b(t) =
∫ T

t
exp

{∫ t

s
rzdz

}
(us − θ′sρsvs)ds.

于是可得

π∗t = (σtσ
′
t)
−1

[
− Hx

Hxx
Bt + σtρtvt

]
= (σtσ

′
t)
−1[zĤzzBt + σtρtvt]

= (σtσ
′
t)
−1[−zgzBt + σtρtvt] = (σtσ

′
t)
−1

[1
z
a(t)Bt + σtρtvt

]

= (σtσ
′
t)
−1[(g − b(t))Bt + σtρtvt] = (σtσ

′
t)
−1[(x− b(t))Bt + σtρtvt].

因此对数效用函数下有下列结论:

定理 3.3 当效用函数为U(x) = lnx时, 则问题(2.5)的最优投资策略为

π∗t = (σtσ
′
t)
−1

[(
Xt −

∫ T

t
exp

{∫ t

s
rzdz

}
(us − θ′sρsvs)ds

)
Bt + σtρtvt

]
. (3.15)

于是, 最优投资策略(3.15)下, 财富过程Xt满足

dX∗
t = [rtXt − ut + ‖θt‖2(Xt − b(t)) + θ′tρtvt]dt− θ′t

Hx

Hxx
dWt.

取期望并解方程可得

EX∗
t = X0 exp

{∫ t

0
(rs + ‖θs‖2)ds

}

+
∫ t

0
exp

{∫ t

s
(rz + ‖θz‖2)dz

}
· (θ′sρsvs − us − ‖θs‖2b(s))ds.
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因此, 终端时刻的期望财富为

EX∗
T = X0 exp

{∫ T

0
(rs + ‖θs‖2)ds

}

+
∫ T

0
exp

{∫ T

s
(rz + ‖θz‖2)dz

}
· (θ′tρsvs − us − ‖θs‖2b(s))ds. (3.16)

推论 3.3 当负债不存在时, 即ut = vt = ρt = 0, 则对数效用函数下问题(2.5)的最优

投资策略和相应的终端财富期望值分别为

π∗t = Xt(σtσ
′
t)
−1Bt, EX∗

T = X0 exp
{∫ T

0
(rs + ‖θs‖2)ds

}
. (3.17)

注记 4 由式(3.15)可以看出, 负债情形下, 对数效用函数下问题(2.5)的最优投资策

略与幂效用函数下当参数β = 0时的最优投资策略是一致的.

§4. 算例分析

为了解释本文所得结论, 本节我们给出算例分别计算三种效用函数下问题(2.5)的最优

投资策略, 并分析市场参数对最优投资组合的影响.

例 1 假设现有一投资人拥有初始资金x0 = 1000元, 欲将此资金投向一种无风险资

产和三种股票, 投资期限T = 1年. 假设投资过程存在负债, 参数ut = 0.25, vt = 0.5, 且与

股票价格的相关系数分别为ρ1
t = 0.3, ρ2

t = 0.5, ρ3
t = 0.81. 假设无风险利率rt = 0.02, 三种

股票的收益率向量为bt = {0.12, 0.22, 0.18}, 波动率矩阵为

σt =




0.23 0.34 −0.46

0.34 0.58 0.61

−0.46 0.61 0.25


 .

假设投资人对风险的承受能力和厌恶程度满足幂效用函数, 风险厌恶因子β = 0.2. 下

面分别分析参数β, ut, vt对最优投资组合的影响.

表1 幂效用函数下, 参数β对最优投资组合的影响分析

β -0.5 -0.2 0.2 0.3 0.35 0.4

π1
t 180.50 225.67 338.59 386.99 416.77 451.52

π2
t 119.02 148.64 222.69 254.43 273.96 296.75

π3
t 104.62 130.78 196.17 224.20 241.45 261.57

3∑
i=1

πi
t 404.15 505.10 757.47 865.62 932.18 1009.83

π0
t 595.85 494.90 242.53 134.37 67.82 -9.83

EXT 1081.50 1097.44 1138.31 1156.29 1167.50 1180.71
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表2 幂效用函数下, 参数ut对最优投资组合的影响分析

ut -0.5 -0.2 0.25 0.5 3.0 5.0

π1
t 338.85 338.75 338.59 338.51 337.67 337.00

π2
t 222.86 222.79 222.69 222.64 222.09 221.65

π3
t 196.32 196.27 196.18 196.13 195.64 195.25

3∑
i=1

πi
t 758.03 757.80 757.47 757.28 755.40 753.90

π0
t 241.97 242.20 242.53 242.72 244.60 246.10

EXT 1139.2 1138.85 1138.31 1138.02 1135.06 1132.69

表3 幂效用函数下, 参数vt对最优投资组合的影响分析

vt -2.5 -0.2 0.25 2.5 5.0 8.0

π1
t 339.43 338.79 338.66 338.03 337.33 336.49

π2
t 219.32 221.91 222.41 224.94 227.75 231.12

π3
t 196.13 196.17 196.17 196.20 196.24 196.28

3∑
i=1

πi
t 754.90 756.87 757.25 759.18 761.32 763.89

π0
t 245.11 243.13 242.75 240.82 238.68 236.11

EXT 1137.68 1138.16 1138.26 1138.74 1139.27 1139.91

结果分析: (a1) 由表1可以看出, 幂效用函数下投资于风险资产数量
3∑

i=1
πi

t随参数β的

增大而递增; 相应地, 投资于无风险资产的数量π0
t随参数β的增大而递减; 终端财富EXT随

参数β的增大而递增; 表1中, 当β = 0.4时, 投资于三种股票的数量分别为{451.52, 296.75,

261.57}, 而投资于无风险资产数量π0
t = −9.83 < 0, 表明投资人需从银行借9.83元投资于

风险资产.

(a2) 从表2可以看出, 幂效用函数下
3∑

i=1
πi

t随参数ut的增大而缓慢递减; π0
t随参数ut的增

大而缓慢递增; EXT随参数ut的增大而缓慢递减.

(a3) 从表3可以看出,
3∑

i=1
πi

t对vt递增; π0
t对vt递减; EXT对vt递增, 但幅度都比较小.

例 2 假设参数x0, T, rt, bt, σt, ut, vt, ρ
1
t , ρ

2
t , ρ

3
t的取值同例1所示, 下面分析当投资人

对风险的承受能力和厌恶程度满足指数效用函数时, 取β = 0.001, 下面分析参数β, ut, vt对

最优投资组合的影响.

结果分析: (b1) 从表4可以看出, 指数效用函数下投资于风险资产的数量
3∑

i=1
πi

t随参数β

的增大而递减; 相应地, 投资于无风险资产的数量π0
t随参数β的增大而递增; 终端财富EXT
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表4 指数效用函数下, 参数β对最优投资组合的影响分析

β 1/2000 1/1500 1/1200 0.001 0.003 0.01

π1
t 531.26 398.42 318.71 265.57 88.45 26.45

π2
t 349.03 261.92 209.65 174.80 58.65 17.99

π3
t 307.66 230.73 184.57 153.80 51.22 15.32

3∑
i=1

πi
t 1187.96 891.06 712.93 594.17 198.32 59.77

π0
t -187.96 108.94 287.07 405.83 801.69 940.23

EXT 1195.58 1151.7 1125.37 1107.81 1049.30 1028.82

表5 指数效用函数下, 参数ut对最优投资组合的影响分析

ut -2.0 -0.25 0.25 1.0 5.0 10.0

π1
t 265.57 265.57 265.57 265.57 265.57 265.57

π2
t 174.80 174.80 174.80 174.80 174.80 174.80

π3
t 153.80 153.80 153.80 153.80 153.80 153.80

3∑
i=1

πi
t 594.17 594.17 594.17 594.17 594.17 594.17

π0
t 405.83 405.83 405.83 405.83 405.83 405.83

EXT 1110.09 1108.32 1107.81 1107.06 1103.02 1097.96

表6 指数效用函数下, 参数vt对最优投资组合的影响分析

vt -10 -2 0.5 3.0 5.0 10.0

π1
t 267.98 266.15 265.57 264.10 264.54 263.39

π2
t 162.80 171.94 174.80 177.66 179.95 185.66

π3
t 155.26 154.15 153.80 153.45 153.17 152.47

3∑
i=1

πi
t 586.04 592.24 594.17 596.11 597.66 601.53

π0
t 413.96 407.76 405.83 403.89 402.34 398.47

EXT 1105.87 1107.35 1107.81 1108.28 1108.65 1109.57

随参数β的增大而递减; 当β = 1/2000时, 投资于无风险资产数量π0
t = −187.96 < 0, 表明

投资者需从银行借入187.96元投资于风险资产.

(b2) 从表5可以看出, 指数效用函数下,
3∑

i=1
πi

t和π0
t不受ut的影响; EXT对ut递减, 但幅

度比较小.

(b3) 从表6可以看出, 指数效用函数下,
3∑

i=1
πi

t对vt递增; π0
t对vt递减; EXT对vt递增.
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例 3 假设参数x0, T, rt, bt, σt, ut, vt, ρ
1
t , ρ

2
t , ρ

3
t的取值同例1所示, 下面分析对数效用

函数下, 参数ut, vt, T对最优投资组合的影响.

表7 对数效用函数下, 参数ut对最优投资组合的影响分析

ut -10.0 -5.0 0.25 3.0 5.0 10.0

π1
t 273.64 272.31 270.90 270.16 269.62 268.28

π2
t 180.10 179.22 178.29 177.81 177.46 176.58

π3
t 158.47 157.70 156.88 156.45 156.14 155.37

3∑
i=1

πi
t 612.22 609.22 606.07 604.42 603.22 600.22

π0
t 387.78 390.78 393.93 395.58 396.78 399.77

EXT 1125.37 1119.64 1113.61 1110.46 1108.16 1102.42

表8 对数效用函数下, 参数vt对最优投资组合的影响分析

vt -10 -5 0.5 2 5 10

π1
t 272.79 271.90 270.90 270.63 270.09 269.18

π2
t 165.95 171.83 178.29 180.06 183.58 189.46

π3
t 158.04 157.49 156.88 156.72 156.38 155.83

3∑
i=1

πi
t 596.79 601.21 606.07 607.40 610.05 614.47

π0
t 403.21 398.79 393.93 392.60 389.95 385.53

EXT 1111.4 1112.45 1113.61 1113.93 1114.56 1115.61

表9 对数效用函数下, 参数T对最优投资组合的影响分析

T 0.25 0.5 1 2 5 10

π1
t 270.93 270.92 270.90 270.86 270.73 270.55

π2
t 178.32 178.31 178.29 178.27 178.19 178.07

π3
t 156.90 156.89 156.88 156.86 156.79 156.68

3∑
i=1

πi
t 606.14 606.12 606.07 605.98 605.71 605.30

π0
t 393.86 393.88 393.93 394.02 394.29 394.70

EXT 1027.27 1055.28 1113.61 1240.12 1712.56 2932.85

结果分析: (c1) 从表7可以看出, 对数效用函数下投资于风险资产的数量
3∑

i=1
πi

t随参数ut

增大而递减; 相应地, 投资于无风险资产的数量π0
t随ut增大而递增; 终端财富期望值EXT

随参数ut增大而递减.
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表10 对数效用函数下, 无风险利率rt对最优投资组合的影响分析

rt 0.001 0.01 0.02 0.05 0.10 0.14

π1
t 321.82 297.67 270.90 190.35 56.19 -51.13

π2
t 191.82 185.40 178.29 156.85 121.17 92.62

π3
t 180.05 169.11 156.88 120.44 59.62 10.96

3∑
i=1

πi
t 693.70 652.18 606.07 467.64 236.98 52.45

π0
t 306.3 347.82 393.93 532.36 763.02 947.55

EXT 1119.96 1116.48 1113.61 1111.16 1127.72 1160.25

(c2) 从表8可以看出, 对数效用函数下
3∑

i=1
πi

t对参数vt递增; π0
t对参数vt递减; EXT对参

数vt递增.

(c3) 从表9可以看出,
3∑

i=1
πi

t和π0
t几乎不受投资期限T的影响, 但EXT随投资期限T的增

大而递增.

(c4) 从表10可以看出, 参数rt对最优投资组合存在很大的影响.
3∑

i=1
πi

t随着无风险利率

rt增大而递减; 相应地, π0
t随着rt增大而递增; EXT随着rt增大而先递减后递增.

§5. 结 论

金融实务中, 投资过程往往带有负债, 本文假设负债服从几何布朗运动并从效用最

大化角度对负债情形下的投资组合选择问题进行了研究, 应用动态规划原理、HJB方程

和Lengdre变换得到了幂效用、指数效用和对数效用下最优投资策略的显示表达式, 进一步

扩展了Xie和Li等人(2008)的工作. 文章最后给出算例分析了不同效用函数下市场参数对最

优投资组合的影响, 从而对满足不同效用函数的投资者进行科学决策提供理论依据. 进一

步可研究借贷利率限制或者卖空限制下的资产–负债管理问题, 也可研究随机利率模型或

者随机波动率模型下的资产–负债管理问题.

致谢 衷心感谢匿名审稿人提出的创造性修改意见!
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In this paper we use stochastic optimal control theory to investigate a dynamic portfolio selection

problem with liability process, in which the liability process is assumed to be a geometric Brownian mo-

tion and completely correlated with stock prices. We apply dynamic programming principle to obtain

Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equations for the value function and systematically study the optimal

investment strategies for power utility, exponential utility and logarithm utility. Firstly, the explicit ex-

pressions of the optimal portfolios for power utility and exponential utility are obtained by applying

variable change technique to solve corresponding HJB equations. Secondly, we apply Legendre transform

and dual approach to derive the optimal portfolio for logarithm utility. Finally, numerical examples are

given to illustrate the results obtained and analyze the effects of the market parameters on the optimal

portfolios.

Keywords: Liability process, dynamic portfolio selection, dynamic programming principle, Legen-

dre transform, power utility, exponential utility, logarithm utility.
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