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摘 要

本文讨论带等式约束的线性模型, 随机误差向量服从多元正态分布, 当附加的约束条件不确定时,

提出了基于W检验, LR检验和LM检验的预检验两参数估计, 并对估计优良性进行分析.
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§1. 引 言

考虑附加信息为等式约束的线性模型





y = Xβ + ε;

r = Rβ,
(1.1)

其中y是n × 1的响应向量, X是n × p的列满秩矩阵, β是p × 1的未知参数向量, r为q × 1的

已知向量, R为q × p的行满秩矩阵, 且q < p, ε是n× 1的服从正态分布的随机误差向量, ε的

期望为E(ε) = 0, 方差为Var (εε′) = σ2I, σ2 > 0, I是n× n的单位矩阵.

当研究者不能确定关于样本信息的约束条件r = Rβ是否成立时, 我们考虑参数的假设

检验问题: 原假设H0 : r = Rβ和备择假设H1 : r 6= Rβ. 对于以上的假设检验问题, 除了常

用的F检验统计量, 在计量经济学中还有Wald (W), Likelihood Ration (LR)和Lagrangian

Multiplier (LM)检验统计量. 文献[1–3]对W, LR和LM检验统计量做了许多研究. 对附加信

息为等式约束的线性模型(1.1), 文献[4]得到基于F检验的预检验估计. 结合预检验估计和岭

估计, 文献[5]提出了基于F检验的预检验岭估计. 文献[6]得到了基于F检验的预检验Liu估

计. 进一步地, 文献[7]提出了基于W, LR和LM检验的预检验岭估计, 并对估计的偏差和均

方误差等性质做了研究. 本文结合两参数估计和预检验估计, 提出基于W, LR和LM检验的

预检验两参数估计, 并在平方偏差和均方误差准则下对估计的优良性进行分析.
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§2. 估计的提出

上述的W, LR和LM检验统计量分别为

ζW =
(Rβ̂ − r)′(RC−1R′)−1(Rβ̂ − r)

σ̂2
=

nqF

n− p
,

ζLR = n[ln(σ̃2)− ln(σ̂2)] = n ln
(
1 +

qF

n− p

)
,

ζLM =
(Rβ̂ − r)′(RC−1R′)−1(Rβ̂ − r)

σ̃2
=

nqF

n− p + qF
,

其中σ̂2 = n−1(y −Xβ̂)′(y −Xβ̂)和σ̃2 = n−1(y −Xβ̃)′(y −Xβ̃)分别为σ2所对应的极大似

然估计和约束极大似然估计, F = (Rβ − r)′(RC−1R′)−1(Rβ − r)/(qS2
e )为常用的F统计量.

为了克服线性模型中的复共线性, 综合岭估计和Liu估计, 文献[8]提出的两参数估计为

β̂(k, d) = Fdβ̂(k) = FdWβ̂ = (X ′X + I)−1(X ′X + dI)(X ′X + kI)−1X ′y, (2.1)

其中Fd = (X ′X + I)−1(X ′X + dI), W = (Ip + kC−1)−1, C = X ′X, 可以看到两参数估计

是最小二乘估计, 岭估计和Liu估计的推广.

考虑带约束条件的线性模型(1.1), 结合文献[9]提出约束最小二乘估计的方法, 我们得

到约束两参数估计为

β̃(k, d) = FdWβ̃ = FdWβ̂ − FdWC−1R′(RC−1R′)−1(Rβ̂ − r), (2.2)

其中β̃为约束最小二乘估计.

结合两参数估计, 约束两参数估计和预检验估计的思想, 得到基于W, LR和LM检验的

预检验两参数估计为

β̂PT
∗ (k, d) = β̃(k, d)I(ζ∗ ≤ χ2

q(α)) + β̂(k, d)I(ζ∗ ≥ χ2
q(α)) = Fdβ̂

PT
∗ (k), (2.3)

其中I(A)为事件A的示性函数, χ2
q(α)为自由度为q的χ2分布的上α分位数, ζ∗分别表示ζW,

ζLR和ζLM统计量.

根据估计β̂PT∗ (k, d)的定义我们可得其偏差和均方误差分别为

Bias(β̂PT
∗ (k, d)) = −Bβ − FdWηGq+2,n−p(l∗1;∆), (2.4)

MSE(β̂PT
∗ (k, d)) = σ2[tr(FdWC−1W ′F ′

d)− tr(FdWAW ′F ′
d)Gq+2,n−p(l∗1;∆)]

+ η′W ′F ′
dFdWη[2Gq+2,n−p(l∗1;∆)−Gq+4,n−p(l∗2;∆)]

+ 2β′B′FdWηGq+2,n−p(l∗1;∆) + β′B′Bβ, . (2.5)
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其中η = C−1R′(RC−1R′)−1(Rβ − r), A = C−1R′(RC−1R′)−1RC−1, C(k) = X ′X + kIp,

∆ = (Rβ − r)′(RC−1R′)−1(Rβ − r)/σ2, 且l∗1分别表示

lW1 =
n− p

n(q + 2)
χ2

q(α), lLR
1 =

(n− p

q + 2

)
(eχ2

q(α)/n − 1), lLM
1 =

(n− p)χ2
q(α)

(q + 2)(n− χ2
q(α))

,

l∗2分别表示

lW2 =
n− p

n(q + 4)
χ2

q(α), lLR
2 =

(n− p

q + 4

)
(eχ2

q(α)/n − 1), lLM
2 =

(n− p)χ2
q(α)

(q + 4)(n− χ2
q(α))

,

Gm,n(·;∆)表示自由度为(m,n)非中心参数为(1/2)∆的非中心F分布的累计分布函数.

§3. 平方偏差准则下的优良性

定义 3.1 对于参数向量β的估计β̂, 其平方偏差为

QB(β̂) = Bias(β̂)′Bias(β̂).

根据平方偏差的定义和(2.4), 可得估计β̂PT∗ (k, d)的平方偏差为

QB(β̂PT
∗ (k, d)) = η′W ′F ′

dFdWη[Gq+2,n−p(l∗1;∆)]2

+β′B′Bβ + 2η′W ′F ′
dBβGq+2,n−p(l∗1;∆).

定理 3.1 在平方偏差准则下, 估计β̂PT
W (k, d), β̂PT

LR (k, d)和β̂PT
LM(k, d)三者之间的关系

为: QB(β̂PT
W (k, d)) ≤ QB(β̂PT

LR (k, d)) ≤ QB(β̂PT
LM(k, d)).

证明: 在平方偏差准则下,先对估计 β̂PT
W (k, d)和 β̂PT

LR (k, d)做比较. 估计 β̂PT
W (k, d)和

β̂PT
LR (k, d)的平方偏差之差为

QB(β̂PT
LR (k, d))−QB(β̂PT

W (k, d))

= η′W ′F ′
dFdWη[Gq+2,n−p(lLR

1 ;∆) + Gq+2,n−p(lW1 ;∆)]Λ1 + 2η′W ′F ′
dBβΛ1, (3.1)

其中Λ1 =Gq+2,n−p(lLR
1 ;∆)−Gq+2,n−p(lW1 ;∆). 由于lW1 ≤ lLR

1 ,因此Λ1≥0. 故QB(β̂PT
LR (k, d))

−QB(β̂PT
W (k, d)) ≥ 0显然成立.

同理可得QB(β̂PT
LM(k, d))−QB(β̂PT

LR (k, d)) ≥ 0. ¤

§4. 均方误差准则下的优良性

下面在均方误差准则下, 对基于W, LR和LM检验的预检验两参数估计进行比较. 由

(2.5)可以看到预检验两参数估计的均方误差值与非中心参数∆和参数k, d均有关, 因此这

部分的讨论我们分为两部分, 首先令k > 0和0 < d < 1固定, 把预检验两参数估计的均方误

差值看做非中心参数∆的函数; 接下来令∆固定, 把预检验两参数估计的均方误差值看做参

数k和d的函数.
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4.1 估计的均方误差值为∆的函数

引理 4.1 设矩阵A,B均为n×n的实对称阵, 且B为正定矩阵, 对任意n× 1的非零向
量x, 有λn(AB−1) ≤ (x′Ax)/(x′Bx) ≤ λ1(AB−1)成立, 其中λ1(AB−1)和λn(AB−1)分别表
示矩阵AB−1的最大特征值和最小特征值.

证明过程见文献[4].

定理 4.1 在均方误差准则下, 对k > 0和0 < d < 1固定, 当0 ≤ ∆ ≤ min(∆1,∆3),
估计β̂PT

W (k, d), β̂PT
LR (k, d)和β̂PT

LM(k, d)三者之间的关系为

MSE(β̂PT
W (k, d)) ≥ MSE(β̂PT

LR (k, d)) ≥ MSE(β̂PT
LM(k, d));

当∆ > max(∆2,∆4), 估计β̂PT
W (k, d), β̂PT

LR (k, d)和β̂PT
LM(k, d)三者之间的关系为

MSE(β̂PT
W (k, d)) ≤ MSE(β̂PT

LR (k, d)) ≤ MSE(β̂PT
LM(k, d)).

证明: 估计β̂PT
W (k, d)和β̂PT

LR (k, d)的均方误差值之差为

MSE(β̂PT
W (k, d))−MSE(β̂PT

LR (k, d))

= σ2tr(FdWAW ′F ′
d)Λ1 − 2β′B′FdWηΛ1 − η′W ′F ′

dFdWη(2Λ1 − Λ3), (4.1)

其中Λ3 = Gq+4,n−p(lLR
2 ;∆) − Gq+4,n−p(lW2 ;∆). 显然Λ1和Λ3皆为正数, 故MSE(β̂PT

W (k, d))
−MSE(β̂PT

LR (k, d)) ≥ 0当且仅当

tr(FdWAW ′F ′
d)Λ1 − 2σ−2β′B′FdWηΛ1

2Λ1 − Λ3
≥ σ−2η′W ′F ′

dFdWη.

根据引理4.1有σ2∆λp(W ′F ′
dFdWC−1) ≤ η′W ′F ′

dFdWη ≤ σ2∆λ1(W ′F ′
dFdWC−1), 其中

λ1(W ′F ′
dFdWC−1)和λp(W ′F ′

dFdWC−1)分布表示矩阵(W ′F ′
dFdWC−1)C−1的最大特征值

和最小特征值, ∆ = σ−2η′Cη. 因此

MSE(β̂PT
W (k, d))−MSE(β̂PT

LR (k, d)) ≥ 0成立的一个充分条件为 ∆ ≤ ∆1,

其中

∆1 =
tr(FdWAW ′F ′

d)Λ1 − 2σ−2β′B′FdWηΛ1

(2Λ1 − Λ3)λ1(W ′F ′
dFdWC−1)

.

根据以上叙述, 在均方误差准则下估计β̂PT
W (k, d)优于β̂PT

LR (k, d), 即

MSE(β̂PT
LR (k, d))−MSE(β̂PT

W (k, d)) ≥ 0的一个充分条件为 ∆ ≥ ∆2,

其中

∆2 =
tr(FdWAW ′F ′

d)Λ1 − 2σ−2β′B′FdWηΛ1

(2Λ1 − Λ3)λp(W ′F ′
dFdWC−1)

.

同理我们得在均方误差准则下, 估计β̂PT
LM(k, d)优于β̂PT

LR (k, d), 即

MSE(β̂PT
LR (k, d))−MSE(β̂PT

LM(k, d)) ≥ 0成立的一个充分条件为 ∆ ≤ ∆3,
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其中

∆3 =
tr(FdWAW ′F ′

d)Λ2 − 2σ−2β′B′FdWηΛ2

(2Λ2 − Λ4)λ1(W ′F ′
dFdWC−1)

,

且Λ2 = Gq+2,n−p(lLM
1 ;∆)−Gq+2,n−p(lLR

1 ;∆), Λ4 = Gq+4,n−p(lLM
2 ;∆)−Gq+4,n−p(lLR

2 ;∆).
在均方误差准则下估计β̂PT

LR (k, d)优于β̂PT
LM(k, d), 即

MSE(β̂PT
LM(k, d))−MSE(β̂PT

LR (k, d)) ≥ 0的一个充分条件为 ∆ ≥ ∆4,

其中

∆4 =
tr(FdWAW ′F ′

d)Λ2 − 2σ−2β′B′FdWηΛ2

(2Λ2 − Λ4)λp(W ′F ′
dFdWC−1)

. ¤

4.2 估计的均方误差值为参数k和d的函数

为了计算方便, 我们引入以下记号. 矩阵P为正交阵, 且满足P ′CP = diag(λ1, . . . , λp),
其中λ1 ≥ · · · ≥ λp > 0为矩阵C的顺序特征根. 因此可以得到估计β̂PT

W (k, d)和β̂PT
LR (k, d)的

均方误差值之差为

MSE(β̂PT
W (k, d))−MSE(β̂PT

LR (k, d)) =
p∑

i=1

λi(λi + d)
(λi + 1)2(λi + k)2

× f1(k, d), (4.2)

其中f1(k, d) = Λ1σ
2ãiiλi(λi + d) − (2Λ1 − Λ3)λiη̃

2
i (λi + d) − 2Λ1θiη̃

2
i [(k + 1 − d)λi + k],

θ = P ′β = (θ1, . . . , θp)′, η̃ = P ′η = (η1, . . . , ηp)′, ãii ≥ 0为矩阵Ã = P ′AP的第i个对角元.

定理 4.2 在均方误差准则下, 对∆和0 < d < 1固定, 当0 < k < min(k1, k3), 估计
β̂PT

W (k, d), β̂PT
LR (k, d)和β̂PT

LM(k, d)三者之间的关系为

MSE(β̂PT
W (k, d)) ≥ MSE(β̂PT

LR (k, d)) ≥ MSE(β̂PT
LM(k, d));

当k > max(k2, k4), 估计β̂PT
W (k, d), β̂PT

LR (k, d)和β̂PT
LM(k, d)三者之间的关系为

MSE(β̂PT
W (k, d)) ≤ MSE(β̂PT

LR (k, d)) ≤ MSE(β̂PT
LM(k, d)).

证明: 由(4.2)我们看到, MSE(β̂PT
W (k, d))−MSE(β̂PT

LR (k, d)) ≥ 0当且仅当f1(k, d) ≥
0. 令0 < d < 1固定, 把f1(k, d)作为参数k的函数, f1(k, d)可化为

f1(k, d) = [Λ1σ
2ãiiλi(λi + d)− (2Λ1 − Λ3)λiη̃

2
i (λi + d)− 2Λ1θiη̃

2
i (1− d)λi]

−[2Λ1θiη̃
2
i (λi + 1)]k. (4.3)

我们得到

MSE(β̂PT
W (k, d))−MSE(β̂PT

LR (k, d)) ≥ 0的一个充分条件为 k ≤ k1,

其中

k1 =
min

1≤i≤p
[Λ1σ

2ãiiλi(λi + d)− (2Λ1 − Λ3)λiη̃
2
i (λi + d)− 2Λ1θiη̃

2
i (1− d)λi]

max
1≤i≤p

[2Λ1θiη̃2
i (λi + 1)]

.
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相反地, 估计β̂PT
W (k, d)在均方误差准则下优于估计β̂PT

LR (k, d), 即

MSE(β̂PT
LR (k, d))−MSE(β̂PT

W (k, d)) ≥ 0的一个充分条件为 k > k2,

其中

k2 =
max
1≤i≤p

[Λ1σ
2ãiiλi(λi + d)− (2Λ1 − Λ3)λiη̃

2
i (λi + d)− 2Λ1θiη̃

2
i (1− d)λi]

min
1≤i≤p

[2Λ1θiη̃2
i (λi + 1)]

.

同理可得估计β̂PT
LM(k, d)在均方误差准则下优于估计β̂PT

LR (k, d), 即

MSE(β̂PT
LR (k, d))−MSE(β̂PT

LM(k, d)) ≥ 0的一个充分条件为 k ≤ k3,

其中

k3 =
min

1≤i≤p
[Λ2σ

2ãiiλi(λi + d)− (2Λ2 − Λ4)λiη̃
2
i (λi + d)− 2Λ2θiη̃

2
i (1− d)λi]

max
1≤i≤p

[2Λ2θiη̃2
i (λi + 1)]

.

相反地, 估计β̂PT
LR (k, d)在均方误差准则下优于估计β̂PT

LM(k, d), 即

MSE(β̂PT
LM(k, d))−MSE(β̂PT

LR (k, d)) ≥ 0的一个充分条件为 k > k4,

其中

k4 =
max
1≤i≤p

[Λ2σ
2ãiiλi(λi + d)− (2Λ2 − Λ4)λiη̃

2
i (λi + d)− 2Λ2θiη̃

2
i (1− d)λi]

min
1≤i≤p

[2Λ2θiη̃2
i (λi + 1)]

. ¤

定理 4.3 在均方误差准则下,对∆和k>0固定,当max(d1, d3)≤d<1,估计β̂PT
W (k, d),

β̂PT
LR (k, d)和β̂PT

LM(k, d)三者之间的关系为

MSE(β̂PT
W (k, d)) ≥ MSE(β̂PT

LR (k, d)) ≥ MSE(β̂PT
LM(k, d));

当0 < d ≤ min(d2, d4), 估计β̂PT
W (k, d), β̂PT

LR (k, d)和β̂PT
LM(k, d)三者之间的关系为

MSE(β̂PT
W (k, d)) ≤ MSE(β̂PT

LR (k, d)) ≤ MSE(β̂PT
LM(k, d)).

证明: 对k > 0固定, 把f1(k, d)作为参数d的函数, f1(k, d)可化为

f1(k, d) = [Λ1σ
2ãiiλi − (2Λ1 − Λ3)λiη̃

2
i + 2Λ1θiη̃

2
i λi]d

− [(2Λ1 − Λ3)λ2
i η̃

2
i + 2Λ1θiη̃

2
i ((k + 1)λi + k)− Λ1σ

2ãiiλ
2
i ]. (4.4)

我们得到

MSE(β̂PT
W (k, d))−MSE(β̂PT

LR (k, d)) ≥ 0的一个充分条件为 d ≥ d1,

《
应
用
概
率
统
计
》
版
权
所
用



578 应用概率统计 第二十八卷

其中

d1 =
max
1≤i≤p

[(2Λ1 − Λ3)λ2
i η̃

2
i + 2Λ1θiη̃

2
i ((k + 1)λi + k)− Λ1σ

2ãiiλ
2
i ]

min
1≤i≤p

[Λ1σ2ãiiλi − (2Λ1 − Λ3)λiη̃2
i + 2Λ1θiη̃2

i λi]
.

相反地, 估计β̂PT
W (k, d)在均方误差准则下优于估计β̂PT

LR (k, d), 即

MSE(β̂PT
LR (k, d))−MSE(β̂PT

W (k, d)) ≥ 0的一个充分条件为 0 < d ≤ d2,

其中

d2 =
min

1≤i≤p
[(2Λ1 − Λ3)λ2

i η̃
2
i + 2Λ1θiη̃

2
i ((k + 1)λi + k)− Λ1σ

2ãiiλ
2
i ]

max
1≤i≤p

[Λ1σ2ãiiλi − (2Λ1 − Λ3)λiη̃2
i + 2Λ1θiη̃2

i λi]
.

同理可得估计β̂PT
LM(k, d)在均方误差准则下优于估计β̂PT

LR (k, d), 即

MSE(β̂PT
LR (k, d))−MSE(β̂PT

LM(k, d)) ≥ 0的一个充分条件为 d ≥ d3,

其中

d3 =
max
1≤i≤p

[(2Λ2 − Λ4)λ2
i η̃

2
i + 2Λ2θiη̃

2
i ((k + 1)λi + k)− Λ2σ

2ãiiλ
2
i ]

min
1≤i≤p

[Λ2σ2ãiiλi − (2Λ2 − Λ4)λiη̃2
i + 2Λ2θiη̃2

i λi]
.

相反地, 估计β̂PT
LR (k, d)在均方误差准则下优于估计β̂PT

LM(k, d), 即

MSE(β̂PT
LM(k, d))−MSE(β̂PT

LR (k, d)) ≥ 0的一个充分条件为 0 < d ≤ d4,

其中

d4 =
min

1≤i≤p
[(2Λ2 − Λ4)λ2

i η̃
2
i + 2Λ2θiη̃

2
i ((k + 1)λi + k)− Λ2σ

2ãiiλ
2
i ]

max
1≤i≤p

[Λ2σ2ãiiλi − (2Λ2 − Λ4)λiη̃2
i + 2Λ2θiη̃2

i λi]
. ¤

根据以上分析, 令0 < d < 1固定, 我们同时考虑参数∆和k, 即综合定理4.1和定理4.2有
如下推论:

推论 4.1 均方误差准则下,对0<d<1固定,当(∆, k) ∈ [0,min(∆1,∆3)]×[0,min(k1,
k3)], 估计β̂PT

W (k, d), β̂PT
LR (k, d)和β̂PT

LM(k, d)三者之间的关系为

MSE(β̂PT
W (k, d)) ≥ MSE(β̂PT

LR (k, d)) ≥ MSE(β̂PT
LM(k, d));

当(∆, k) ∈ [max(∆2,∆4),∞) × [max(k2, k4),∞), 估计β̂PT
W (k, d), β̂PT

LR (k, d)和β̂PT
LM(k, d)三

者之间的关系为

MSE(β̂PT
W (k, d)) ≤ MSE(β̂PT

LR (k, d)) ≤ MSE(β̂PT
LM(k, d)).

令k > 0固定, 我们同时考虑参数∆和d, 即综合定理4.1和定理4.3有如下推论:
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推论 4.2 均方误差准则下,对k > 0固定,当(∆, d) ∈ [0,min(∆1,∆3)]×[max(d1, d3),
1), 估计β̂PT

W (k, d), β̂PT
LR (k, d)和β̂PT

LM(k, d)三者之间的关系为

MSE(β̂PT
W (k, d)) ≥ MSE(β̂PT

LR (k, d)) ≥ MSE(β̂PT
LM(k, d));

当(∆, d) ∈ [max(∆2,∆4),∞) × [min(d2, d4), 1), 估计β̂PT
W (k, d), β̂PT

LR (k, d)和β̂PT
LM(k, d)三者

之间的关系为

MSE(β̂PT
W (k, d)) ≤ MSE(β̂PT

LR (k, d)) ≤ MSE(β̂PT
LM(k, d)).

§5. 模拟分析

上述两部分从理论上分析了基于W, LR和LM检验的预检验两参数估计β̂PT∗ (k, d)的优
良性,下面考虑估计在模拟方面的表现. 根据文献[6]中介绍的方法,令X ′X = Ip, R′R = Ip,
RR′ = Iq, r = 0. 取n = 20, p = 5, q = 3, 在图1中我们刻画了基于W, LR和LM检验的预
检验两参数估计在不同的检验显著水平下其平方偏差的变化情况.
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图1 k = 0.2和d = 0.9时基于W, LR和LM检验的预检验两参数估计在不同显著
水平下的平方偏差

从图1可以看到, 在不同的显著水平下, 基于W, LR和LM检验的预检验两参数估计的
均方误差值随着∆的增大而变化, 但三个估计的平方偏差值从大到小均为: 基于LM检验的
预检验两参数估计、基于LR检验的预检验两参数估计、基于W检验的预检验两参数估计.
这一现象符合我们得到的定理3.1.
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接下来, 考虑新的估计在均方误差准则下的优良性. 我们取n = 20, p = 9, q = 6. 在
图2中令k = 0.2和d = 0.9固定, 得到了不同检验显著性水平下对应估计的均方误差值随参
数∆的变化情况; 在图3中令∆ = 2和d = 0.5固定, 画出了不同检验显著性水平下对应估计
的均方误差值随参数k的变化情况; 在图4中令∆ = 2和k = 0.2固定, 画出了不同检验显著
性水平下对应估计的均方误差值随参数d的变化情况.
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图2 k = 0.2和d = 0.9时基于W, LR和LM检验的预检验两参数估计在不同显著
水平下的均方误差

从图2可以看出, 对k = 0.2和d = 0.9固定, 在不同的显著水平下, 基于W, LR和LM检
验的预检验两参数估计的均方误差值随着∆的增大而增大. 但是, 当∆取值较小时, 三个估
计的均方误差值从大到小依次为: 基于W检验的预检验两参数估计、基于LR检验的预检验
两参数估计、基于LM检验的预检验两参数估计. 当∆取值较大时, 三个估计的均方误差值
从大到小与上述正好相反. 这一现象符合我们得到的定理4.1.

从图3可以看出, 对∆ = 2和d = 0.5固定, 在不同的显著水平下, 基于W, LR和LM检验
的预检验两参数估计的均方误差值随着k的增大而减小. 但是, 当k取值较小时, 三个估计
的均方误差值从大到小依次为: 基于W检验的预检验两参数估计、基于LR检验的预检验两
参数估计、基于LM检验的预检验两参数估计. 当k取值较大时, 三个估计的均方误差值从
大到小与上述正好相反. 这一现象符合我们得到的定理4.2.

从图4可以看出, 对∆ = 2和k = 0.2固定, 在不同的显著水平下, 基于W, LR和LM检验
的预检验两参数估计的均方误差值随着d的增大而增大. 但是, 当d取值较小时, 三个估计的
均方误差值从大到小依次为: 基于LM检验的预检验两参数估计、基于LR检验的预检验两
参数估计、基于W检验的预检验两参数估计. 当d取值较大时, 三个估计的均方误差值从大
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到小与上述正好相反. 这一现象符合我们得到的定理4.3.
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图3 ∆ = 2和d = 0.5时基于W, LR和LM检验的预检验两参数估计在不同显著
水平下的均方误差
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图4 ∆ = 2和k = 0.2时基于W, LR和LM检验的预检验两参数估计在不同显著
水平下的均方误差
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Preliminary Test Two-Parameter Estimators Based on W,

LR and LM Test-Statistics in a Regression Model
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In this paper, we proposed the preliminary test two-parameter estimators based on the Wald (W),

the Likelihood Ration (LR) and the Lagrangian Multiplier (LM) tests, when it is suspected that the

regression parameter may be restricted to a subspace. The bias and the mean square error (MSE) of the

proposed estimators are derived and compared. The conditions of superiority of the proposed estimators

are obtained.
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