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摘 要

本文研究一类具有常值利息力的更新风险模型. 对于理赔分布为重尾族类的若干情形, 考虑理赔

来到时刻的盈余, 并将盈余过程离散化, 进而利用更新函数和卷积, 得到该模型当盈余趋向于无穷大时

有限时间内绝对破产概率的渐近表达式.
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§1. 引 言

破产理论是金融和保险领域中的风险理论的重要组成部分, 是当前精算和数学界研究

的热门课题. 自Lundberg-Crámer的经典风险模型提出以来, 不少学者对其模型进行了改

进, 出于实际需要和理论研究的兴趣, 对于带有常值利息力, 投资回报, 可变保费以及理赔

为重尾分布情形下各种模型的破产问题都得到了广泛的关注和充分的研究. 国内学者在

此领域做出了许多杰出的工作, 如吴荣等(2002)、郭军义等(2003)、胡太忠(2000)、汪荣明

等(2001)、王过京等(2000)的工作都使得破产理论研究不断深入, 风险模型更加完善.

破产理论中的核心问题之一就是对保险公司的破产概率进行估计, 其原因在于一般情

况下很难得到破产概率的解析表达式. 通常将盈余过程小于0的时刻定义为破产时刻, 进而

考虑其终极破产概率或Gerber-Shiu罚金函数等破产问题.但有文献考虑到, 当盈余小于0的

时刻出现后, 保险公司未必真的就破产停止营业, 保险公司可以以一定的利率借入资金以

维持经营. 与此同时, 保险公司用其保费收入来偿还债务.

设保险公司盈余过程为{U(t), t > 0}, 银行贷款利息力为δ > 0, 且假设公司的贷款是

连续动态的. 如果公司t时刻盈余U(t) < 0, 需要贷款|U(t)|来弥补赤字经营. 假设在(0,∆t)

内无索赔发生, 则公司的盈余满足

U(t +4t) = U(t) + c4t + U(t)(eδ4t − 1),
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648 应用概率统计 第二十八卷

其中是U(t +4t)剩余赤字, U(t)是原赤字, c4t是保费收入, U(t)(eδ4t − 1)是利息支出. 令

4t → 0, 得到

U ′(t) = c + δU(t).

可以看出, 当U(t) > −c/δ时, U ′(t) > 0, 保险公司盈余U(t)在没有索赔的情况下严格递增,

还有可能恢复为正值. 当U(t) < −c/δ时, U ′(t) < 0, 保险公司盈余递减, 不会超过−c/δ. 而

且在这种情形下, 公司即便借贷也无法是的公司的盈余变成正值, 因为保费收入已经不足

以支付借贷所产生的利息, 于是我们将此公司的盈余小于−c/δ绝对破产时刻, −c/δ就是此

模型下保险公司的绝对破产界.

§2. 模型、问题以及若干预备知识

本文中, 不具有投资回报的更新模型由U(t) = x+ ct−
Nt∑

k=1

Xk, t ≥ 0给出,其中x ≥ 0为

保险公司的初始盈余, c ≥ 0为固定的保险费率, 索赔额序列{Xk, k = 1, 2, . . .}为一列独立
同分布的非负随机变量列, 具有共同的分布记为F (x), 称F (x) = 1 − F (x)为其尾分布, 设

索赔时间间隔{θk, k = 1, 2, . . .}为独立同分布的非负随机变量序列, 与{Xk, k = 1, 2, . . .}独
立, 索赔发生时刻T0 = 0, Tn =

n∑
k=1

θk, n = 1, 2, . . ., 令Nt = sup{Tn ≤ t, n = 1, 2, . . .}表示

在时间段[0, t]中发生的索赔次数, Nt为一个更新计数过程. 复合更新过程Ct =
Nt∑

k=1

Xk表示

到时刻t为止的索赔总额.

设δ > 0为保险公司将盈余投资于固定证券或银行所获得固定的利息力, 这意味着即经

过时间t后初始资本x变为xeδt. 于是, 在这种情形下, 到时刻t为止保险公司的总盈余Wδ(t)

为

Wδ(t) = xeδt + c

∫ t

0
eδ(t−y)dy −

Nt∑
k=1

Xke
δ(t−Tk), t ≥ 0. (2.1)

在这个模型之下, 定义有限时间内的绝对破产概率

ψ(x, t) = P
(

inf
0≤s≤t

Wδ(s) < − c

δ

∣∣∣Wδ(0) = x
)
, x ≥ 0, t ≥ 0. (2.2)

在索赔发生时刻Tn =
n∑

k=1

θk, 得到第n次索赔发生后的瞬时盈余Wδ(Tn), n = 1, 2, . . ., 根据

(2.1),

Wδ(Tn) = xeδTn + c

∫ Tn

0
eδ(Tn−y)dy −

n∑
k=1

Xke
δ(Tn−Tk)

= xeδTn−1 · eδθn + c

∫ Tn−1

0
eδ(Tn−y)dy + c

∫ Tn

Tn−1

eδ(Tn−y)dy −
n−1∑
k=1

Xke
δ(Tn−Tk) −Xn

= Wδ(Tn−1) · eδθn +
c

δ
(eδθn − 1)−Xn.
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令

Vn = Wδ(Tn) +
c

δ
, n = 1, 2, . . . ,

可得

V0 = Wδ(T0) +
c

δ
= x +

c

δ
, Vn = Vn−1e

δθn −Xn, n = 1, 2, . . . ,

以及

Vn =
(
x +

c

δ

) n∏
k=1

eδθk −
n∑

k=1

Xk

n∏
i=k+1

eδθi , n = 1, 2, . . . .

因为破产只发生在某次索赔发生的时刻, 所以破产概率可以定义为

ψ(x, t) = P
(

inf
0≤s≤t

Wδ(s) < − c

δ

∣∣∣Wδ(0) = x
)

= P
(

inf
1≤n≤Nt

Vn < 0
∣∣∣V0 = x +

c

δ

)

= P
(

inf
1≤n≤Nt

((
x +

c

δ

)
−

n∑
k=1

Xk

k∏
i=1

Yi

)
< 0

)
.

由于 inf
1≤n≤Nt

( n∑
k=1

Xk

k∏
i=1

e−δθi

)
关于n是递减的, 则极限为下确界. 令Yi = e−δθi , 有

ψ(x, t) = P
( Nt∑

k=1

Xk

k∏
i=1

Yi > x +
c

δ

)
, (2.3)

其中
k∏

i=1
Yi = e−δTk ∈ [0, 1]. 由此可见我们可以通过模型(2.3)来研究模型(2.2)下的破产概

率问题.

下文中, 若无特别说明, 极限均对x →∞而言.

对于两个非负的实值函数a(x)和b(x), 若满足lim sup
x→∞

a(x)/b(x) ≤ 1, 则记作a(x) .
b(x); 若满足lim inf

x→∞ a(x)/b(x) ≥ 1, 则记作a(x) & b(x); 当(i)与(ii)同时成立时, 我们就说

a(x) ∼ b(x).

对于两个分布函数F1, F2, 记F1 ∗ F2为它们的卷积, 即对每一个x ≥ 0,

F1 ∗ F2(x) =
∫ x

0−
F1(x− y)F2(dy),

以下记

F 1∗ = F, Fn∗ = F (n−1)∗ ∗ F, n = 2, 3, . . . .

文献[6]是在带有利息力的复合Poisson模型下, 假设索赔额相互独立且其分布属于次指

数分布族中子族的条件下, 得到了有限时间破产概率渐近性状的一致性结果, 即

ψ(x, t) ∼ λ

δ

∫ xeδt

x

F (y)
y

dy,
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而对于一般的更新模型, 文献[6]只讨论了其有限时间的破产概率. 文献[8]是在复合Poisson

风险模型之下, 假设索赔额分布属于S(γ)时的有限时间内的绝对破产概率的渐近行为(“渐

近”意思是初始盈余趋向于无穷大时, 破产概率的渐近行为), 即

ψ(x, t) ∼ λ exp
{λ

δ

∫ γ

γe−δt

EesX − 1
s

ds− γc

δ

}∫ t

0
F (xeδs)ds,

更新模型下的绝对破产问题目前已经引起了广发的关注, 据我们所致, 目前尚无文献对重

尾分布情形下, 一般更新模型中有限时间内的绝对破产概率的渐近行为作出研究, 因此本

文是在文献[8]的模型之下, 运用更新函数和卷积的方法, 在已有结果的基础之上, 考虑当理

赔为一类重尾分布时, 研究带有固定利息力的更新风险模型中的绝对破产概率渐近行为并

给出了其有限时间内的绝对破产概率的两个不同的渐近表达式.

经典风险模型中假定调节系数存在, 考虑的是小理赔的情形. 近年来, 理赔为重尾分布

的风险模型也受到了极大地关注, 在此种情况下, 调节系数不存在, 研究经典模型中的鞅方

法一般不太实用, 需要新的研究方法和思路. 重尾分布族中比较受到关注的次指数分布, 它

们很好地解释了保险实务中的大跳原理, 即保险公司的破产主要是由一个大额索赔引起的.

对于具有重尾理赔的模型, 一般情况下用于刻画潜在风险, 对于此类保险业务而言, 初始准

备金的数额一般很大, 即模型的初始盈余较大. 于是, 研究具有重尾分布的风险模型下的破

产概率当初始盈余值很大时的渐近行为就是很有价值的问题, 文献[8]以及其中的若干参考

文献都对于此类问题开展了研究. 再给出本文的主要结果前,先简单介绍几种重尾分布族.

定义 2.1 设F是定义在[0,∞)上的分布函数, 若对所有的n ≥ 2有 lim
x→∞Fn∗(x)/F (x)

= n, 则称F属于=族, 记作F ∈ =.

定义 2.2 设F是定义在[0,∞)上的分布函数, 称F属于S(γ)族, γ ≥ 0, 如果对任意实

数y, lim
x→∞F (x− y)/F (x) = ery并且 lim

x→∞F 2∗(x)/F (x) = 2
∫ ∞

0−
eγyF (dy)极限存在且有限,

记作F ∈ S(γ).

定义 2.3 设F是定义在[0,∞)上的分布函数, 对任意的y > 1有 lim
x→∞F (xy)/F (x)= 0,

则称F属于R−∞.

下面引述若干引理:

引理 2.1 [9] 设{Xk, k = 1, 2, . . .}为一列独立同分布的非负随机变量列, 具有共同的

分布F且F ∈ =, {σk, k = 1, 2, . . .}为一列非负的随机变量序列, 满足对某个0 < a ≤ b < ∞
及所有的1 ≤ k ≤ n有P(a ≤ σk ≤ b) = 1, 并且这两个序列之间相互独立, 则有

P
( n∑

k=1

σkXk > x
)
∼

n∑
k=1

P(σkXk > x).

引理 2.2 [10] 设F, F1, F2为定义在[0,∞)上的分布函数, F ∈S(γ)且li = lim
x→∞Fi(x)/F (x)
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存在并有限, i = 1, 2, 则

lim
x→∞

F1 ∗ F2(x)
F (x)

= l1

∫ ∞

0−
eγyF2(dy) + l2

∫ ∞

0−
eγyF1(dy).

引理 2.3 [11] 设F为定义在[0,∞)上的分布函数, 如果F ∈ S(γ), 则对任意的n = 1, 2,

. . ., 有

Fn∗(x) ∼ n
( ∫ ∞

0−
eγyF (dy)

)n−1
F (x).

引理 2.4 [12] 设{Nt, t ≥ 0}为一更新过程, 对应的来到时间间隔{θk, k ≥ 1}为一列独
立同分布的随机变量, 具有共同的分布H, 显然第n个更新发生的时刻Tn =

n∑
k=1

θk的分布Hn

就是H的自身的n重卷积, 令m(t) = ENt称为更新函数, 则有m(t) =
∞∑

n=1
Hn(t).

§3. 主要结果和证明

如我们在第二节所言, 研究重尾分布下更新风险模型的渐近行为在保险实务操作中具

有较大地参考价值, 是值得研究的问题. 同时, 由于对于重尾分布的模型下, 其破产概率的

解析表达式是很难得到的, 因此, 在数学上讨论其渐近行为也是非常有意思的. 在本节我们

主要给出了带有常值力的更行风险模型在理赔为重尾分布的情况下, 起破产概率的渐近表

达式. 这些表达式从理论上为我们研究破产概率的渐近行为提供了可能, 而且利用渐近表

达式, 我们可以比较方便地实现我们所研究的破产概率的渐近行为的随机模拟.

定理 3.1 在带有常数利息力的更新风险模型中,索赔次数{Nt, t ≥ 0}为一更新过程,

m(t)为其更新函数,并且索赔额序列{Xk, k ≥ 1}与{Nt, t ≥ 0}相互独立,如果F ∈ =∩S(γ),

则对任意的t > 0, 有

ψ(x, t) ∼
∫ t

0
e−γ(c/δ)eδy

P(X1e
−δy > x)dm(y).

证明: 由(2.3)式,

ψ(x, t) = P
( Nt∑

k=1

Xk

k∏
i=1

Yi > x +
c

δ

)

=
∞∑

n=1
P
( Nt∑

k=1

Xk

k∏
i=1

Yi > x +
c

δ

∣∣∣Nt = n
)
P(Nt = n),

因为
k∏

i=1
Yi = e−δTk , 在给定的Nt = n条件下索赔额序列{Xk, k ≥ 1}与来到时刻序列{Tk,

k ≥ 1}相互独立, 又注意到对每个1 ≤ k ≤ n, 都有e−δTk ∈ [e−δt, 1], 由引理2.1, 有

ψ(x, t) ∼
∞∑

n=1

n∑
k=1

P
(
Xke

−δTk > x +
c

δ

)
P(Nt = n)

=
∞∑

n=1

n∑
k=1

P
(
Xke

−δTk > x +
c

δ
,Nt = n

)
,
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注意到第n个索赔在时刻t或之前发生当且仅当时刻t已发生的索赔数目至少是n, 即{Nt ≥
n} ⇐⇒ Tn ≤ t.

ψ(x, t) ∼
∞∑

k=1

∞∑
n=k

P
(
Xke

−δTk > x +
c

δ
,Nt = n

)

=
∞∑

k=1

P
(
Xke

−δTk > x +
c

δ
,Nt ≥ k

)

=
∞∑

k=1

P
(
Xke

−δTk > x +
c

δ
, Tk < t

)

=
∞∑

k=1

∫ t

0
P
(
Xe−δy > x +

c

δ

)
dHk(y)

=
∫ t

0
P
(
Xe−δy > x +

c

δ

)
d
( ∞∑

k=1

Hk(y)
)

=
∫ t

0
P
(
Xe−δy > x +

c

δ

)
dm(y),

又F ∈ S(γ),

lim
x→∞P

(
X > xeδy +

c

δ
eδy

)/
P(X > xeδy) = e−γ(c/δ)eδy

.

所以有

ψ(x, t) ∼
∫ t

0
e−γ(c/δ)eδy

P(Xe−δy > x)dm(y). ¤

定理3.2给出了文献[8]所没有提到的有限时间内的绝对破产概率的渐近表达式.

定理 3.2 在带有常数利息力的更新风险模型中, 索赔额序列{Xk, X, k = 1, 2, . . .}为
一列独立同分布的非负随机变量列, 具有共同的分布F (x), 如果F ∈ S(γ) ∩R−∞, 则

ψ(x, t) ∼ Ee
γ

Nt∑
k=2

Xk

k∏
i=2

Yi

P
(
X1Y1 > x +

c

δ

)
,

其中Yi = e−δθi , {Yi, Y, i = 1, 2, . . .}为独立同分布的非负随机变量列且共同的分布为G.

证明: 由(2.3)式,

ψ(x, t) = P
( Nt∑

k=1

Xk

k∏
i=1

Yi > x +
c

δ

)

= P
(
X1Y1 +

Nt∑
k=2

Xk

k∏
i=2

YiY1 > x +
c

δ

)

= P
((

X1 +
Nt∑

k=2

Xk

k∏
i=2

Yi

)
Y1 > x +

c

δ

)

=
∫ 1

0
P
(
X1 +

Nt∑
k=2

Xk

k∏
i=2

Yi >
(
x +

c

δ

)/
y
)
G(dy),
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又

P
( Nt∑

k=2

Xk

k∏
i=2

Yi > x
)
≤ P

( Nt∑
k=2

XkY > x
)

=
∫ 1

0
P
( Nt∑

k=2

Xk >
x

y

)
G(dy),

由引理2.3,

P
( Nt∑

k=2

Xk >
x

y

)
∼ (Nt − 1)

( ∫ ∞

0−
eγyF (dy)

)Nt−2
F

(x

y

)

= (Nt − 1)(EeγX)Nt−2F
(x

y

)
,

又F ∈ R−∞, 所以 lim
x→∞F (xy)/F (x) = 0, y > 1, 即F (xy) = ◦(F (x)), 可以得到F (x/y) =

◦(F (x)). 所以

P
( Nt∑

k=2

Xk

k∏
i=2

Yi > x
)

. (Nt − 1)(EeγX)Nt−2

∫ 1

0
P
(
X >

x

y

)
G(dy) = ◦(F (x)),

可以推出

lim
x→∞P

( Nt∑
k=2

Xk

k∏
i=2

Yi > x
)/

F (x) = 0, lim
x→∞P(X1 > x)/F (x) = 1,

应用引理2.2

P
(
X1 +

Nt∑
k=2

Xk

k∏
i=2

Yi >
(
x +

c

δ

)/
y
)

∼
(
1 ·

∫ ∞

0−
eγyF2(dy) + 0 ·

∫ ∞

0−
eγyF1(dy)

)
F

((
x +

c

δ

)/
y
)

=
∫ ∞

0−
eγyF2(dy)F

((
x +

c

δ

)/
y
)

= Ee
γ

Nt∑
k=2

Xk

k∏
i=2

Yi

F
((

x +
c

δ

)/
y
)
,

所以

ψ(x, t) ∼ Ee
γ

Nt∑
k=2

Xk

k∏
i=2

Yi
∫ 1

0
F

((
x +

c

δ

)/
y
)
G(dy)

= Ee
γ

Nt∑
k=2

Xk

k∏
i=2

Yi

P
(
XY > x +

c

δ

)
. ¤

特别地, 假设索赔额序列{Xk, k = 1, 2, . . .}服从参数为λ的指数分布, 时间间隔θk为单

位时间, k = 1, 2, . . ., 则Yi = e−δθi = e−δ, 我们有

P
(
X1Y1 > x +

c

δ

)
= P

(
X1 > eδ

(
x +

c

δ

))
= e−λeδ(x+c/δ).

也就是说ψ(x, t)是符合Lundberg-Crámer经典风险模型中的L-C近似.
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The Asymptotic Estimate of Absolute Ruin Probabilities in

the Renewal Risk Model with Constant Force of Interest

Wang Jingjing
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Zhu Dongjing Qian Wenying
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In this paper, absolute ruin problems for a kind of renewal risk model with constant interest force

are studied. For certain situations of the claim distribution with heavy tail, consider the surplus of the

arrival time, and discrete the surplus process, then use the method of renewal function and convolution,

we present the asymptotic properties of absolute ruin probability when the initial surplus tends to infinity.

Keywords: Absolute ruin probability, constant force of interest, renewal risk model, asymptotic

estimate.
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