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摘 要

本文中我们给出了生灭过程的轨道结构, 指出轨道结构与构造理论之间的一一对应关系, 并且利

用Ito游程理论说明构造理论中各个参数的概率含义.
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§1. 引 言

设E = {0, 1, 2, . . .}, b0, b1, . . . , a1, a2, . . .都是正数, a0 ≥ 0,

qij =





bi, 如果 j = i + 1;

−(ai + bi), 如果 j = i;

ai, 如果 j = i− 1, i ≥ 1;

0, 其它情形,

E上的矩阵Q = (qij)称为生灭矩阵. 如果a0 = 0, 则Q是保守的, 如果a0 > 0, 则Q有一个非

保守状态. 密度矩阵为Q的过程称为生灭过程.

由于λI−Q是三对角阵,所以方程组(λI−Q)u = 0最多只有一个线性无关解,从而Q最

多只有一个Martin积极流出边界. 同样, 由于v(λ −Q) = 0最多只有一个线性无关解, Q最

多只有一个Martin积极流入边界.

令 



z0 =





1
a0

, if a0 > 0;

0, if a0 = 0,

z1 = z0 +
1
b0

,

· · · · · ·
zn = z0 +

1
b0

+ · · · a1a2 · · · an−1

b0b1 · · · bn−1
.

(1.1)

本文2010年10月9日收到, 2012年9月3日收到修改稿.
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zn, n = 0, 1, 2, . . .称为Q的自然尺度. 令

µ0 = 1, µn =
b0b1 · · · bn−1

a1 · · · an−1an
, (1.2)

µn, n = 0, 1, 2, . . .称为Q的标准测度. 令

z = lim
n→∞ zn, R =

∞∑
k=0

µk(z − zk), S =
∞∑

k=0

zkµk. (1.3)

定义 1.1 称Q是流出的, 如果R < ∞, S = ∞; 称Q是流入的, 如果R = ∞, S < ∞;

称Q是正则的, 如果R < ∞, S < ∞; 称Q是自然的, 如果R = ∞, S = ∞.

按照W. Feller的看法, 如果把E的一点紧化E ∪ {∞}看成半直线[0,∞], 把生灭过程看

成是一维扩散, 流出指的是从任意的i ∈ E出发, 在有限时间内可以达到∞, 但不能从∞流
入E中; 流入指的是从∞出发, 可以“连续地”流入E中(参考3.2节中的图形), 但从i ∈ E出

发, 不可能在有限时间内到达∞; 自然指的是既不能从∞出发“连续地”流入E中, 又不

能从i ∈ E出发在有限时间内到达∞; 正则指的是既能从∞出发“连续地”流入E中, 又能

从i ∈ E出发在有限时间内到达∞.

在[1]中, 王梓坤教授用“极限过渡法”系统论述了a0 = 0情形下的生灭过程的构造问题,

并且给出了特征数等概率参数. 在[2]中杨向群教授用分析法系统论述了一般情况下生灭过

程的构造问题, 并讨论了它的飞跃区间, U-区间, 遍历性等概率性质. 但对于生灭过程的轨

道结构, 尤其是对于生灭矩阵Q不满足Q-过程唯一性准则时的轨道结构, 一直没有系统和

完整的叙述. 在本文中, 我们利用他们的结果和Markov过程的一般理论来刻画生灭过程的

轨道结构, 并且说明轨道结构与构造理论之间的联系, 并且用Ito游程理论来说明构造理论

中各个量的概率意义.

§2. Markov链的Ray-Knight方法

设E如上, pij(t)是E上诚实的转移函数, Rij(λ)是pij(t)的预解式. E上所有有界函数组

成的集合记作M, M上的范数定义为

‖f‖ = sup
i∈E

|f(i)|.

对于任意的f ∈ M, 函数i 7→ ∑
k∈E

Rik(λ)f(k)记作Rλf , 显然Rλ是M上的线性算子并且
‖Rλ‖ = 1/λ.

对于任意的G ⊂M, 令

U(G) =
{ n∑

i=1
aiRλi

fi|n ∈ N, λi > 0, ai ≥ 0, fi ∈ G, ∀ i ≤ n
}

,

∧
(G) = {f1 ∧ · · · ∧ fn|n ∈ N, f1, . . . , fn ∈ G}.
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12 应用概率统计 第二十九卷

取G的可数子集H = {I{k}(·)|k ∈ E} ∪ {1}, 令

R(1) = U(H), R(n+1) =
∧

(R(n) + U(R(n))), R =
∞⋃

n=1
R(n).

取R的稠密子集{gm}∞m=1, 令

d(x, y) =
∞∑

m=1

1
2m

· [|gm(x)− gm(y)| ∧ 1], ∀x, y ∈ S, (2.1)

则d(·, ·)是E上的度量, E在d(·, ·)下的完备化记作E,显然E是一个紧度量空间,称为E的Ray

-Knight紧化.

由[6] p.303-320, Rij(λ)可以扩张成E上的Ray预解式Uα(x,dy), Uα(x,dy)对应的Ray半

群记作Pt(x,dy). 令

D = {x|x ∈ E, P0(x, ·) = δx(·)},
D称为非分支点集, D中的点称为非分支点.

ER = {x|x ∈ E, U1(x,E) = 1}, E+ = ER ∩D. E+上的Borel代数记作E , 由[6] p.303-

320, 我们有

定理 2.1 存在取值于(E+, E)的强Markov过程X = (Ω,F ,Ft, Xt, θt,P
x), 使得

(1) {Ft}和{Xt}都是右连续的, {Xt}在ER中有左极限;

(2) X的转移函数为Pt(x,dy);

(3) 对于任意的x ∈ E+, Px{X0 = x} = 1;

(4) 任给(E+, E)上的概率测度µ, Γ ∈ E以及一列{Ft}停时T, T (n), n = 1, 2, . . ., T (n) ↑
T , 并且在{T < ∞}上T (n) < T ,

Pµ
{

XT ∈ Γ
∣∣∣ ∨

n
FT (n)

}
I{T<∞} = P0(XT−,Γ)I{T<∞},

这里Pµ{·} =
∫

E+

µ(dx)Px{·};
(5) 对于任意α > 0以及(Pt)t≥0的α-过分函数f , {f(Xt)}是几乎必然右连续的.

X = (Ω,F ,Ft, Xt, θt,P
x)称为pij(t)对应的右过程.

注记 1 在Markov链的一些经典著作中, 对于给定的E上的转移函数pij(t), 通常的

做法是构造取值于E ∪ {∞}的典范链. 典范链的状态空间非常简单, 但它的轨道却只具有

右下半连续性, 而且仅仅保持部分的强Markov性(参考[1]第三章第二节定理5以及第三节定

理1). 应用Ray-Knight方法所得到的X = (Ω,F ,Ft, Xt, θt,P
x)能够克服典范链的这些缺陷,

但缺点是状态空间的结构可能非常复杂.

注记 2 设Q = (qij)是pij(t)的密度矩阵, qi = −qii. 如果i是稳定态, 即qi < ∞, 则

对于右过程X = (Ω,F ,Ft, Xt, θt,P
x)来说, Pi{T > t} = e−qit, Pi{XT = j} = qij/qi, 其中

T = inf{s|Xs 6= X0}.
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§3. Ray-Knight方法在生灭过程方面的应用

生灭矩阵Q对应的最小转移函数记作 pmin
ij (t), 最小预解式记作Rmin

ij (λ). 设Xmin =

{Xmin
t , t < σ}是pmin

ij (t)对应的最小过程, σ为中断时间, 条件概率P{·|Xmin
0 = i}记作Pi{·}.

对于任意的k ∈ E, 令σk = inf{t|Xmin
t = k, t < σ}.

在本文中, i → ∞表示通常的极限, 即非负整数列i = 0, 1, 2, 3, . . .的极限, 而i ⇒ x表

示在Ray-Knight拓扑下i收敛于x, 请读者注意这种区别. 由于i = 0, 1, 2, 3, . . .通常也是Ray-

Knight拓扑下的Cauchy列, 所以i →∞和i ⇒ x是等价的.

在Ray-Knight拓扑下的极限我们记作R− lim.

3.1 a0 = 0, Q是自然或流入的情形

设a0 = 0. 由[1]第四章§ 1可知生灭过程唯一的充分必要条件是R = ∞, 即流入和自然

情形. 这时最小转移函数pmin
ij (t)是诚实的.

对于任意的i ∈ E, 令xi = Ei{e−λσ0}. 由[3] p.123定理9.3.1, x = (xi, i ∈ E)T是方程

组(λI −Q)u = 0使得u0 = 1的最小非负解. 当i > k时, 在Pi{·}下, 由于Xmin· 在σ0之前必须

经过k,

xi = Ei{e−λσ0} = Ei{e−λ(σ0◦θσk
+σk)} = Ei{e−λσk}Ek{e−λσ0} = Ei{e−λσk}xk ≤ xk,

所以ui随着i的减小而增大, 并且Ei{e−λσk} = xi/xk.

(一) 当Q自然时, 由[2] p.110定理2, lim
i→∞

xi = 0, 所以

lim
i→∞

Rmin
i0 (λ) = lim

i→∞
Ei{e−σ0}Rmin

00 (λ) = 0,

同理对于任意的k ∈ E, lim
i→∞

Rmin
ik (λ) = 0.

容易看出, 对于E上任意的函数f(i), lim
i→∞

f(i) = 0, 皆有 lim
i→∞

∑
k∈E

Rmin
ik (λ)f(k) = 0, 因

此E在pmin
ij (t)下的Ray-Knight紧化为一点紧化E ∪ {∂},

Uλ(∂, {k}) = lim
i⇒∂

Rmin
ik (λ) = lim

i→∞
Rmin

ik (λ) = 0,

即ER = E. 从定理2.1可知右过程X = (Ω,F ,Ft, Xt, θt,P
x)即为在通常意义下pmin

ij (t)所决

定的Markov链.

(二) 当Q流入时, 由[2] p.110定理2, x∞ = lim
i→∞

xi > 0, 所以

lim
i→∞

Rmin
ik (λ) = lim

i→∞
Ei{e−σk}Rmin

kk (λ) =
x∞
xk

Rmin
kk (λ) > 0.

对于E上任意的函数f(i), lim
i→∞

f(i) = c, 皆有 lim
i→∞

∑
k∈E

Rmin
ik (λ)f(k) = c, 因此E在pmin

ij (t)下

的Ray-Knight紧化为一点紧化E ∪ {∂}.
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14 应用概率统计 第二十九卷

对于任意的k ∈ E,

Uλ(∂, {k}) = lim
i⇒∂

Rmin
ik (λ) = lim

i→∞
Rmin

ik (λ) =
x∞
xk

Rmin
kk (λ) > 0.

另外, 对于任意的i, j, k ∈ E, i > j, 由于

Rmin
ik (λ) = Ei

[ ∫ ∞

0
e−λtI{k}(Xt)dt

]
≥ Ei

[ ∫ ∞

σj

e−λtI{k}(Xt)dt
]

= Ei
{

e−λσi

[ ∫ ∞

0
e−λtI{k}(Xt)dt

]
◦ θσj

}
= Ei[e−λσj ]Rmin

jk (λ)

=
ui

uj
Rmin

jk (λ),

令i →∞, 立得Uλ(∂, {k}) ≥ (u∞/uj)Rmin
jk (λ). 所以

∑
k∈E

Uλ(∂, {k}) ≥ u∞
uj

∑
k∈E

Rmin
jk (λ) =

u∞
λuj

.

令j →∞, 立得
∑

k∈E

Uλ(∂, {k}) ≥ 1/λ. 从而有
∑

k∈E

U1(∂, {k}) = 1, 即∂ ∈ ER. 此外, 对于任

意的k ∈ E, 取m > k, 由于

Uλ(∂, {k}) =
x∞
xk

Rmin
kk (λ) =

x∞
xm

Em{e−λσk}Rmin
kk (λ) ≤ Em{e−λσk}Rmin

kk (λ) = Rmin
mk (λ),

所以

P0(∂, {k}) = lim
λ→∞

λUλ(∂, {k}) ≤ lim
λ→∞

λRmin
mk (λ) = 0,

即∞不是分支点, E+ = E ∪ {∂}. 由于Ray半群Pt(x,dy)限制在E上即为pmin
ij (t), 所以当x ∈

E时, 在Px{·}下, {Xt}永远停留在E中, {Xt}即为通常意义下pmin
ij (t)决定的Markov链. 在

P∂{·}下, {Xt}自∂很快“流入”E中, 然后永远停留在E中, 又因为X·是右连续的, 由定理2.1

中的(3), 所以R− lim
t↓0

Xt = ∂.

-

6

t

X

在P∂{·}下{Xt}t≥0的轨道如上图所示.
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3.2 a0 = 0, Q是流出或正则的情形

这时R < ∞.

令ui = Ei{e−σ}, 由[2] p.36定理5可知u = (ui, i ∈ E)T是方程组(λI − Q)u = 0的最大

囿1解. 当i < k时, 在Pi{·}下, 由于Xmin· 在σ之前必须经过k,

ui = Ei{e−λσ} = Ei{e−λ(σ◦θσk
+σk)} = Ei{e−λσk}Ek{e−λσ} = Ei{e−λσk}uk ≤ uk,

所以ui随着i的增大而增大.

由[2] p.110定理1,这时ui = Ei{e−σ} > 0,即方程组(λI−Q)u = 0有非平凡解,此外,由

于u = (ui, i ∈ E)T是方程组(λI −Q)u = 0的最大囿1解, 所以 lim
i→∞

ui = 1. 由于(λI −Q)是

三对角阵, 所以这时(λI −Q)u = 0只有一个线性无关解, 由[2] p.188定理3, Q的Martin积极

流出边界只有一个, 即Q是单流出的.

由[1], R = E0{σ} < ∞, Xmin· 从0出发必须经过其它状态才能达到∞, 故Xmin· 以概率1

在有限时间内“爆炸”.

由[2] p.49定理1, 生灭过程的诚实的预解式Rij(λ)有如下形式:

Rij(λ) = Rmin
ij (λ) + Ei{e−λσ}

∑
k∈E

ckR
min
kj (λ) + ηj(λ)

λ
[ ∑

m∈E

[ ∑
k∈E

ckR
min
km (λ) + ηm(λ)

]] , (3.1)

其中ck, k ∈ E是一组非负常数, ηk(λ)满足方程组




v(λI −Q) = 0,
∑

k∈E

vk < ∞,
(3.2)

并且
∑

m∈E

[ ∑
k∈E

ckR
min
km (1) + ηm(1)

]
= 1.

如果Q是流出的,由[2] p.119引理4,方程组(3.2)只有零解;当Q是正则时,方程组(3.2)有

非平凡解, 这时取(3.2)的解ηj(λ)使得
∑

m∈E

ηm(1) = 1. 由于(λI −Q)是三对角阵, 所以这时

(λI −Q)u = 0只有一个线性无关解, 从而存在常数d使得ηj(λ) = dηj(λ).

定理 3.1 设Q是流出或正则的, k0 ∈ E使得ck = 0, ∀ k 6= k0, ηj(λ) = 0, 则Rij(λ)所

诱导的Ray-Knight紧化为E, k0是E在Ray-Knight拓扑下的唯一的聚点. 这时Rij(λ)是(Q,

δk0)型Doob过程.

证明: 显然对于任意的j ∈ E,

Rk0j(λ) = Rmin
k0j (λ) + Ek0{e−λσ} Rmin

k0j (λ)

1− Ek0{e−λσ} =
Rmin

k0j (λ)

1− Ek0{e−λσ} .
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16 应用概率统计 第二十九卷

由于

Rmin
ij (λ) = Ei

[ ∫ σ

0
e−λtI{j}(Xmin

t )dt
]
≤ Ei{1− e−λσ} = 1− ui,

所以 lim
i→∞

Rmin
ij (λ) = 0, lim

i→∞
Ei{e−λσ} = 1, 从而

lim
i→∞

Rij(λ) =
Rmin

k0j (λ)

1− Ek0{e−λσ} = Rk0j(λ).

对于E上任意的函数f(i), lim
i→∞

f(i) = f(k0), 易知皆有 lim
i→∞

∑
k∈E

Rmin
ik (λ)f(k) = f(k0), 因

此E在pmin
ij (t)下的Ray-Knight紧化为E只是k0是聚点. 由[2] p.266定理1, Rij(λ)是不中断

的(Q, δk0)型Doob过程. ¤

定理 3.2 设Q是流出或正则的, ηj(λ) = 0,
∑

k∈E

ck < ∞并且存在两个以上k使得ck >

0, 则Rij(λ)所诱导的Ray-Knight紧化为一点紧化E ∪{∂}, 这时Rij(λ)是(Q, π)型Doob过程,

其中π = (πk, k ∈ E), πk = ck

/[ ∑
m∈E

cm

]
.

证明: 仿照定理3.1, 可以证明对于任意的j ∈ E,

lim
i→∞

Rij(λ) =

∑
k∈E

ckR
min
kj (λ)

λ
[ ∑

m∈E

∑
k∈E

ckR
min
km (λ)

] ,

对于E上任意的函数f(i), lim
i→∞

f(i) = c, 易知皆有 lim
i→∞

∑
k∈E

Rmin
ik (λ)f(k) = c. 所以0, 1, 2, . . .

在Ray-Knight拓扑下Cauchy列, 设它在Ray-knight拓扑下的极限为x. 对于每个j 6= x, 由

于j在Ray-Knight拓扑下是孤立点, 所以

Uλ(x, {j}) = lim
i⇒x

Rij(λ) = lim
i→∞

Rij(λ) =

∑
k∈E

ckR
min
kj (λ)

λ
[ ∑

m∈E

∑
k∈E

ckR
min
km (λ)

] .

如果x = k ∈ E, 则E = E,

Uλ(x, {k}) = Uλ(x,E)− ∑
m6=k

Uλ(x, {m}) =
1
λ
− ∑

m6=k

Rkm(λ) = Rkk(λ),

从而

1 >
ck∑

m∈E

cm
= lim

λ→∞
λUλ(x, {k}) = lim

λ→∞
λRkk(λ) = 1,

矛盾! 故x /∈ E, x记作∂. 由于E中的点在Ray-Knight拓扑下是孤立点,所以对于每个j ∈ E,

Uλ(∞, {j}) =

∑
k∈E

ckR
min
kj (λ)

λ
[ ∑

m∈E

∑
k∈E

ckR
min
km (λ)

] ,
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所以
∑
j∈E

U1(∂, {j}) = 1, 即∂ ∈ ER. 上式两端乘以λ, 再让λ →∞, 则有πj = P0(∂, {j}). 由
π的定义, 容易看出

Rij(λ) = Rmin
ij (λ) + Ei{e−λσ}

∑
k∈E

πkR
min
kj (λ)

∑
m∈E

πk(1− Em{e−λσ}) ,

由[2] p.266定理1, Rij(λ)是不中断的(Q, π)型Doob过程. ¤

Doob过程的轨道相对来说比较简单, 过程Xt从某个状态i出发, 经过有限时间发生“爆

炸”, 然后以概率πk回到状态k, 经过有限时间再次“爆炸”, 如此循环往复.

定理 3.3 设Q是流出或正则的,
∑

k∈E

ck = ∞或ηj(λ) 6= 0, 则Rij(λ)所诱导的Ray-

Knight紧化为一点紧化E ∪ {∂}, 并且E+ = E ∪ {∂},

Uλ(i, {j}) = Rij(λ), (3.3)

Uλ(∂, {j}) =

∑
k∈E

ckR
min
kj (λ) + ηj(λ)

λ
[ ∑

m∈E

∑
k∈E

ckR
min
km (λ) + ηm(λ)

] , (3.4)

这里Uλ(x, {j})是Rij(λ)诱导的Ray预解式.

证明: 仿照定理3.1, 可以证明对于任意的j ∈ E,

lim
i→∞

Rij(λ) =

∑
k∈E

ckR
min
kj (λ) + ηj(λ)

λ
[ ∑

m∈E

∑
k∈E

ckR
min
km (λ) + ηm(λ)

] ,

对于E上任意的函数f(i), lim
i→∞

f(i) = c, 易知皆有 lim
i→∞

∑
k∈E

Rmin
ik (λ)f(k) = c. 所以0, 1, 2, . . .

在Ray-Knight拓扑下Cauchy列, 设它的极限为x. 对于每个j 6= x, 由于j在Ray-Knight拓扑

下是孤立点, 所以

Uλ(x, {j}) = lim
i⇒x

Rij(λ) = lim
i→∞

Rij(λ) =

∑
k∈E

ckR
min
kj (λ) + ηj(λ)

λ
[ ∑

m∈E

∑
k∈E

ckR
min
km (λ) + ηm(λ)

] . (3.5)

如果x = k ∈ E, 则E = E,

Uλ(x, {k}) = Uλ(x,E)− ∑
m6=k

Uλ(x, {m}) =
1
λ
− ∑

m6=k

Rkm(λ) = Rkk(λ),

由于
∑

k∈E

ckR
min
kj (λ) + ηj(λ)是流入族, 由[2] p.41引理3, 对于每个j ∈ E,

lim
λ→∞

λ
[ ∑

k∈E

ckR
min
kj (λ) + ηj(λ)

]
= cj .
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如果
∑

k∈E

ck = ∞, 则

lim
λ→∞

λ
[ ∑

m∈E

∑
k∈E

ckR
min
km (λ) + ηm(λ)

]
≥ ∑

m∈E

∑
k∈E

lim
λ→∞

λckR
min
km (λ) =

∑
k∈E

ck = ∞,

如果Q是正则的, 并且ηj(λ) 6= 0, 由[2] p.120引理5,

lim
λ→∞

λ
[ ∑

m∈E

∑
k∈E

ckR
min
km (λ) + ηm(λ)

]
≥ lim

λ→∞
λ

∑
k∈E

ηm(λ) = d lim
λ→∞

λ
∑

k∈E

ηm(λ) = ∞,

从而根据(3.5),

0 = lim
λ→∞

λUλ(x, {k}) = lim
λ→∞

λRkk(λ) = 1,

矛盾! 故x /∈ E, x记作∂. 由于E中的点在Ray-Knight拓扑下是孤立点,所以对于每个j ∈ E,

Uλ(∂, {j}) =

∑
k∈E

akR
min
kj (λ) + ηj(λ)

λ
[ ∑

m∈E

∑
k∈E

akR
min
km (λ) + ηm(λ)

] ,

所以
∑

k∈E

U1(∂, {j}) = 1, 即∂ ∈ ER. 另外由于P0(∂, {j}) = lim
λ→∞

λUλ(∂, {j}) = 0, 所以∂不

是分支点, 即∂ ∈ E, 故E+ = E ∪ {∂}. ¤

定义 3.1 设X = (Ω,F ,Ft, Xt, θt,P
x)是一个右过程, x是一个状态, τx = inf{t|t > 0,

Xt = x}, 如果Px{τx = 0} = 1, 则称x是正则点.

由Blumenthal 0-1律, 如果x不是正则点, 则Px{τx > 0} = 1.

定理 3.4 设Q是流出或正则的, Rij(λ)是(3.1)中的预解式,
∑

k∈E

ck = ∞或ηj(λ) 6= 0,

Uλ(x,dy)是(3.3)和(3.4)中的Ray预解式, X = (Ω,F ,Ft, Xt, θt,P
x)是Uλ(x,dy)对应的右过

程, 则∂是正则点.

证明: 设∂不是正则点, 则P∂{τ∂ > 0} = 1. 令

ψj(λ) = E∂
[ ∫ τ∂

0
e−λtI{j}(Xt)dt

]
,

ψj(λ)表示P∂{Xt = j, t < τ∂}的Laplace变换. 由X的Markov性易得,

P∂{Xt+s = j, t < τ∂} =
∑

k∈E

P∂{Xt = k, t < τ∂}pmin
kj (s),

所以

ψj(λ)− ψj(µ) + (λ− µ)
∑

k∈E

ψk(λ)Rmin
kj (µ) = 0,

即ψj(λ)是Rmin
ij (λ)的流入族. 令σj = inf{t|Xt = j}, 由Xt的右连续性,

lim
λ→∞

λψj(λ) = lim
λ→∞

λE∂{e−λσj}Rmin
jj (λ) = P∂{σj = 0} = 0,

lim
λ→∞

∑
j∈E

λψj(λ) = lim
λ→∞

E∂{1− eλτ∂} = P∞{τ∂ > 0} = 1.
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由[2] p.41引理3, ψj(λ)满足方程组(3.2). 如果Q是流出的, 则与(3.2)没有非平凡解矛盾, 若

果Q是正则的, 则存在常数c > 0使得ψj(λ) = cηj(λ), 但由[2] p.120引理5,

lim
λ→∞

∑
j∈E

λψj(λ) = c lim
λ→∞

λ
∑
j∈E

ηj(λ) = ∞,

仍然矛盾, 所以∂是正则点. ¤

由于这时ER中没有分支点, 由定理2.1中的(4), X是拟左连续的. 此外, 由于{Xt, t <

τ∂}的转移概率仍是pmin
ij (t), 所以{Xt, t < τ∂}的分布和Xmin相同, 从而从任何有限状态i出

发, X·在有限时间内“爆炸”, 即∂是X的常返态. 由X的拟左连续性, 容易推出

命题 3.1 几乎必然地集合{t|Xt(ω) = ∂}是闭集.

命题 3.2 几乎必然地集合{t|Xt(ω) = ∂}的Lebesgue测度为0.

证明: 对于任意的x ∈ E+, 由于

Ex
[ ∫ ∞

0
e−tIE(Xt)dt

]
=

∑
k∈E

Ex
[ ∫ ∞

0
e−tI{k}(Xt)dt

]
=

∑
k∈E

∫ ∞

0
e−tPx{Xt = k}dt

=
∑

k∈E

∫ ∞

0
e−tPt(x, {k})dt =

∑
k∈E

U1(x, {k})

= U1(x,E) = 1,

所以

Ex
{∫ ∞

0
e−tI{∂}(Xt)dt

}
= 0,

即几乎必然地集合{t|Xt(ω) = ∂}的Lebesgue测度为0. ¤

命题 3.3 几乎必然地集合{t|Xt(ω) = ∂}是自稠密的.

证明: 由[5]第3章第3(b)节, 存在X的连续可加泛函Lt使得

Ex{e−τ∂} = Ex
[ ∫ ∞

0
e−tdLt

]
, ∀x ∈ E+,

lim
t→∞Lt = ∞,并且Lebesgue-Stieltjes测度dL的支撑几乎必然为{t|Xt(ω) = ∂},如果{t|Xt(ω)

= ∂}有孤立点, 则dL必有原子, 即Lt有不连续点, 故几乎必然地集合{t|Xt(ω) = ∂}是自稠
密的. ¤

集合{t|Xt(ω) = ∂}记作S∂(ω). 令σ = inf{t|Xt = ∂}, 因为∞是正则点, 所以σ与τ∂几

乎必然相等.

(σ,∞) \ S∂(ω)是一列互不相交的开区间, 记作(gα, dα), α = 1, 2, . . .. 每个(gα, dα)都称

为游程区间. 显然在每个游程区间上, X·只能在E中取值.

令βt = inf{s|Ls > t}, 则β·(ω)的不连续点与X·的游程区间是一一对应的.

由[5]第3章第4节, 我们有
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定理 3.5 设X = (Ω,F ,Ft, Xt, θt,P
x), βt如上. 令Dp(ω) = {t|βt−(ω) < βt(ω)}. 任

给t ∈ Dp(ω), 令

Yt(ω) = Xβt−+·(ω), · ∈ [0,∞)

(注意, 这时Yt(ω)是一段轨道, 而不是一个状态), 在P∂{·}下, {Yt; t ∈ Dp}是一个取值于
(Ω,F)的Possion点过程.

设n(·)是{Yt; t ∈ Dp}的特征测度, 即X离开∞的游程测度.

令gk(t) = n({Xt = k, t < σ}), t > 0, 由[5]第3章第4节, gk(t)是pmin
ij (t)的进入律, 即

gk(t + s) =
∑

m∈E

gm(t)pmin
mk (s), s, t > 0, k ∈ E.

令Γk = n({X0 = k}), gk(t) = n({X0 /∈ E, Xt = k, t < σ}), 则

gk(t) =
∑

m∈E

Γmpmin
mk (t) + gk(t), lim

t↓0
gk(t) = 0,

∑
k∈E

∫ ∞

0
e−tgk(t)dt = 1.

令

ξk(λ) =
∫ ∞

0
e−λtgk(t)dt,

由于gk(t)是pmin
ij (t)的进入律, lim

t↓0
gk(t) = 0,所以ξk(λ)是Rmin

ij (λ)行协调族,并且 lim
λ→∞

λξk(λ)

= 0, 由[2] p.41引理3, ξk(λ), k ∈ E满足方程组(3.2).

由[4] p.119推论11以及[5] p.107 (3.30),

E∞
[ ∫ ∞

0
e−λtI{j}(Xt)dt

]
= E∞

[ ∫ ∞

0
e−λtdLt

] ∫ ∞

0
e−λtn({Xt = j, t < σ})dt

= E∞
[ ∫ ∞

0
e−λβtdt

][ ∑
k∈E

ΓkR
min
kj (λ) + ξj(λ)

]

=

∑
k∈E

ΓkR
min
kj (λ) + ξj(λ)

∫ ∞

0
e−λtn({σ ∈ dt})

=

∑
k∈E

ΓkR
min
kj (λ) + ξj(λ)

λ

∫ ∞

0
e−λtn({σ > t})dt

=

∑
k∈E

ΓkR
min
kj (λ) + ξj(λ)

λ
∑

m∈E

[ ∑
k∈E

ΓkR
min
km (λ) + ξm(λ)

] ,

所以对于任意的i ∈ E,

Rij(λ) = Rmin
ij (λ) + Ei{e−λσ}E∞

[ ∫ ∞

0
e−λtI{j}(Xt)dt

]

= Rmin
ij (λ) + Ei{e−λσ}

∑
k∈E

ΓkR
min
kj (λ) + ξj(λ)

λ
∑

m∈E

[ ∑
k∈E

ΓkR
min
km (λ) + ξm(λ)

] . (3.6)
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定理 3.6 设ck, ηk(λ), Γk, ξk(λ)如上, 则

Γk = ck, ξk(λ) = ηk(λ). (3.7)

证明: 将(3.7))式与(3.1)式相比, 立得
∑

k∈E

ckR
min
kj (λ) + ηj(λ)

λ
∑

m∈E

[ ∑
k∈E

ckR
min
km (t) + ηm(λ)

] =

∑
k∈E

ΓkR
min
kj (λ) + ξj(λ)

λ
∑

m∈E

[ ∑
k∈E

ΓkR
min
km (t) + ξm(λ)

] , ∀ j ∈ E, λ > 0,

(3.8)

由于
∑

m∈E

[ ∑
k∈E

ckR
min
km (1) + ηm(1)

]
= 1 =

∑
m∈E

[ ∑
k∈E

ΓkR
min
km (1) + ξm(1)

]
,

所以对于每个j ∈ E, λ > 0,

∑
k∈E

ckR
min
kj (1) + ηj(1) =

∑
k∈E

ΓkR
min
kj (1) + ξj(1).

由于
∑

k∈E

ckR
min
kj (λ) + ηj(λ)和

∑
k∈E

ΓkR
min
kj (λ) + ξj(λ)都是关于Rmin

ij (λ)的行协调族, 因此对

于每个j ∈ E, λ > 0,

∑
k∈E

ckR
min
kj (λ) + ηj(λ) =

∑
k∈E

ΓkR
min
kj (λ) + ξj(λ).

由[2] p.41引理3, 对于每个j ∈ E,

cj = lim
λ→∞

λ
[ ∑

k∈E

ckR
min
kj (λ) + ηj(λ)

]
= lim

λ→∞
λ
[ ∑

m∈E

ΓkR
min
kj (λ) + ξj(λ)

]
= Γj ,

这说明(3.7)成立. ¤

注记 3 (3.7)说明了 (3.1)中各个量的概率意义. 利用 Ito游程理论, 可以计算如

Ei{σk}, Ei{eλσk}等诸多概率量, 进而估计生灭过程在不满足唯一性条件下的指数遍历速度

等等.

3.3 a0 > 0的情形

这时Q有一个非保守状态0.

如果Q是自然的, 由[2] p.113定理4, Q满足唯一性条件, 即Q只有一个转移函数pmin
ij (t),

由于Q有非保守状态, 所以pmin
ij (t)不是诚实的.

如果Q是流入的, 由[2] p.123, Q只有一个诚实的预解式

Rij(λ) = Rmin
ij (λ) + Ei{e−λσ} ηj(λ)

λ
∑

m∈E

ηm(λ)
,
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仿照3.2和3.3节中的方法可以证明E在Rij(λ)下的Ray-Knight紧化为一点紧化E ∪ {∂},
E+ = E ∪ {∂}. 右过程X = (Ω,F ,Ft, Xt, θt,P

x)的轨道有以下特征: X·从有限状态出发,

在有限时间内到达0, 然后以概率a0/(a0 + b0)突然跃到∂, 然后很快流入E中, 然后再次在有

限时间内到达0, 以概率a0/(a0 + b0)突然跃到∂, 如此周而复始.

如果Q是流出或正则的, Rij(λ)是Q的诚实的预解式, 则E在Rij(λ)下的Ray-Knight紧

化为一点紧化E ∪ {∂}, 由于Q有一个非保守状态, 所以∂ ∈ E+. 这时Rij(λ)的表达式仍

为(3.1), 只是
∑

k∈E

ak = ∞或ηj(λ) 6= 0, 右过程X = (Ω,F ,Ft, Xt, θt,P
x)的轨道与a0 = 0的

情形相同.
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