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摘 要

传统的广义Pareto分布(Generalized Pareto Distribution, 简记GPD)的参数估计一般受分布形

状参数的约束. 如: 矩估计(the Method of Moments, 简记MOM), 概率加权矩估计(the Probability

Weighted Moments, 简记PWM), L矩估计(简记LM), 极大似然估计(Maximum Likelihood Estima-

tion, 简记MLE)等. 本文利用GDP可转化成指数分布的事实及指数分布参数估计的结果, 利用最小

二乘(the Least Squares, 简记LS)法, 得到了两参数和三参数GPD的参数估计; 给出了估计量具有渐

近正态性的结果. 估计方法不受分布形状参数的限制. 模拟显示: 本文提出的估计在某些常用条件

下优于GPD的其他参数估计, 如MOM, PWM, LM, 以及基于分位数估计(the Elemental Percentile

Method, 简记EPM)等.

关键词: 广义Pareto分布, 矩估计, 概率加权矩估计, 最小二乘估计, L矩估计, 基于分位数估计.
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§1. 引 言

自Pickands (1975)首次提出GPD之后, 该分布就广泛地运用于超量分布(Peaks over

Threshold, 简记POT)模型, 从而GPD的参数估计在实际问题中越来越重要. Smith (1984)

讨论了GPD参数MLE的一些性质, 如: 在分布的形状参数k < 0.5时, MLE具有相合性、渐

近正态性、渐近有效性等; 但估计的数值解有时难以得到, 且在小样本情形下估计效果

差; 在k > 1时, 估计不存在等. Hosking和Wallis (1987)讨论了GPD参数的MOM和PWM,

MOM和PWM具有计算简便的优点, 在一定条件下估计量具有渐近正态性, 但MOM受样

本异常大观察值的影响较大, 估计不稳健. 当k < −0.5时, MOM不存在. 和MOM相比,

PWM更适合于GPD是厚尾的情形, 当k < −1时, PWM估计也不存在. Hosking (1990)讨

论了LM, LM不仅适合于三参数GPD的参数估计问题, 且更适合于GPD是厚尾的情形,

但LM也只适应k > −1的情形. 由于MOM、PWM、MLE、LM等在GPD的参数估计中都

受分布形状参数k的限制, 而且在k > 0时, 这些估计有时无意义(估计值与真实值严重偏

离). 基于此, 1997年Castillo和Hadi[5]给出了GPD参数的EPM, 该估计方法不受分布形状

参数k的限制, 比较适合k, 没有先验信息情形下GPD的参数估计问题, 避免了在k > 0时,
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估计值与真实值明显偏离的情况, 但EPM涉及的数值计算非常繁琐, 且未充分利用样本的

信息.

GPD参数的LSE最早由Moharram[6]于1993年提出, 该估计受GPD形状参数k的影响较

大, 特别GPD是厚尾的情形, 估计效果很差. 然而在实际问题中常用GPD拟合厚尾数据,

故GPD参数的LSE在实际问题中很少被采用. 本文利用GDP可转化成指数分布的事实及

指数分布参数估计的结果, 利用最小二乘法, 得到了两参数和三参数GPD的参数估计; 给出

了估计量具有渐近正态性的结果. 估计方法不受分布形状参数的限制, 且避免了在k > 0时,

估计值与真实值明显偏离的情况, 从而克服了传统的GPD参数估计的缺陷. 此外, 本文所

提出的估计和EPM相比, 不仅充分利用了样本的信息, 而且计算过程简便, 同时也适应三

参数GPD的参数估计问题.

§2. GPD及其参数估计

2.1 分布的定义

设随机变量X分布函数如下

F (x) =





1−
[
1− k

b
(x− a)

]1/k
, k 6= 0;

1− e−(x−a)/b, k = 0,
(2.1)

当k ≤ 0时, a ≤ x < ∞; 当k > 0时, a ≤ x ≤ a+b/k. 其中a ≥ 0为分布的位置参数, b > 0为

分布的刻度参数, k是分布的形状参数. 则称X服从三参数(a, b, k)的广义Pareto分布, 概率

密度函数为

f(x) =





1
b

[
1− k

b
(x− a)

]1/k−1
, k 6= 0;

1
b
e−(x−a)/b, k = 0.

(2.2)

由(2.1)式, 可导出分布的分位数公式

x(F ) =





a +
b

k
[1− (1− F )k], k 6= 0;

a + b[− ln(1− F )], k = 0.
(2.3)

2.2 参数估计

I. 两参数情形

在(2.1)中, 当k 6= 0, a = 0时, 称F (x)为两参数GPD, 分布函数为

F (x) = 1−
(
1− k

b
x
)1/k

. (2.4)
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设X1, . . . , Xn为两参数GPD总体的一个简单样本, 次序统计量为X1:n, . . . , Xn:n. 样本与次

序样本的具体观测值分别记成x1, . . . , xn和x1:n, . . . , xn:n. 令θ = k/b, Y = −(1/k) ln(1 −
θX), 记Y的分布函数和概率密度函数分别为FY (y)和fY (y), 当y > 0时, 有

FY (y) = P(Y < y) = P
[
− 1

k
ln(1− θX) < y

]
= P[− ln(1− F (X)) < y] = 1− e−y. (2.5)

易见Y服从标准指数分布Exp(1).

记Y[n/2]:n = −(1/k) ln(1− θX[n/2]:n), 由标准指数分布样本分位数的渐近性质(参见文

献[7], P.44), 有

√
n(Y[n/2]:n − y0.5)

L−→ N
(
0,

1
4[fY (y0.5)]2

)
, n →∞,

其中y0.5表示总体Y的中位数, 满足FY (y0.5) = 0.5. 易导出y0.5 = ln 2, 1/{4[fY (y0.5)]2} = 1,

故
√

n(Y[n/2]:n − ln 2) L−→ N(0, 1), n →∞.

所以Y[n/2]:n
P−→ ln 2, n →∞. 令

Y ∗ =
ln 2

Y[n/2]:n
Y = (ln 2)

ln(1− θX)
ln(1− θX[n/2]:n)

,

由Slutsky定理(参见文献[7], P.38), 知

Y ∗ L−→ Exp(1), n →∞. (2.6)

记Y ∗
i:n = (ln 2)[ln(1− θXi:n)/ln(1− θX[n/2]:n)], 由(2.6)式及W. Glivenko定理, 有Y ∗

i:n ≈
− ln(1 − pi:n) , ci,n, 其中pi = Fn(xi:n), Fn(·)为样本的经验分布函数. 通常用(i − 0.375)/

(n + 0.25)替代pi, 使估计效果变好. 利用最小二乘法, 得到θ的一个估计θ̂n(x1:n, . . . , xn:n) =

minθ

n∑
i=1

(Y ∗
i:n − ci,n)2, 即

θ̂n(x1:n, . . . , xn:n) = min
θ

n∑
i=1

[
(ln 2)

ln(1− θxi:n)
ln(1− θx[n/2]:n)

+ ln(1− pi)
]2

. (2.7)

把θ̂n代入到(2.4)式, 得F (x) ≈ 1− (1− θ̂nx)1/k, 进一步利用最小二乘法, 得到k的估计

k̂n(x1:n, . . . , xn:n) = min
k

n∑
i=1

[F (xi:n)− Fn(xi:n)]2,

即

k̂n(x1:n, . . . , xn:n) = min
k

n∑
i=1

[1− (1− θ̂nxi:n)1/k − pi]. (2.8)
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再由θ = k/b, 得到b的估计

b̂n(x1:n, . . . , xn:n) =
k̂n(x1:n, . . . , xn:n)

θ̂n(x1:n, . . . , xn:n)
. (2.9)

II. 三参数情形

在(2.1)式中, 当k 6= 0, a 6= 0时, 称F (x)为三参数GPD. 由(2.3)式, 知

x1:n = a +
b

k

[
1− (1− F (x1:n))k

]
.

对(1− F (x1:n))k一阶泰勒展开, 并注意到F (x1:n) = op(n−1), 则有

a = x1:n − b

k

[
1− (1− F (x1:n))k

]
= x1:n − bF (x1:n) + op(n−1), (2.10)

对[1− (k/b)(xi:n − a)]1/k一阶泰勒展开, 有

F (xi:n) = 1−
[
1− k

b
(xi:n − a)

]1/k
=

1
b
(xi:n − a) + o(xi:n − a),

所以, 当i较小时, Fn(xi:n) ≈ (1/b)(xi:n − a). 取i = 1, 2时, 得到b的一个初步估计

b̃n =
x2:n − x1:n

Fn(x2:n)− Fn(x1:n)
. (2.11)

将(2.11)代入(2.10), 得到a的估计

ân(x1:n, . . . , xn:n) = x1:n − b̃nFn(x1:n) = x1:n − p1

p2 − p1
(x2:n − x1:n). (2.12)

同样, 令θ = k/b, 利用最小二乘法, 类似(2.7)式, 得到θ的一个估计

θ̂n(x1:n, . . . , xn:n) = min
θ

m(θ;x1:n, . . . , xn:n), (2.13)

其中

m(θ;x1:n, . . . , xn:n) =
n∑

i=1

[
(ln 2)

ln[1− θ(xi:n − ân)]
ln[1− θ(x[n/2]:n − ân)]

+ ln(1− pi)
]2

. (2.14)

再利用最小二乘法类似(2.8)式, 得到k的一个估计

k̂n(x1:n, . . . , xn:n) = min
k

`(k;x1:n, . . . , xn:n), (2.15)

其中

`(k;x1:n, . . . , xn:n) =
n∑

i=1
[1− (1− θ̂n(xi:n − ân))1/k − pi]2. (2.16)

由θ = k/b, 得到b的估计

b̂n(x1:n, . . . , xn:n) =
k̂n(x1:n, . . . , xn:n)

θ̂n(x1:n, . . . , xn:n)
. (2.17)
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§3. 估计量性质

3.1 基本引理

引理 3.1 若X1, . . . , Xn是抽自总体F (x, θ)的简单样本,总体有概率密度函数f(x, θ),

θ为总体的分布参数. 任取m个常数λ1, . . . , λm满足0 < λ1 < λ2 < · · · < λm < 1. 记X1:n,

. . . , Xn:n为次序样本, ni = [nλi] + 1, i = 1, 2, . . . , m, 其中[nλi]表示不超过nλi的最大整数,

则有 √
n(Xn1:n − ξ1, Xn2:n − ξ2, . . . , Xnm:n − ξm)′ L−→ Nm(0,W ),

其中ξi为总体的λi分位点, 即ξi满足λi = F (ξi, θ), i = 1, 2, . . . , m; 0为m维零向量, W =

(aij)m×m为m阶对称阵, 满足

aij = aji =
λi(1− λj)

[f(ξi, θ)f(ξj , θ)]
, 1 ≤ i ≤ j ≤ m.

注记 1 引理3.1参见文献[8], 定理1.5.

对GPD总体, 记F (x)与f(x)分别为总体的分布函数与概率密度函数, ξi为总体的pi分

位点, 即pi = F (ξi) < 1, i = 1, 2, . . . , n. 由(2.2)和(2.3)式, 得

ξi = a +
b

k
[1− (1− pi)k], f(ξi) =

1
b

[
1− k

b
(ξi − a)

]1/k−1
=

1
b
(1− pi)1−k,

另记X = (X1:n, . . . , Xn:n)′, ξ = (ξ1, . . . , ξn)′, 由引理3.1, 知

√
n(X − ξ) L−→ N(0,Σ), n →∞, (3.1)

其中Σ = (σij)n×n, σij = σji = b2pi(1− pi)k−1(1− pj)k, 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

3.2 估计量的渐近分布

由(2.13), (2.15)式, 可通过牛顿迭代法求解非线性方程组∂m/∂θ = 0和∂l/∂k = 0而获

得θ̂n和k̂n的数值解.

定理 3.1 方程组∂m/∂θ = 0和∂l/∂k = 0在n →∞时以概率1有解, 且θ̂n和k̂n分别是

θ和k的相合估计.

证明: 首先, 记θ, k的真值分别为θ0和k0, 由于F (xi:n) = pi + Op(n−1/2), i = 1, 2, . . .,

n及F (xi:n) = 1− [1− θ0(xi;n − a)]1/k0 , 所以

ln[1− θ0(xi:n − a)] = k0 ln(1− F (xi:n)) = k0 ln(1− pi) + Op(n−1/2). (3.2)

又由(2.10)和(2.12)式, 知

ân − a = (b− b̃n)F (x1:n) + op(1/n) = Op(n−1), (3.3)
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由(3.2)和(3.3)式, 得ln[1− θ0(xi:n − ân)] = k0 ln(1− pi) + Op(n−1/2), 所以

ln[1− θ0(xi:n − ân)]
ln[1− θ0(x[n/2]:n − ân)]

= − ln(1− pi)
ln 2

+ Op(n−1/2).

故, 对充分小的δ > 0, 有

m(θ0 + δ)−m(θ0)

=
n∑

i=1

{[
(ln 2)

ln[1− (θ0 + δ)(xi:n − ân)]
ln[1− (θ0 + δ)(x[n/2]:n − ân)]

+ ln(1− pi)
]2

−
[
(ln 2)

ln[1− θ0(xi:n − ân)]
ln[1− θ0(x[n/2]:n − ân)]

+ ln(1− pi)
]2}

= (ln 2)2
n∑

i=1

{[ ln[1− (θ0 + δ)(xi:n − ân)]
ln[1− (θ0 + δ)(x[n/2]:n − ân)]

− ln[1− θ0(xi:n − ân)]
ln[1− θ0(x[n/2]:n − ân)]

]

×
[2 ln(1− pi)

ln 2
+

ln[1− (θ0 + δ)(xi:n − ân)]
ln[1− (θ0 + δ)(x[n/2]:n − ân)]

+
ln[1− θ0(xi:n − ân)]

ln[1− θ0(x[n/2]:n − ân)]

]}

= (ln 2)2
n∑

i=1

{[ ln[1− (θ0 + δ)(xi:n − ân)]
ln[1− (θ0 + δ)(x[n/2]:n − ân)]

− ln[1− θ0(xi:n − ân)]
ln[1− θ0(x[n/2]:n − ân)]

]

×
[ ln[1− (θ0 + δ)(xi:n − ân)]
ln[1− (θ0 + δ)(x[n/2]:n − ân)]

− ln[1− θ0(xi:n − ân)]
ln[1− θ0(x[n/2]:n − ân)]

+ Op(n−1/2)
]}

. (3.4)

先固定δ,让n →∞,则上式最后一个求和符号中的每一项都为正,故m(θ0+δ)−m(θ0) > 0.

同理可得: m(θ0 − δ)−m(θ0) > 0, 由于m(θ)在[θ0 − δ, θ0 + δ]上连续, 因而必有局部最

小值点θ̂n. 由m(θ)可微, 故∂m/∂θ|
θ̂n

= 0. 从而, 当n → ∞时, 方程∂m/∂θ = 0以概率1有

解θ̂n, 且|θ̂n − θ| < δ. 由δ的任意性知, θ̂n是θ的相合估计.

其次, 由F (xi:n) = pi + Op(n−1/2), 得

1− [1− θ0(xi:n − a)]1/k0 = pi + Op(n−1/2).

又θ̂n
P→ θ, ân

P→ a, 有

1− [1− θ̂n(xi:n − ân)]1/k0 = pi + εi,

其中n →∞时, εi
P→ 0. 对上述充分小的δ > 0, 有

`(k0 + δ)− `(k0)

=
m∑

i=1

{[
1− [1− θ̂n(xi:n − ân)]1/(k0+δ) − pi

]2 − [
1− [1− θ̂n(xi:n − ân)]1/k0 − pi

]2}

=
m∑

i=1

{[
[1− θ̂n(xi:n − ân)]1/k0 − [1− θ̂n(xi:n − ân)]1/(k0+δ)

]

× [
2(1− pi)− [1− θ̂n(xi:n − ân)]1/k0 − [1− θ̂n(xi:n − ân)]1/(k0+δ)

]}

=
m∑

i=1

{[
[1− θ̂n(xi:n − ân)]1/k0 − [1− θ̂n(xi:n − ân)]1/(k0+δ)

]

× [
[1− θ̂n(xi:n − ân)]1/k0 − [1− θ̂n(xi:n − ân)]1/(k0+δ) + 2εi

]}
. (3.5)
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先固定δ, 让n →∞, 则上式最后一个求和符号中每一项都为正, 故`(k0 + δ)− `(k0) > 0.

同理可得: `(k0 − δ) − `(k0) > 0. 由于`(k)在[k0 − δ, k0 + δ]上连续, 因而必有局部最

小值点k̂n. 由`(k)可微, 知∂`/∂k|
k̂n

= 0. 从而n → ∞时, 方程∂`/∂k = 0以概率1有解k̂n,

且|k̂n − k| < δ. 再由δ的任意性知, k̂n是k的相合估计. 证毕. ¤

定理 3.2 记θ̂n(x1:n, . . . , xn:n)和k̂n(x1:n, . . . , xn:n)分别为定理3.1中方程∂m/∂θ = 0

和∂`/∂k = 0的解,则当xi:n = ξi, i = 1, 2, . . . , n时,有θ̂n(ξ1, . . . , ξn) = θ0+o(n−1/2)和k̂n(ξ1,

. . . , ξn) = k0 + o(n−1/2).

证明: 首先, 由pi = F (ξi), 得

pi = 1− [1− θ0(ξi − a)]1/k0 , (3.6)

ln[1− θ0(ξi − a)] = k0 ln(1− pi). (3.7)

又, 类似(3.3)式, 得

ân(ξ1, . . . , ξn)− a = O(n−1). (3.8)

由(3.7)与(3.8)式, 得

ln[1− θ0(ξi − ân(ξ1, . . . , ξn))] = k0 ln(1− pi) + O(n−1),

故
ln[1− θ0(ξi − ân(ξ1, . . . , ξn))]

ln[1− θ0(ξ[n/2] − ân(ξ1, . . . , ξn))]
= − ln(1− pi)

ln 2
+ O(n−1).

取δ = n−α, 0.5 < α < 1, 则

∆i , ln[1− (θ0 + δ)(ξi − ân(ξ1, . . . , ξn))]
ln[1− (θ0 + δ)(ξ[n/2] − ân(ξ1, . . . , ξn))]

− ln[1− θ0(ξi − ân(ξ1, . . . , ξn))]
ln[1− θ0(ξ[n/2] − ân(ξ1, . . . , ξn))]

= O(n−α). (3.9)

类似(3.4)式, 有

m(θ0 + δ; ξ1, . . . , ξn)−m(θ0; ξ1, . . . , ξn) = (ln 2)2
n∑

i=1
∆i[∆i + O(n−1)].

由上式与(3.9)式知: 当n充分大时, ∆i与∆i + O(n−1)同号, 故

m(θ0 + δ; ξ1, . . . , ξn)−m(θ0; ξ1, . . . , ξn) > 0.

同理可得: m(θ0 − δ; ξ1, . . . , ξn)−m(θ0; ξ1, . . . , ξn) > 0.

类似定理3.1, 得|θ̂n(ξ1, . . . , ξn)− θ0| < δ = n−α, 即θ̂n(ξ1, . . . , ξn) = θ0 + O(n−α).

其次, 由θ̂n(ξ1, . . . , ξn) = θ0 + O(n−α), ân(ξ1, . . . , ξn) = a + O(n−1)及(3.6)式, 得

1− [1− θ̂n(ξ1, . . . , ξn)(ξi − ân(ξ1, . . . , ξn))]1/k0 = pi + O(n−α).
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取δ = n−β , 0.5 < β < α < 1, 则

∆∗
i , [1− θ̂n(ξ1, . . . , ξn)(ξi − ân(ξ1, . . . , ξn))]1/k0

− [1− θ̂n(ξ1, . . . , ξn)(ξi − ân(ξ1, . . . , ξn))]1/(k0+δ)

= O(n−β). (3.10)

类似(3.5)式, 得

`(k0 + δ; ξ1, . . . , ξn)− `(k0; ξ1, . . . , ξn) =
n∑

i=1
∆∗

i [∆
∗
i + O(n−α)].

由上式与(3.10)式知, 当n充分大时, ∆∗
i与∆∗

i + O(n−α)同号, 故

`(k0 + δ; ξ1, . . . , ξn)− `(k0; ξ1, . . . , ξn) > 0.

同理可得: `(k0 − δ; ξ1, . . . , ξn)− `(k0; ξ1, . . . , ξn) > 0.

类似定理3.1, 得|k̂n(ξ1, . . . , ξn) − k0| < δ = n−β , 即k̂n(ξ1, . . . , ξn) = k0 + O(n−β). 因

0.5 < β < α < 1, 故有θ̂n(ξ1, . . . , ξn) = θ0 + o(n−1/2)和k̂n(ξ1, . . . , ξn) = k0 + o(n−1/2). 证

毕. ¤

定理 3.3 若x1:n, x2:n, . . . , xn:n为三参数GPD总体的次序样本, ξi为总体的pi = (i−
0.375)/(n+0.25)分位数, i = 1, 2, . . . , n. 令θ = k/b, x = (x1:n, . . . , xn:n)′, ξ = (ξ1, . . . , ξn)′,

记ân, θ̂n和k̂n分别是由(2.12), (2.13)和(2.15)式得到的估计, 则

√
n(θ̂n − θ, k̂n − k, ân − a)′ L−→ N3(0, GΣG′), n →∞,

其中G = (∂g1/∂x, ∂g2/∂x, ∂g3/∂x)′|x=ξ, g1(x) = θ̂n(x1:n, . . . , xn:n)− θ, g2(x) = k̂n(x1:n,

. . . , xn:n)− k, g3(x) = ân(x1:n, . . . , xn:n)− a.

证明: 由定理3.1知, 方程∂m/∂θ = 0有解, 记为θ̂n, 且θ̂n
P→ θ0, 其中θ0为参数真值.

将∂m/∂θ在θ0处泰勒展开, 有

∂m

∂θ
=

∂m

∂θ

∣∣∣
θ0

+ (θ − θ0)
∂2m

∂θ2

∣∣∣
θ0

+
(θ − θ0)2

2
∂3m

∂θ3

∣∣∣
θ1

,

其中θ1介于θ与θ0之间. 取θ = θ̂n, 则

∂m

∂θ

∣∣∣
θ̂n

=
∂m

∂θ

∣∣∣
θ0

+ (θ̂n − θ0)
∂2m

∂θ2

∣∣∣
θ0

+
(θ̂n − θ0)2

2
∂3m

∂θ3

∣∣∣
θ1

,

其中θ1介于θ与θ̂n之间, 又∂m/∂θ|
θ̂n

= 0, 所以

θ̂n − θ0 = −
∂m

∂θ

∣∣∣
θ0

∂2m

∂θ2

∣∣∣
θ0

+
θ̂n − θ0

2
∂3m

∂θ3

∣∣∣
θ1

. (3.11)
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记h1(x1:n, . . . , xn:n) = ∂2m/∂θ2|θ0 , 则由(3.1)式和矩阵(delta)方法, 得

√
n[h1(x1:n, . . . , xn:n)− h1(ξ1, . . . , ξn)] L−→ N(0, σ2

h1
), n →∞,

其中σ2
h1

=
∑∑(

(∂h1/∂ξi)(∂h1/∂ξj)σij

)
, 所以

h1(x1:n, . . . , xn:n) = h1(ξ1, . . . , ξn) + Op(n−1/2),

即
∂2m

∂θ2

∣∣∣
θ0

= h1(ξ1, . . . , ξn) + Op(n−1/2). (3.12)

记ψ(x1:n, . . . , xn:n) = ∂3m/∂θ3|θ0 , 类似(3.12)式, 得

∂3m

∂θ3

∣∣∣
θ0

= ψ(ξ1, . . . , ξn) + Op(n−1/2).

由定理3.1知θ̂n − θ0 = op(1), 由于θ1介于θ̂n与θ0之间, 故θ1 = θ0 + op(1), 所以

∂3m

∂θ3

∣∣∣
θ1

=
∂3m

∂θ3

∣∣∣
θ0

+ op(1) = ψ(ξ1, . . . , ξn) + op(1),

从而
θ̂n − θ0

2
· ∂3m

∂θ3

∣∣∣
θ1

=
θ̂n − θ0

2
[ψ(ξ1, . . . , ξn) + op(1)] = op(1). (3.13)

由(3.11), (3.12)和(3.13)式, 得

g1(x) = − 1
h1(ξ1, . . . , ξn)

∂m

∂θ

∣∣∣
θ0

+ op(1),

所以

∂g1(x)
∂x

= − 1
h1(ξ1, . . . , ξn)

(
∂
(∂m

∂θ

∣∣∣
θ0

)

∂x1:n
,
∂
(∂m

∂θ

∣∣∣
θ0

)

∂x2:n
, . . . ,

∂
(∂m

∂θ

∣∣∣
θ0

)

∂xn:n

)′
, n →∞,

其中∂(∂m/∂θ|θ0)/∂xi:n可由(2.14)式得到.

类似(3.11)式, 有

k̂n − k0 = −
∂`

∂k

∣∣∣
k0

∂2`

∂k2

∣∣∣
k0

+
k̂n − k0

2
∂3`

∂k3

∣∣∣
k1

,

其中k1介于k与k̂n之间. 令h2(x1:n, x2:n . . . , xn:n) = ∂2`/∂k2|k0 , 类似地得

g2(x) = − 1
h2(ξ1, . . . , ξn)

∂`

∂k

∣∣∣
k0

+ op(1).
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所以

∂g2(x)
∂x

= − 1
h2(ξ1, . . . , ξn)

(
∂
( ∂`

∂k

∣∣∣
k0

)

∂x1:n
,
∂
( ∂`

∂k

∣∣∣
k0

)

∂x2:n
, . . . ,

∂
( ∂`

∂k

∣∣∣
k0

)

∂xn:n

)′
, n →∞,

其中∂(∂l/∂k|k0)/∂xi:n可由(2.16)式得到. 由(2.12)式, 知

∂g3(x)
∂x

=
( p2

p2 − p1
,− p1

p2 − p1
, 0, . . . , 0

)′
,

令g(x) = (g1(x), g2(x), g3(x))′, 则由(3.1)式和矩阵(delta)方法, 得

√
n[g(x)− g(ξ)] L−→ N(0, GΣG′), n →∞, (3.14)

其中G = (∂g1/∂x, ∂g2/∂x, ∂g3/∂x)′|x=ξ. 由(3.8)式和定理3.2, 知

√
ng(ξ) = (g1(ξ), g2(ξ), g3(ξ))′ =

√
n(θ̂n(ξ1, . . . , ξn), k̂n(ξ1, . . . , ξn), ân(ξ1, . . . , ξn))′

= (o(1), o(1), o(1))′.

所以由(3.14)式和slutsky定理, 知
√

n[g(x)− g(ξ)] +
√

ng(ξ) L−→ N3(0, GΣG′), n →∞, 即

√
n(θ̂n − θ, k̂n − k, ân − a)′ L−→ N3(0, GΣG′), n →∞.

证毕. ¤

注记 2 特别地, 令ân = a = 0, 可得两参数GPD总体分布参数估计的渐近分布

√
n(θ̂n − θ, k̂n − k)′ L−→ N2(0, QΣQ′), n →∞,

其中Q = (∂g1/∂x, ∂g2/∂x)′|x=ξ.

§4. 模拟研究

4.1 两参数GPD模拟结果

下面通过模拟比较参数各种估计的偏差和标准误. 由于模拟结果不受b的取值影响, 故

只考虑b = 1, k分别取−2, −1.5, −1, −0.4, −0.2, 0.2, 0.4, 1, 2时的情况, 考虑的样本容量

n分别取15, 50, 100. 这里比较了MOM, PWM, EPM和本文提出的LSE的模拟结果, 模拟

次数为1000. (本文并未考虑MLE, 因为Hosking和Wallis (1987)的结论告诉我们: 和MOM,

PWM相比, 在n < 500时, MLE估计效果并不理想.)
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表1 两参数情形下形状参数k的4种估计的偏差和标准误的模拟
MOM PWM EMP LSE

n k 偏差 标准误 偏差 标准误 偏差 标准误 偏差 标准误

-2.00 1.60 1.60 1.26 1.27 0.52 1.39 -0.14 0.91
-1.50 1.14 1.14 0.86 0.89 0.46 0.95 -0.11 0.81
-1.00 0.71 0.72 0.52 0.59 0.25 0.76 -0.11 0.67
-0.40 0.30 0.38 0.28 0.45 0.16 0.55 -0.06 0.52

15 -0.20 0.19 0.30 0.23 0.40 0.12 0.47 -0.07 0.46
0.20 0.12 0.38 0.25 0.50 0.06 0.38 -0.01 0.43
0.40 0.09 0.39 0.25 0.52 0.03 0.37 -0.02 0.39
1.00 0.13 0.74 0.31 0.77 -0.03 0.44 -0.00 0.49
2.00 0.54 2.45 0.57 1.59 -0.06 0.68 0.03 0.72

-2.00 1.53 1.53 1.09 1.09 0.39 0.90 -0.13 0.55
-1.50 1.04 1.04 0.66 0.67 0.28 0.60 -0.10 0.45
-1.00 0.59 0.59 0.31 0.35 0.19 0.53 -0.06 0.35
-0.40 0.16 0.21 0.09 0.20 0.09 0.29 -0.04 0.24

50 -0.20 0.08 0.15 0.06 0.18 0.08 0.24 -0.03 0.21
0.20 0.02 0.15 0.06 0.20 0.03 0.16 -0.02 0.17
0.40 0.02 0.17 0.06 0.22 0.03 0.15 -0.01 0.16
1.00 0.02 0.33 0.08 0.34 -0.01 0.19 -0.01 0.20
2.00 0.09 0.70 0.14 0.61 -0.01 0.35 0.01 0.35

-2.00 1.51 1.51 1.05 1.05 0.28 0.73 -0.06 0.38
-1.50 1.02 1.02 0.60 0.61 0.16 0.47 -0.04 0.31
-1.00 0.56 0.56 0.25 0.28 0.14 0.40 -0.04 0.24
-0.40 0.12 0.15 0.05 0.14 0.08 0.23 -0.02 0.16

100 -0.20 0.05 0.12 0.03 0.12 0.07 0.18 -0.02 0.14
0.20 0.01 0.10 0.03 0.13 0.03 0.11 -0.01 0.11
0.40 0.00 0.12 0.02 0.15 0.01 0.09 -0.01 0.10
1.00 0.01 0.22 0.03 0.22 0.00 0.12 -0.00 0.13
2.00 0.06 0.46 0.08 0.41 0.00 0.23 -0.00 0.24

表2 两参数情形下刻度参数b的4种估计的偏差和标准误的模拟
MOM PWM EMP LSE

n k 偏差 标准误 偏差 标准误 偏差 标准误 偏差 标准误

-2.00 / / / / -0.12 1.11 0.30 1.67
-1.50 95.40 1.10e+03 17.52 186.31 0.26 0.87 0.23 1.00
-1.00 7.50 69.90 1.84 11.82 -0.03 0.61 0.12 0.68
-0.40 0.41 0.72 0.33 0.63 -0.04 0.51 0.07 0.52

15 -0.20 0.20 0.44 0.23 0.51 -0.04 0.48 0.03 0.44
0.20 0.12 0.47 0.23 0.57 -0.03 0.42 0.05 0.44
0.40 0.08 0.43 0.20 0.52 -0.04 0.41 0.03 0.38
1.00 0.10 0.54 0.19 0.55 -0.05 0.37 0.02 0.36
2.00 0.24 1.07 0.23 0.71 -0.03 0.33 0.02 0.34

-2.00 / / / / 0.05 0.48 0.05 0.50
-1.50 259.17 4.57e+03 14.30 229.23 0.04 0.41 0.02 0.39
-1.00 4.33 11.60 0.55 0.84 0.03 0.33 0.03 0.31
-0.40 0.24 0.35 0.10 0.27 0.02 0.26 0.00 0.26

50 -0.20 0.09 0.23 0.07 0.24 0.02 0.23 0.00 0.23
0.20 0.02 0.20 0.05 0.23 -0.01 0.21 0.00 0.21
0.40 0.02 0.21 0.05 0.23 0.01 0.19 0.00 0.19
1.00 0.02 0.24 0.04 0.24 -0.01 0.18 0.00 0.17
2.00 0.04 0.30 0.05 0.27 -0.01 0.17 0.00 0.17

-2.00 / / / / 0.06 0.36 0.01 0.30
-1.50 635.76 1.51e+04 17.04 377.92 0.05 0.31 0.01 0.26
-1.00 4.47 13.92 0.38 0.56 0.03 0.25 0.00 0.22
-0.40 0.19 0.27 0.06 0.18 0.01 0.18 0.01 0.18

100 -0.20 0.06 0.16 0.04 0.16 0.02 0.16 0.00 0.16
0.20 0.01 0.14 0.02 0.16 0.01 0.14 0.00 0.14
0.40 0.00 0.14 0.02 0.16 0.00 0.13 0.00 0.13
1.00 0.01 0.16 0.02 0.16 0.00 0.12 0.00 0.12
2.00 0.02 0.19 0.03 0.18 0.00 0.11 0.00 0.12
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从表1, 表2可得以下结论:

(1) 当−0.2 < k < 0.2时, MOM估计效果较好;

(2) 当−0.4 < k < −0.2时, PWM估计效果较好;

(3) 当k > 0.2或k < −0.4时, 本文提出的LSE的估计效果较好, 且在k的上述各种取值

情况下, 本文提出的LSE几乎都优于EMP, 特别在k < −0.4时LSE明显优于EMP;

(4) 和MOM, PWM以及EMP相比, 随形状参数k的变化, LSE的估计效果较稳定.

4.2 三参数GPD模拟结果

这里对常用的三参数GPD的参数估计方法LM, PWM和本文提出的LSE进行比较. 同

样只考虑a = 5, b = 1, k分别取−2, −1.5, −1, −0.4, −0.2, 0.2, 0.4, 1, 2时的情况, 考虑的

样本容量n分别取15, 50, 100. 下面的数据是1000次模拟下的结果.

从表3, 表4和表5得以下结论:

(1) 当−0.4 < k < 0.4时, PWM估计效果较好;

(2) 当|k| > 0.4时, 本文提出的LSE的估计效果较好, 且随n增大估计效果显著提高;

(3) 和LM, PWM相比, 随形状参数k的变化, LSE的估计效果较稳定.

表3 三参数情形下形状参数k的3种估计的偏差和标准误的模拟
LM PWM LSE

n k 偏差 标准误 偏差 标准误 偏差 标准误

-2.00 1.44 1.47 1.66 1.67 -0.29 1.22

-1.50 1.05 1.10 1.19 1.20 -0.31 1.20

-1.00 0.77 0.89 0.75 0.76 -0.25 0.79

-0.40 0.75 0.98 0.27 0.31 -0.21 0.59

15 -0.20 0.87 1.11 0.13 0.19 -0.24 0.59

0.20 1.45 1.79 -0.14 0.18 -0.23 0.53

0.40 2.15 2.59 -0.28 0.29 -0.22 0.52

1.00 11.22 185.03 -0.81 0.81 -0.28 0.59

2.00 -28.97 196.01 -1.90 1.90 -0.37 0.85

-2.00 1.15 1.15 1.56 1.56 -0.10 0.56

-1.50 0.72 0.73 1.08 1.08 -0.10 0.44

-1.00 0.38 0.43 0.63 0.64 -0.08 0.36

-0.40 0.18 0.28 0.20 0.24 -0.06 0.25

50 -0.20 0.17 0.26 0.09 0.16 -0.06 0.22

0.20 0.27 0.33 -0.03 0.11 -0.04 0.18

0.40 0.36 0.41 -0.11 0.14 -0.05 0.18

1.00 0.87 0.95 -0.52 0.52 -0.05 0.21

2.00 3.93 4.37 -1.71 1.72 -0.08 0.35

-2.00 1.08 1.08 1.53 1.53 -0.06 0.38

-1.50 0.65 0.65 1.04 1.05 -0.05 0.31

-1.00 0.28 0.31 0.58 0.58 -0.06 0.25

-0.40 0.08 0.17 0.14 0.18 -0.04 0.17

100 -0.20 0.08 0.15 0.06 0.12 -0.04 0.15

0.20 0.12 0.17 -0.01 0.09 -0.03 0.11

0.40 0.17 0.21 -0.05 0.09 -0.02 0.10

1.00 0.38 0.43 -0.39 0.39 -0.02 0.13

2.00 1.30 1.41 -1.66 1.66 -0.04 0.24
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表4 三参数情形下形状参数b的3种估计的偏差和标准误的模拟
LM PWM LSE

n k 偏差 标准误 偏差 标准误 偏差 标准误

-2.00 4.55e+03 6.30e+04 1.87e+04 2.60e+05 0.13 1.00
-1.50 2.40e+03 7.36e+04 9.90e+03 3.04e+05 0.02 0.75
-1.00 2.97 7.25 6.04 27.28 -0.06 0.59
-0.40 1.47 1.80 0.45 0.82 -0.15 0.47

15 -0.20 1.55 1.94 0.11 0.40 -0.16 0.48
0.20 2.36 3.24 -0.24 0.31 -0.16 0.43
0.40 3.50 4.71 -0.35 0.38 -0.19 0.39
1.00 3.81e+03 6.25e+04 -0.60 0.60 -0.25 0.39
2.00 3.50e+03 7.68e+04 -0.82 0.82 -0.33 0.41

-2.00 6.52e+05 2.05e+07 9.59e+06 3.02e+08 0.02 0.47
-1.50 31.86 326.55 4.34 4.79e+03 -0.01 0.35
-1.00 1.72 14.60 15.08 213.73 -0.02 0.30
-0.40 0.32 0.46 0.41 0.55 -0.03 0.24

50 -0.20 0.27 0.40 0.13 0.28 -0.05 0.24
0.20 0.35 0.45 -0.06 0.18 -0.05 0.21
0.40 0.41 0.50 -0.13 0.19 -0.06 0.19
1.00 0.83 0.92 -0.40 0.40 -0.07 0.18
2.00 3.62 4.32 -0.76 0.76 -0.10 0.19

-2.00 2.61e+03 5.26e+04 7.71e+04 1.56e+06 -0.01 0.29
-1.50 315.21 8.95e+03 9.30e+03 2.66e+05 -0.01 0.26
-1.00 0.82 2.56 9.67 72.38 -0.02 0.21
-0.40 0.14 0.26 0.32 0.43 -0.03 0.17

100 -0.20 0.12 0.22 0.09 0.21 -0.03 0.16
0.20 0.15 0.23 -0.03 0.14 -0.03 0.14
0.40 0.19 0.25 -0.07 0.13 -0.02 0.13
1.00 0.33 0.90 -0.30 0.31 -0.03 0.12
2.00 0.89 0.96 -0.74 0.74 -0.05 0.12

表5 三参数情形下形状参数a的3种估计的偏差和标准误的模拟
LM PWM LSE

n k 偏差 标准误 偏差 标准误 偏差 标准误

-2.00 -1.96e+03 2.72e+04 -1.00e+04 1.39e+05 0.13 0.19
-1.50 -1.03e+03 3.18e+04 -5.32e+03 1.63e+05 0.12 0.15
-1.00 -0.93 2.96 -2.69 14.48 0.12 0.15
-0.40 -0.32 0.36 -0.05 0.28 0.12 0.15

15 -0.20 -0.32 0.36 0.03 0.15 0.11 0.14
0.20 -0.39 0.43 0.11 0.15 0.10 0.12
0.40 -0.48 0.52 0.13 0.17 0.10 0.13
1.00 -1.69 20.67 0.16 0.18 0.09 0.11
2.00 2.51 17.99 0.17 0.18 0.09 0.11

-2.00 -3.12e+05 9.84e+06 -5.99e+06 1.89e+08 0.03 0.04
-1.50 -14.87 156.26 -269.63 2.99e+03 0.03 0.04
-1.00 -0.66 6.97 -8.89 133.51 0.03 0.04
-0.40 -0.08 0.11 -0.13 0.20 0.03 0.04

50 -0.20 -0.07 0.09 -0.02 0.08 0.03 0.03
0.20 -0.07 0.09 0.03 0.06 0.03 0.04
0.40 -0.08 0.09 0.04 0.07 0.03 0.03
1.00 -0.12 0.13 0.09 0.10 0.03 0.03
2.00 -0.30 0.31 0.14 0.15 0.03 0.03

-2.00 -1.28e+03 2.57e+04 -4.98e+04 1.00e+06 0.01 0.02
-1.50 -153.90 4.38e+03 -6.00e+03 1.71e+05 0.01 0.02
-1.00 -0.29 1.22 -5.77 46.65 0.01 0.02
-0.40 -0.03 0.06 -0.12 0.18 0.01 0.02

100 -0.20 -0.03 0.05 -0.02 0.06 0.01 0.02
0.20 -0.03 0.05 0.01 0.04 0.01 0.01
0.40 -0.03 0.05 0.02 0.04 0.01 0.01
1.00 -0.05 0.06 0.07 0.07 0.01 0.02
2.00 -0.10 0.10 0.14 0.14 0.01 0.01
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4.3 小结

通过模拟可以看出GPD参数的各种估计方法效果都随着样本容量n和分布形状参

数k大小变化而变化, 虽不存在一致最优的估计方法, 但从4.1和4.2节的模拟结果可得以下

结论:

(1) 当形状参数|k|较大时, 本文提出的LSE较优, 特别在k < −0.4时(此时GPD为厚尾

分布), LSE在上述几种估计中最优. 实际生活中我们常用GPD拟合厚尾数据, 所以此时本

文提出的LSE要优于MOM、PWM、LM、EMP以及MLE.

(2) 不论形状参数k在何范围, 本文提出的LSE均存在且估计效果相对较稳定. 在实际

问题中, 时常没有k的任何先验信息, 因此MOM、PWM、LM以及MLE都缺少稳健性, 甚至

可能不存在, 而EMP只适应两参数GPD的参数估计问题且当GPD是厚尾分布时估计的效

果较差, 故此时本文提出的LSE在上述估计中最优.
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Estimation of Parameters of the Generalized Pareto

Distribution by the Least Squares
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Traditional estimations of parameters of the generalized Pareto distribution (GPD) are generally

constrained by the shape parameter of GPD. Such as: the method-of-moments (MOM), the probability-

weighted moments (PWM), L-moments (LM), the maximum likelihood estimation (MLE) and so on. In

this paper we use the fact that GPD can be transformed into the exponential distribution and use the

results of parameters estimation for the exponential distribution, than we propose parameters estimators

of the two-parameter or three-parameter GPD by the least squares method. Some asymptotic results are

provided and the proposed method not constrained by the shape parameter of GPD. A simulation study is

carried out to evaluate the performance of the proposed method and to compare them with other methods

suggested in this paper. The simulation results indicate that the proposed method performs better than

others in some common situation.

Keywords: Generalized Pareto distribution, the method-of-moments, probability-weighted mo-

ments, the least squares, L-moments, elemental percentile method.
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