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摘 要

本文考虑简约模型下带有违约风险的可转换债券的定价问题. 假定市场中可转换债券的违约强

度满足Vasicek模型, 利用鞅方法获得了该模型下可转换债券的定价公式. 此外, 我们通过数值分析显

示了模型参数变化对可转换债券价值影响的敏感性程度, 结果也表明违约风险将降低可转换债券的价

值.
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§1. 引 言

可转换债券是一种企业债券和股票期权相结合的混合证券, 通常具有较低的票面利

率, 其持有者可以在一定时期内持一定比例或价格将之转换成一定数量的债券公司发行

的股票. 可转换债券的定价研究是近年来国内外学者关注的热点问题之一. Brennan和

Schwartz (1977)首次研究了可转换债券的定价. Brennan和Schwartz (1980, 1988)对可转换

债券发行公司所采取的最优赎回政策做了进一步深入的分析和研究. 朱丹(2011)研究了随

机利率下可分离交易可转换债券的定价问题. 上述文献对可转换债券的定价研究都是在

市场不存在违约风险的框架下进行的. 然而, 金融市场中违约风险事实上影响着每一份

交易合同. 因此, 市场中无论是交易市场的参与人员, 还是金融研究人员都非常关注违约

发生的概率以及违约发生所造成的损失. 到目前为止, 有关违约概率的建模主要有两种方

法. 第一种是结构模型, 在这类模型中, 发行者失去偿债能力被明确的模拟为违约的触发

事件. 在结构模型下带违约风险的衍生产品定价的研究, 可参考文献Klein (1996), Klein和

Inglis (1999), Wang和Wang (2010)等. 第二种是简约模型, 有关简约模型下带违约风险的

衍生产品定价的研究可参考文献Jarrow和Turnbull (1995), Lando (1998)等. 在该类模型中,

违约被看作是由外生的违约强度过程所驱动的意外事件. 在有关带违约风险的可转换债

券的定价研究方面, Tsiveriotis和Fernandes (1998)将可转换债券分为股性和债性两个部分,

股性部分使用无风险利率进行贴现, 债性部分使用无风险利率加上信用风险溢出进行贴现.
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黄靖贵, 杨善朝和冯霞(2008)考虑了结构模型下可转换债券的定价, 在文中假定信用风险的

主要来源于公司的总资产价值, 如果资产总价值大于负债, 则不会发生违约; 如果公司资产

的总价值小于负债, 则企业将会发生违约, 并假定公司资产价值及股权价值都满足几何布

朗运动, 获得了精确的定价公式. 朱丹和杨向群(2010)假定企业资产的价值满足跳 –扩散模

型, 当企业资产价值低于一个给定常值时, 企业发生违约, 考虑了在该模型下可转换债券的

定价问题. Tsiveriotis和Fernandes (1998)考虑了简约模型下可转换债券的定价, 但我们这

篇文章与Tsiveriotis和Fernandes (1998)在金融模型和计算方法上都有很大的不同. 和黄靖

贵, 杨善朝和冯霞(2008), 朱丹和杨向群(2010)相比, 在这篇文章中, 我们考虑在简约模型下

可转换债券的定价, 假定违约强度满足Vasicek模型, 并获得了在该模型下带违约风险的可

转换债券的定价公式.

这篇文章的整体结构如下. 在第二节我们给出了模型的基本假设, 包括股票价格过程,

违约强度过程以及可转换债券在到期日的收益. 第三节通过测度变换和鞅方法得到了简约

模型下带违约风险的可转换债券的价值. 第四节通过数值分析揭示了模型参数对可转换债

券价值的影响. 第五节对本文作了一个小结.

§2. 模型假设

考虑一个带滤流的概率空间(Ω,F ,Q, (Ft)0≤t≤T ), F = (Ft)0≤t≤T满足通常条件, 即右

连续, 完备的, 这里Q是风险中性测度. 假定市场中有两个可交易的资产, 一个为无风险资

产B和一个风险资产S. Bt表示市场货币银行账户在t时刻的价值, Bt = B0e
∫ t
0 rudu, 为了方

便, 这里我们假定B0 = 1. 令St表示股票在t时刻的价值, 其价格过程满足如下随机微分方

程

dSt = rtStdt + StσtdW1t, (2.1)

这里W1t为定义在概率空间(Ω,F ,Q)上的一标准布朗运动, rt, σt是关于时间t的确定性函

数. 令τ表示可转换债券发行方的违约时间, 其强度过程为λt. 我们假定λt满足如下随机微

分方程

dλt = κ(ϑ− λt)dt + νdW2t, (2.2)

其中κ, ϑ, ν为常数, W2t是定义在概率空间(Ω,F ,Q)上的一标准布朗运动,且Cov(dW1t,dW2t)

= ρdt, −1 < ρ < 1. 假定可转换债券的转换只可能发生在债券到期时刻T , 在T时刻债券持

有者有权利选择持有股票或者持有债券, 如果在到期日用债券转换股票后的价值超过债券

价值, 则债券持有者可选择转换. 相反, 则债券持有者不选择转换. 令ψ(T )表示可转换债券

在到期日的收益, 则可以由如下表示

ψ(T ) =





Pb, (M/Cv)ST ≤ Pb;

MST /Cv, (M/Cv)ST > Pb,
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这里Pb = MeiT代表以票面利率i计算的单纯的债券价值, M代表可转换债券的面值, Cv代

表约定的转换价格. 令Ht = σ(I{τ≤u}, 0 ≤ u ≤ t), Ft = σ(Su, 0 ≤ u ≤ t) ∨ σ(λu, 0 ≤ u ≤
t) ∨ Ht. 定义Gt = σ(Su, 0 ≤ u ≤ T ) ∨ σ(λu, 0 ≤ u ≤ T ) ∨ Ht. 因此可知G0包含到时刻T为

止风险资产价格过程和违约强度过程的所有信息, 则由Jarrow和Yu (2001)可知

Q(τ > t|G0) = exp
(
−

∫ t

0
λudu

)
. (2.3)

§3. 带有违约风险的可转换债券的价值

在这一节中, 我们研究带有违约风险的可转换债券的价值, 当可转换债券的发行方发

生违约时, 在T时刻可转换债券的多头仅接受承诺支付的一部分, 即ωψ(T ), 这里回收率ω为

常数, 且0 < ω < 1. 如果可转换债券的发行方不发生违约, 则无信用损失发生, 债券的多

头在T时刻接受承诺的支付, 即ψ(T ). 因此由风险中性定价可知可转换债券在t时刻的价

值Vt为

Vt = EQ

[
e−

∫ T
t rudu(ωψ(T )I{τ≤T} + ψ(T )I{τ>T})

∣∣Ft

]
, (3.1)

其中EQ[·]表示在风险中性测度Q下的期望, I{·}是一个示性函数. 由Bielecki和Rutkowski

(2004)或者Jarrow和Yu (2001)可知

EQ

[
ψ(T )I{τ>T}

∣∣Ft

]
= EQ

[
EQ

[
ψ(T )I{τ>T}

∣∣Gt

]∣∣Ft

]

= EQ

[
ψ(T )I{τ>t}

Q(τ > T |G0)
Q(τ > t|G0)

∣∣∣Ft

]

= I{τ>t}EQ

[
e−

∫ T
t λuduψ(T )

∣∣Ft

]
,

于是

Vt = ωe−
∫ T

t ruduEQ[ψ(T )|Ft] + (1− ω)e−
∫ T

t ruduI{τ>t}EQ

[
e−

∫ T
t λuduψ(T )

∣∣Ft

]
. (3.2)

为了计算带违约风险的可转换债券的价值, 我们需要引进两个新的测度Qλ和Qsλ.

命题 3.1 令ξ(T )表示Radon-Nikodym导数

ξ(T ) =
dQλ

dQ

∣∣∣
FT

=
e−

∫ T
0 λudu

EQ

[
e−

∫ T
0 λudu

]

= exp
{
−

∫ T

0
νm(u, T )dW2u − 1

2

∫ T

0
ν2m(u, T )2du

}
, (3.3)

这里m(u, T )=(1−e−κ(T−u))/κ,则W λ
1t =W1t +ρ

∫ t

0
νm(u, T )du, W λ

2t =W2t +
∫ t

0
νm(u, T )du

是两个标准的Qλ布朗运动, 且Cov (dW λ
1t,dW λ

2t) = ρdt.
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证明: 由方程(2.2)可得

λt = λ0e
−κt +

∫ t

0
κϑeκ(u−t)du +

∫ t

0
νeκ(u−t)dW2u,

通过直接计算得
∫ T

0
λudu = (λ0 − ϑ)m(0, T ) + ϑT +

∫ T

0
νm(u, T )dW2u, (3.4)

因此−
∫ T

0
λudu满足期望为−(λ0 − ϑ)m(0, T )− ϑT , 方差为

∫ T

0
ν2m2(u, T )du的正态分布,

即

−
∫ T

0
λudu ∼ N

(
− (λ0 − ϑ)m(0, T )− ϑT,

∫ T

0
ν2m2(u, T )du

)
,

则

EQ

[
e−

∫ T
0 λudu

]
= exp

{
− (λ0 − ϑ)m(0, T )− ϑT +

1
2

∫ T

0
ν2m2(u, T )du

}
, (3.5)

结合上式和式(3.4), 可得式(3.3). 再由Girsanov定理知W λ
1t和W λ

2t是两个Qλ布朗运动, 且

Cov (dW λ
1t,dW λ

2t) = ρdt. ¤

命题 3.2 令 S̃T = ST /BT表示风险资产S在时刻T的贴现价值和 η(T )表示Radon-

Nikodym导数

η(T ) =
dQsλ

dQ

∣∣∣
FT

=
e−

∫ T
0 λuduS̃T

EQ

[
e−

∫ T
0 λuduS̃T

]

= exp
{∫ T

0
σudW1u − 1

2

∫ T

0
σ2

udu− ν

∫ T

0
m(u, T )dW2u

− 1
2

∫ T

0
ν2m2(u, T )du + ρ

∫ T

0
νσum(u, T )du

}
, (3.6)

则W sλ
1t , W sλ

2t 是两个标准的Qsλ布朗运动, 且Cov (dW sλ
1t ,dW sλ

2t ) = ρdt, 这里

W sλ
1t = W1t −

∫ t

0
σudu + ρ

∫ t

0
νm(u, T )du,

W sλ
2t = W2t +

∫ t

0
νm(u, T )du− ρ

∫ t

0
σudu.

证明: 因为S̃T = exp
{∫ T

0
σudW1u − (1/2)

∫ T

0
σ2

udu
}
和式(3.4), 可得

e−
∫ T
0 λuduS̃T = exp

{
−

∫ T

0
νm(u, T )dW2u +

∫ T

0
σudW1u

− 1
2

∫ T

0
σ2

udu + (ϑ− λ0)m(0, T )− ϑT
}

,
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则

EQ

[
e−

∫ T
0 λuduS̃T

]
= exp

{1
2

∫ T

0
ν2m2(u, T )du + (ϑ− λ0)m(0, T )

−ϑT − ρ

∫ T

0
σuνm(u, T )du

}
.

由上面两式, 通过计算可得到式(3.6). 此外, 根据Girsanov定理知W sλ
1t , W sλ

2t 是两个Qsλ布朗

运动且Cov (dW sλ
1t ,dW sλ

2t ) = ρdt. ¤

定理 3.1 带有违约风险的可转换债券在t时刻的价值为

Vt = ωPbe
− ∫ T

t ruduN(d1) + ω
StM

Cv
N(d2)

+ (1− ω)I{τ>t} exp
{
− (λt − ϑ)m(t, T )− ϑ(T − t) +

1
2

∫ T

t
ν2m2(u, T )du

}

·
(
Pbe

− ∫ T
t ruduN(d3) +

StM

Cv
exp

{
− ρ

∫ T

t
σuνm(u, T )du

}
N(d4)

)
, (3.7)

d1 =
(

ln
PbCv

StM
+

1
2

∫ T

t
σ2

udu−
∫ T

t
rudu

)/√∫ T

t
σ2

udu,

d2 =
[
ln

MSt

PbCv
+

∫ T

t

(1
2
σ2

u + ru

)
du

]/√∫ T

t
σ2

udu,

d3 =
[
ln

PbCv

MSt
−

∫ T

t

(
ru − 1

2
σ2

u − ρσuνm(u, T )
)
du

]/√∫ T

t
σ2

udu,

d4 = −d3 +

√∫ T

t
σ2

udu,

这里N(·)表示标准正态分布的累积分布函数.

证明: 由式(3.2)和ψ(T )的表达式可知, Vt可以改写为如下

Vt = ωEQ

[
e−

∫ T
t ruduPbI{ST≤PbCv/M}

∣∣Ft

]
︸ ︷︷ ︸

I1

+ωEQ

[
e−

∫ T
t rudu ST M

Cv
I{ST >PbCv/M}

∣∣∣Ft

]

︸ ︷︷ ︸
I2

+ (1− ω)e−
∫ T

t ruduI{τ>t}EQ

[
e−

∫ T
t λuduPbI{ST≤PbCv/M}

∣∣Ft

]
︸ ︷︷ ︸

I3

+ (1− ω)e−
∫ T

t ruduI{τ>t}EQ

[
e−

∫ T
t λudu ST M

Cv
I{ST >PbCv/M}

∣∣∣Ft

]

︸ ︷︷ ︸
I4

. (3.8)

为了表达方便, 我们记上式中的第一项, 第二项, 第三项和第四项分别为I1, I2, I3和I4. 接

《
应
用
概
率
统
计
》
版
权
所
用



292 应用概率统计 第二十九卷

下来首先计算I1的值,

I1 = ωEQ

[
e−

∫ T
t ruduPbI{ST <PbCv/M}

∣∣Ft

]

= ωPbe
− ∫ T

t ruduQ
( ∫ T

t
rudu +

∫ T

t
σudW1u − 1

2

∫ T

t
σ2

udu ≤ ln
PbCv

StM

∣∣∣Ft

)

= ωPbe
− ∫ T

t ruduN(d1). (3.9)

接下来计算I2的值, 为简化计算, 我们将通过测度变换的方法, 令(dQs/dQ)|Ft = S̃t/EQ[S̃t],

由于Q是风险中性测度, 故EQ[S̃t] = 1, 且因为S̃t = exp
{∫ t

0
σudWu − (1/2)

∫ t

0
σ2

udu
}

,

则 (dQs/dQ)|Ft = exp
{∫ t

0
σudWu − (1/2)

∫ t

0
σ2

udu
}

. 由Girsanov定理可知, W s
t = Wt −

∫ t

0
σudu是一标准的Qs布朗运动. 于是在概率测度Qs下, 风险资产价格过程St满足如下

St = S0 exp
{∫ t

0

(
ru +

1
2
σ2

u

)
du +

∫ t

0
σudW s

u

}
.

则在概率测度Qs和给定条件Ft下, lnST满足正态分布,其均值为lnSt+
∫ T

t
[ru+(1/2)σ2

u]du,

方差为

∫ T

t
σ2

udu. 于是

I2 = ωEQ

[
e−

∫ T
t rudu ST M

Cv
I{ST >PbCv/M}

∣∣∣Ft

]
= ω

StM

Cv
EQs

[
I{ST >PbCv/M}

∣∣Ft

]

= ω
StM

Cv
N(d2). (3.10)

下面我们计算I3, 通过Bayes法则可得

I3 = (1− ω)Pbe
− ∫ T

t ruduI{τ>t}EQ

[
e−

∫ T
t λudu

∣∣Ft

]
EQλ

[
I{ST≤PbCv/M}

∣∣Ft

]
. (3.11)

当u ≥ t时, 从方程(2.2)可得

λu = e−κ(u−t)λt + ϑ(1− e−κ(u−t)) + ν

∫ T

t

∫ u

t
e−κ(u−s)dW2sdu,

故
∫ T

t
λudu =

∫ T

t
e−κ(u−t)λtdu +

∫ T

t
ϑ(1− e−κ(u−t))du + ν

∫ T

t

∫ u

t
e−κ(u−s)dW2sdu

= (λt − ϑ)m(t, T ) + ϑ(T − t) + ν

∫ T

t
m(u, T )dW2u, (3.12)

则

EQ

[
e−

∫ T
t λudu

∣∣Ft

]
= exp

{
− (λt − ϑ)m(t, T )− ϑ(T − t) +

1
2

∫ T

t
ν2m2(u, T )du

}
. (3.13)
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又由命题3.1可知在测度Qλ下, St满足如下

St = S0 exp
{∫ t

0

(
ru − 1

2
σ2

u − ρνσum(u, T )
)
du +

∫ t

0
σudW λ

1u

}
.

于是在测度Qλ给定条件下, ln ST ∼N
(

lnSt+
∫ T

t
[ru−(1/2)σ2

u−ρνσum(u, T )]du,

∫ T

t
σ2

udu
)
,

于是

EQλ

[
I{ST≤PbCv/M}

∣∣Ft

]
= N(d3), (3.14)

因此, 我们可得

I3 = (1− ω)Pbe
− ∫ T

t ruduI{τ>t} exp
{
− (λt − ϑ)m(t, T )

−ϑ(T − t) +
1
2

∫ T

t
ν2m2(u, T )du

}
N(d3). (3.15)

最后计算I4, 利用命题3.2和Bayes法则可得

I4 = (1− ω)e−
∫ T

t ruduI{τ>t}EQ

[
e−

∫ T
t λudu ST M

Cv
I{ST >PbCv/M}

∣∣∣Ft

]

= (1− ω)I{τ>t}e
∫ t
0 ruduEQ

[
e−

∫ T
t λuduS̃T

∣∣Ft

]
Qsλ

(
ST >

PbCv

M

∣∣∣Ft

)
. (3.16)

由于

e−
∫ T

t λsdsS̃T = S̃t exp
{
− (λt − ϑ)m(t, T )− ϑ(T − t)− ν

∫ T

t
m(u, T )dW2u

− 1
2

∫ T

t
σ2

udu +
∫ T

t
σudW1u

}
, (3.17)

则

EQ

[
e−

∫ T
t λuduS̃T

∣∣Ft

]
= S̃t exp

{
− (λt − ϑ)m(t, T )− ϑ(T − t)

+
1
2

∫ T

t
ν2m2(u, T )du− ρ

∫ T

t
σuνm(u, T )du

}
. (3.18)

因为在测度Qsλ下, 风险资产价格过程St满足如下

St = S0 exp
{∫ t

0

(
ru +

1
2
σ2 − ρσuνm(u, T )

)
du +

∫ t

0
σudW sλ

1u

}
,

因此,在概率测度Qsλ和给定条件Ft下, lnST ∼N
(

lnSt+
∫ T

t
[ru+(1/2)σ2

u−ρσuνm(u, T )]du,
∫ T

t
σ2

udu
)
, 于是

I4 = (1− ω)I{τ>t}
StM

Cv
exp

{
− (λt − ϑ)m(t, T )− ϑ(T − t)

+
1
2

∫ T

t
ν2m2(u, T )du− ρ

∫ T

t
σuνm(u, T )du

}
N(d4). (3.19)

再根据式(3.8), (3.9), (3.10), (3.15), (3.19), 即可完成定理3.1的证明. ¤
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§4. 数值分析
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图1 回收率ω和可转换价格Cv对可转换债 图2 相关系数ρ和可转换价格Cv对可转换

券价值的影响, 其中ρ = 0.2, σ = 0.3, 债券价值的影响, 其中ω = 0.5, σ =

r = 0.03, T = 2 0.3, r = 0.03, T = 2
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图3 市场利率r对可转换债券价值的影响, 图4 可转换债券的到期时间T和σ对可转

其中ρ = 0.2, σ = 0.3, Cv = 8, T = 2 换债券价值的影响, 其中ρ = 0.2, r

= 0.03, ω = 0.5, Cv = 12

在这一节, 我们对上一节的结果进行数值分析. 在图1-4中, 我们都假定模型参数M =

100, i = 0.05, κ = 0.25, λt = 0.05, ϑ = 0.1, ν = 0.2. 在图1中, 我们假定模型中其他参

数ρ = 0.2, σ = 0.3, r = 0.03, T = 2, 首先考虑ω对可转换债券的影响, 从图1中我们可以

发现, 随着ω的增加, 可转换债券价值随之增大. 当ω = 1时, 该可转换债券的价值不受违

约风险的影响, 可转换债券的价值是最大的, 随着ω的减少, 可转换债券的价值受违约风险

的影响越来越大, 故价值随之降低. 从图1, 我们还可以发现随着转换价格的增加, 可转换
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债券的价值越来越小. 接下来, 我们在图2中考虑了股票价格中的布朗运动W1t与违约强度

中布朗运动W2t的相关系数ρ对可转换债券价值的影响. 在图2中我们假定模型的其他参数

为ω = 0.5, σ = 0.3, r = 0.03, T = 2. 图2表明随着ρ的减小, 可转换债券的价值增加. 在

图3中我们考虑市场利率对可转换债券价值的影响, 假定模型参数ρ = 0.2, σ = 0.3, Cv = 8,

T = 2, 则从图3可以看出随着市场利率r的增大, 可转换债券的价值将要减少. 图4中我们

考虑了波动率σ和时间T对可转换债券价值的影响, 其中模型中的参数ρ, r, ω, Cv分别假定

为0.2, 0.03, 0.5, 12. 图4表明随着股票波动率或者可转换债券的交割期T的增加, 可转换债

券的价值都将会随之增加.

§5. 总 结

本文考虑违约风险模型是简约模型下可转换债券的定价问题. 假定其违约强度满足

Vasicek模型,并得到了在该模型下可转换债券定价公式的解析解.在文中的第四节,通过数

值分析, 分别讨论了模型中的参数ω, Cv, ρ, r, σ, T对带违约风险的可转换债券价值的影响.
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Pricing a Convert Bond with Default Risk under a Reduced

Form Model

Wang Wei Zhao Qijie

(Department of Mathematics, Ningbo University, Ningbo, 315211 )

In this study, we consider the pricing problem of convert bond with default risk under a reduced form

model. We suppose that the default intensity follows the Vasicek model, and obtain a closed form pricing

formula of convert bond by martingale method. Moreover, we provide a numerical analysis to demonstrate

the sensitivity of a default convert bond value to changes in the model’s parameters, and show that the

default risk of convert bond issuer will reduce the convert bond value.

Keywords: Convert bond, default risk, reduced form.
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