
应用概率统计 第二十九卷
第四期 2013年8月

Chinese Journal of Applied Probability
and Statistics Vol.29 No.4 Aug. 2013

平衡线性混合效应模型的最优设计 ∗

周晓东
(上海对外经贸大学商务信息学院, 上海, 201620)

岳荣先
(上海师范大学数理学院, 上海, 200234)

摘 要

研究了一般平衡线性混合效应模型下的最优设计问题. 主要关注模型固定效应估计, 随机效应的

估计以及对个体未来观察值预测的最优设计. 以de la Garaz现象和Loewner偏序为工具降低求解最优

设计问题的维度, 用解析方法或数值方法求解最优设计, 并利用等价性定理判断解的最优性.
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§1. 引 言

混合效应模型被广泛应用于多个领域, 如畜牧养殖、群体药代动力学、个体化医学等.

在过去的几十年间, 许多学者对混合效应模型及其应用做了很好的研究, 部分研究成果可

以参看Verbeke等(2000), 但相应的试验设计问题研究却比较滞后. Cheng (1995), Atkins等

(1999)研究了随机区组效应模型的设计问题. Abt等(1997, 1998)考虑了带有自相关误差的

一阶或二阶多项式回归随机效应增长曲线模型的设计. Ouwens等(2002)和Berger等(2004)

建立了随机系数模型的极大极小设计. Schmelter (2007a, 2007b)讨论了单组恒等设计在某

特定随机系数模型下的最优性. Debusho等(2008, 2011)考察了一或二阶随机截距模型的

V和D-最优群体设计. Graßhoff等(2012)研究了由随机系数所引起的异方差线性回归模型

的最优设计. Mielke (2012)导出了稀疏抽样场合下二阶混合效应模型的D-最优设计. 虽然

上述文献中已经得到了一些好的结果, 但仍然有很多问题亟待解决. 原因可能与解决这些

问题时遇到的两个难点有关. 一是混合效应模型的信息矩阵和最优设计往往依赖于模型中

所含有的未知参数. 在线性模型下表现为对方差分量的依赖. 处理这一问题的一种常用方

法是在给定未知参数一个好的猜测值情况下构造局部最优设计(Chernoff, 1953). 二是混合

效应模型下的最优设计往往包括两层结构: 对于每一个体, 需要选择变量或协变量的最优

水平取值, 以及每个水平组合下观察数的权重; 对于不同个体间, 需要确定每一试验组所

包含个体的权重. 这种双层结构使得混合效应模型下的最优设计问题要比固定效应模型

下的设计问题更为复杂. 在经典最优设计的理论(Pukelsheim, 1993)框架下Cheng (1995),

Atkins等(1999), Debusho等(2008, 2011)给出了一些简单线性混合效应模型下的最优解, 但
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对一般的混合效应模型, 相关的结果还比较缺乏. 为降低解决问题的难度或出于实际需

要Ouwens (2002), Luoma等(2007), Liski等(2002)提出采用恒等设计的策略, 即所有个体采

用同样的试验方案.

不同于以往的几何方法(Elfving, 1952)或经典的最优设计方法(Pukelsheim, 1993),

Liski等(2002)利用de la Garaz (DLG)现象作为工具建立随机系数模型下固定效应估计的

最优设计.所谓DLG现象是指:如果设计模型为p−1阶多项式回归模型且误差相互独立, 那

么对于任一n点设计(n > p), 存在支撑点个数为p的设计, 使得后者的信息矩阵在Loewner

偏序意义下不差于前者[19].

本文运用DLG现象为工具, 对Liski等(2002)中固定效应估计的最优设计部分结论作了

推广, 并研究了以往文献中少见的随机效应估计和对个体未来观察值预测的最优设计. 构

建不同设计目标下的最优设计准则, 利用解析方法或数值方法求局部最优设计, 并首次提

出借助等价性定理验证所求解的最优性.

§2. 平衡线性混合效应模型

考虑一般的平衡线性混合效应模型

yij = fT(xj)β + gT(xj)bi + eij , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m, (2.1)

其中yij为第i个个体在试验点xj的观测值, β = (β1, . . . , βp)T为固定效应, bi为q维随机效

应, f(x) = (f1(x), . . . , fp(x))T和g(x) = (g1(x), . . . , gq(x))T分别为相互线性无关的函数构

成的向量, eij为观测误差. 假定bi ∼ N(0, σ2D), ei = (ei1, . . . , eim)T ∼ N(0, σ2Im), 其

中D为q × q矩阵, 且随机效应与观测误差以及观测误差之间相互独立. 第i个个体的m个观

测值构成的向量可以表示成

yi = Xβ + Zbi + ei, i = 1, . . . , n, (2.2)

其中yi = (yi1, . . . , yim)T, 而X = (f(x1), . . . ,f(xm))T和Z = (g(x1), . . . , g(xm))T分别为

m× p和m× q设计矩阵. 在边际意义下, 观察值向量yi, i = 1, . . . , n相互独立且服从正态分

布, 其期望和方差分别为E(yi) = Xβ及Cov (yi) = Σ = σ2(ZDZT + Im). 将向量yi和ei分

别合成N维向量Y = (yT
1 , . . . ,yT

n )T及e = (eT
1 , . . . ,eT

n )T, 其中N = nk为所有观测个体观

察值总数. 整个观测值向量Y的矩阵表示形式为

Y = Fβ + Gb + e, (2.3)

其中b = (bT
1 , . . . , bT

n )T, G = In ⊗X, F = 1n ⊗X, 此处1n是一个所有分量为1的n维向量,

记号⊗表示向量或矩阵的Kronecker乘积. 因此有

EY = Fβ, Cov (Y ) = V = diag(Σ, . . . ,Σ),

Cov (b) = Q = In ⊗ σ2D, Cov (e) = σ2IN , Cov (b, e) = 0.
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模型(2.3)中参数β的广义最小二乘估计(GLSE)或最优线性无偏估计(BLUE)为

β̂GLS = (F TV −1F )−1F TV −1Y = (XTΣ−1X)−1XTΣ−1y, y =
1
n

n∑
i=1

yi. (2.4)

估计量β̂GLS的协方差阵为

Cov (β̂GLS) = (F TV −1F )−1 =
1
n

(XTΣ−1X)−1. (2.5)

引理 2.1 (Rao, 1967) 考虑线性模型y = Xβ + e, 其中X是m× p设计矩阵, e为误

差向量, Cov (e) = Σ. 如果K是m× (m− p)列满秩矩阵, 且满足XTK = 0, XTΣK = 0,

那么β的广义最小二乘估计β̂GLS = (XTΣ−1X)−1XTΣ−1y与普通最小二乘估计β̂OLS

= (XTX)−1XTy相同.

记M(X)和M(X)⊥分别为X的列向量张成的空间以及M(X)的正交补空间.

定理 2.1 对于模型(2.2), 如果Z来自M(X)或M(X)⊥, 那么β的GLSE与普通最小

二乘估计相同, 即β̂GLS = β̂OLS = (XTX)−1XTy.

证明: 假定K为m × p矩阵且满足XTK = 0. 如果Z的列向量来自M(X), 那么存

在矩阵S满足Z = XS, 则我们有ZTK = 0. 如果Z的列向量来自M(X)⊥, 那么我们有

XTZ = 0, 且

XTΣK = XT(σ2ZDZT + σ2Im)K = σ2XTZDZTK + σ2XTK = 0.

由引理2.1, 有β̂GLS|yi = (XTΣ−1X)−1XTΣ−1yi与β̂OLS|yi = (XTX)−1XTyi相同, 其中

β̂GLS|yi, β̂OLS|yi分别为基于样本yi的β的GLSE和OLSE. 由于β̂GLS = (1/n)
n∑

i=1
β̂GLS|yi和

β̂OLS = β̂OLS|yi, 所以β̂GLS = β̂OLS. ¤

下文重点考虑模型(2.2)满足Z = XS的一种特殊情况, 其中S为给定的矩阵. 该模型

常被用于对纵向数据的分析(Verbeke, 2000). 由定理2.1, 易得下列结果.

定理 2.2 若模型(2.2)满足Z = XS, 则β̂GLS的协方差矩阵为

Cov (β̂GLS) =
σ2

n
[(XTX)−1 + SDST].

§3. 固定效应估计问题的恒等最优设计

考虑模型(2.2)的特殊情形. 假设模型中随机效应参数bi, i = 1, . . . , n的方差为0, 即

Cov (bi) = 0, i = 1, . . . , n, 那么模型(2.2)简化为

yi = Xβ + ei, i = 1, . . . , n. (3.1)
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上述模型称为固定效应模型. 定义m点精确设计

ξm =

{
x1 x2 · · · xk

m1/m m2/m · · · mk/m

}
,

其中整数mi表示在点xi的重复观察次数, 且满足
k∑

i=1
mi = m. 考虑到优化问题, 放松对mi为

整数的限制. 将每一点重复观察次数作为权重记为wi, 称下列设计ξ为近似设计(连续设计)

ξ =

{
x1 x2 · · · xk

w1 w2 · · · wk

}
, wi > 0,

k∑
i=1

wi = 1,

或记为ξ = {x1, x2, . . . , xk;w1, w2, . . . , wk}.
由于在求关于有效估计固定效应β的最优设计ξ时与σ2和n的值无关, 因此以下取σ2 =

1. 记IF = XTX = m
k∑

i=1
wif(xi)f(xi)T为固定效应模型(3.1)在设计ξ下的信息矩阵,

IM = ((XTX)−1 + SDST)−1 = (I−1
F + SDST)−1为混合效应模型(2.2)在设计ξ下的信息

矩阵.

记β̂1和β̂2分别为混合效应模型(2.2)中参数β对应于设计ξ1和ξ2下的广义最小二乘估计,

X1和X2为相应的设计矩阵, 则有

Cov (β̂1) ≤ Cov (β̂2) ⇔ (XT
1 X1)−1 ≤ (XT

2 X2)−1 ⇔ XT
1 X1 ≥ XT

2 X2

(这里A1 ≥ A2表示A1 −A2是非负定矩阵). 因此我们有

定理 3.1 记ξ1和ξ2为混合效应模型(2.2)的任意两个设计. 设计ξ1在Loewner偏序意

义下优于设计ξ2 (即I1 ≥ I2, 其中Ii, i = 1, 2为设计ξi, i = 1, 2在对应模型下的信息矩阵),

当且仅当在相应的固定效应模型(3.1)下ξ1优于ξ2.

类似结论见Liski (2002). 正如Liski (2002) (第23页)和Pukelsheim (1993) (第104页)指

出的, 不存在Loewner偏序意义下一致最优的设计ξ∗. 因此我们建立信息矩阵的单值实函

数(下文称设计准则)用以评价不同设计的好坏. 常用最优设计准则有D-最优, L-最优, G-最

优等. 具体地,

• D-最优设计定义为: ξ∗D = arg min
ξ∈Ξ

det(I−1
M );

• L-最优设计定义为: ξ∗L = arg min
ξ∈Ξ

tr(Var (LTβ̂)) = arg min
ξ∈Ξ

tr(LTI−1
M L);

• G-最优设计定义为: ξ∗G = arg min
ξ∈Ξ

sup
x∈Z

(Var (f(x)Tβ̂)) = arg min
ξ∈Ξ

sup
x∈Z

f(x)TI−1
M f(x).

其中Ξ为设计空间X上所有可能设计构成的集合, L是t× p矩阵, Z为感兴趣的预测区域.

注意到混合效应模型(2.2)下的信息矩阵IM (ξ)和固定效应模型(3.1)下信息矩阵IF (ξ)

之间有I−1
M (ξ) = SDST + I−1

F (ξ), 由此不难得到

tr[LI−1
M (ξ)LT] = tr[LSDSTLT] + tr[LI−1

F (ξ)LT].
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定理 3.2 设计ξ∗是混合效应模型(2.2)参数β的线性组合Lβ的L-最优设计, 当且仅

当它是固定效应模型(3.1)下的L-最优设计.

事实上, 上述结论对于线性准则都是成立的, 但对于非线性准则该结论则不一定成立.

例如, 对于文献中经常用到的D-最优设计准则, 最小化det(I−1
M (ξ))和det(I−1

F (ξ))一般会得

到不同的结果. 类似地还有G-最优设计准则. 下面小节讨论一阶和二阶混合效应模型具体

准则下的设计求解问题.

3.1 一阶混合效应模型的最优设计

考虑一阶混合效应模型

yij = β0 + β1xj + b0i + b1ixj + eij

= fT(xj)β + fT(xj)bi + eij , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m, (3.2)

其中f(xj)=(1, xj)T, β=(β0, β1)T, bi =(b0i, b1i)T. 设计点xj ∈ X = [0, 1], bi∼N(0, σ2D),

D =

(
γ̇2

0 ργ̇0γ̇1

ργ̇0γ̇1 γ̇2
1

)
,

其中γ̇2
0 = Var (b0i)/σ2, γ̇2

1 = Var (b1i)/σ2, ρ = Corr(b0i, b1i).

引理 3.1 (Liski, 2002) 对于一阶混合效应模型(3.2),存在两点设计ξ2 = {0, 1;w, 1−
w}一致优于任意n (n > 2)点近似设计ξ.

引理3.1表明准则下的最优设计容许类为两点设计类ξ2 = {0, 1;w, 1− w}. 容易看出设
计ξ2除了与设计准则有关外, 还与方差分量以及相关系数有关. 我们考虑D-和G-最优设计

准则. 定义矩阵Dw = diag(w, 1− w), X̃T =

(
1 1

0 1

)
. 基于上述两点设计, 参数β的最小

二乘估计的协方差矩阵如下

Cov (β̂) =
1
m

[
(X̃TDwX̃)−1 + mD

]
=

1
m




1
w

+ γ2
0 − 1

w
+ ργ0γ1

− 1
w

+ ργ0γ1
1

w(1− w)
+ γ2

1


 , (3.3)

其中γ0 =
√

mγ̇0, γ1 =
√

mγ̇1.

注记 1 对于混合效应模型, 标准化后的信息矩阵(1/m)IM (ξ)以及最终的最优设计

与试验的总次数m有关. 这一点与固定效应模型不同, 但与Bayes框架下的情况类似.

先考虑D-最优设计. 求下列以w为变量的D-最优设计准则函数的最小值

det[Var (β̂)] =
1 + γ2

0 + γ2
1 + 2ργ0γ1

w
+

1 + γ2
0

1− w
+ (1− ρ2)γ2

0γ2
1 , (3.4)
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易得使得函数取最小值的w为

w∗ =

√
1 + γ2

0 + γ2
1 + 2ργ0γ1√

1 + γ2
0 + γ2

1 + 2ργ0γ1 +
√

1 + γ2
0

. (3.5)

在模型(3.2)中, 如果γ1 = 0, 则模型(3.2)简化为一阶随机截距模型. 此时最优权重w∗ =

1/2与γ2
0无关. 如果γ0 = 0, 则模型(3.2)简化为一阶随机斜率模型. 此时最优权重为w∗ =√

1 + γ2
1/(1 +

√
1 + γ2

1). 上述结果除一阶随机截距模型外, 其余一阶随机斜率模型和一阶

随机系数模型(3.2)的D-最优设计与方差分量以及相关系数的取值有关.

再考虑G-最优设计. 求下列G-最优设计准则函数的最小值

sup
x∈[0,1]

fT(x)Var (β̂)f(x) = max
{ 1

w
+ γ2

0 ,
1

1− w
+ γ2

1 + 2ργ0γ1 + γ2
0

}
. (3.6)

定义下列函数

v(w, x) = fT(x)Var (β̂)f(x) =
1
w

+ γ2
0 + 2

( 1
w

+ ργ0γ1

)
x +

[ 1
w(1− w)

+ γ2
1

]
x2.

由于v(w, 0) = 1/w + γ2
0是w的单调减函数, 而v(w, 1) = 1/(1 − w) + γ2

1 + 2ργ0γ1 + γ2
0是

w的单调增函数, 因此v(w, x)在v(w, 0) = v(w, 1)时取到最小值. 由此求得最优权重为

w∗ =
1
2
− γ2

1 + 2ργ0γ1

2(2 +
√

4 + (γ2
1 + 2ργ0γ1)2)

. (3.7)

如果γ1 = 0, 则w∗ = 1/2, 与D-最优设计相同. 如果γ0 = 0, 最优权重w∗ = 1/2− γ2
1/[2(2 +√

4 + γ4
1)]. 与D-最优设计类似G-最优设计一般也与方差分量以及相关系数有关. 另外, 除

随机截距模型外, 在相同条件下D-最优设计与G-最优设计一般不同. 这与固定效应模型下

D-最优与G-最优设计等价结论不同.

3.2 二阶混合效应模型的最优设计

考虑二阶混合效应模型

yij = β0 + β1xj + β2x
2
j + b0i + b1ixj + b2ix

2
j + eij

= fT(xj)β + fT(xj)bi + eij , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m, (3.8)

其中f(xj) = (1, xj , x
2
j )

T, β = (β0, β1, β2)T, bi = (b0i, b1i, b2i)T. 假定bi ∼ N(0, σ2D),

D =




γ̇2
0 ρ01γ̇0γ̇1 ρ02γ̇0γ̇2

ρ01γ̇0γ̇1 γ̇2
1 ρ12γ̇1γ̇2

ρ02γ̇0γ̇2 ρ12γ̇1γ̇2 γ̇2
2


 ,

其中γ̇2
0 = Var (b0i)/σ2, γ̇2

1 = Var (b1i)/σ2, γ̇2
2 = Var (b2i)/σ2, ρ01 = Corr(b0i, b1i), ρ02 =

Corr(b0i, b2i), ρ12 = Corr(b1i, b2i). 我们考虑设计区域为非对称区域X = [0, 1].
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引理 3.2 (Liski, 2002) 对于二阶混合效应模型(3.8), 存在三点设计ξ3 = {0, λ, 1;w,

t, r}一致优于任意k点近似设计ξ.

由引理3.2, 二阶模型下的近似最优设计可以在三点设计类ξ3 = {0, λ, 1;w, t, r}中寻找.

该设计下估计量β̂的协方差矩阵为

Cov (β̂) =
1
m

[(X̃TDwX̃)−1 + mD], (3.9)

其中Dw = diag(w, t, r), X̃ =




1 0 0

1 λ λ2

1 1 1


.

定义γ0 =
√

mγ̇0, γ1 =
√

mγ̇1, γ2 =
√

mγ̇2. 考虑D-最优设计准则. 最小化下列D-最优

准则函数

|Var (β̂)| ∝ |X̃T|−2|D−1
w + X̃DX̃T| = |X̃T|−2Ψ(w, t, r, λ) + |X̃T|−2ψ(λ), (3.10)

其中

Ψ(w, t, r, λ) =
a

w
+

b

t
+

c

r
+

d

wt
+

e

wr
+

f

tr
+

1
wtr

,

a = (γ2
0 + λ2γ2

1 + λ4γ2
2 + 2λρ01γ0γ1 + 2λ2ρ02γ0γ2 + 2λ3ρ12γ1γ2)

× (γ2
0 + γ2

1 + γ2
2 + 2ρ01γ0γ1 + 2ρ02γ0γ2 + 2ρ12γ1γ2)

− [γ2
0 + ρ01γ0γ1 + ρ02γ0γ2 + λ(γ2

1 + ρ01γ0γ1 + ρ12γ1γ2)

+λ2(γ2
2 + ρ02γ0γ2 + ρ12γ1γ2)]2,

b = γ2
0(γ2

1 + γ2
2 + 2ρ12γ1γ2)− γ2

0(ρ01γ1 + ρ02γ2)2,

c = λ2γ2
0(γ2

1 + 2λρ12γ1γ2 + λ2γ2
2)− λ2γ2

0(ρ01γ1 + λρ02γ2)2,

d = γ2
0 + γ2

1 + γ2
2 + 2ρ01γ0γ1 + 2ρ12γ1γ2 + 2ρ02γ0γ2,

e = γ2
0 + 2λρ01γ0γ1 + 2λ2ρ02γ0γ2 + λ2γ2

1 + 2λ3ρ12γ1γ2 + λ4γ2,

f = γ2
0 , (3.11)

以及ψ(λ) = γ2
0a + 2(γ2

0 + λρ01γ0γ1 + λ2ρ02γ0γ2)(γ2
0 + ρ01γ0γ1 + ρ02γ0γ2)[(γ2

0 + ρ01γ0γ1 +

ρ02γ0γ2) + λ(ρ01γ0γ1 + γ2
1 + ρ12γ1γ2) + λ2(ρ02γ0γ2 + ρ12γ1γ2 + γ2

2)] − (γ2
0 + 2λρ01γ0γ1 +

2λ2ρ02γ0γ2+λ2γ2
1+2λ3ρ12γ1γ2+λ4γ2

2)(γ2
0+ρ01γ0γ1+ρ02γ0γ2)2−(γ2

0+2ρ01γ0γ1+2ρ02γ0γ2+

2ρ12γ1γ2 + γ2
1 + γ2

2)(γ2
0 + λρ01γ0γ1 + λ2ρ02γ0γ2)2. 固定λ, 用Lagrange乘子法, 求(3.10)在约

束条件w + t + r = 1下的最小值, 得

w∗ = a∗/[a∗ + b∗ + c∗], t∗ = b∗/[a∗ + b∗ + c∗], r∗ = c∗/[a∗ + b∗ + c∗], (3.12)

其中

a∗ = 1 + atr + dr + et, b∗ = 1 + bwr + dr + fw, c∗ = 1 + cwt + et + fw. (3.13)
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事实上, 上述最优解w∗, t∗和r∗仍是w, t和r的函数. 因此对于给定的λ, 可以采用迭代算法去

求w∗, t∗和r∗. 取λ的不同值, 最终可以得到w, t, r和λ最优值, 进而得到最优解.

考虑模型(3.8)下的一些特殊情形. 情形1, 模型(3.8)中随机系数相互独立场合, 即ρ01 =

ρ02 = ρ12 = 0. 在此场合下, (3.11)简化为a = γ2
0γ2

1(1−λ)2+γ2
0γ2

2(1−λ2)2+γ2
1γ2

2λ2(1−λ)2,

b = γ2
0(γ2

1 + γ2
2), c = γ2

0λ2(γ2
1 + λ2

2λ
2), d = γ2

0 + γ2
1 + γ2

2 , e = γ2
0 + γ2

1λ2 + γ2
2λ4, f =

γ2
0 , |X̃|−2ψ(λ) = γ2

0γ2
1γ2

2 . 该结论同于Lisiki (2002) (第55页), 所以结论(3.12)可以看成是

对Lisiki (2002) (第55页)结论的推广. 情形2, 模型(3.8))为二阶随机截距模型, 即γ2
1 = γ2

2 =

0. 在此场合, 式(3.11)简化为a = b = c = 0, d = e = f = γ2
0 , ψ(λ) = 0和a∗ = 1 + γ2

0(r + t),

b∗ = 1+γ2
0(r+w), c∗ = 1+γ2

0(w+ t)这些量与λ无关.由于det(X̃)−2 = 1/(λ−λ2)2,因此使

得|X̃|−2最小的λ值为λ∗ = 0.5. 情形3, 模型(3.8)为二阶固定效应模型, 即γ2
0 = γ2

1 = γ2
2 = 0.

此时w∗ = t∗ = r∗ = 1/3. 事实上, 该解正是被等价定理所验证了二阶固定效应模型的最优

近似设计(Pukelsheim, 1993). 对于上述用数值方法求到的设计的最优性, 我们可以利用等

价性定理进行验证.

定理 3.3 对于混合效应模型(2.2)满足Z = XS, 设计ξ∗D为D-最优设计, 当且仅当

d(x, ξ∗D) = mfT(x)I−1
F IMI−1

F fT − tr[IMI−1
F ] ≤ 0, ∀x ∈ X . (3.14)

定理3.3和定理5.1的证明可以参看本文第一作者的博士论文[21]. 表1给出了部分方差

分量已知场合下二阶混合效应模型D-最优设计. 图1给出了部分场合下由(3.14)定义的函数

d(x, ξ∗D)的图像.

0 0.5 1
−2

−1.5

−1

−0.5

0

(a)

0 0.5 1
−2

−1.5

−1

−0.5

0

(b)

0 0.5 1
−2

−1.5

−1

−0.5

0

(c)

0 0.5 1
−2

−1.5

−1

−0.5

0

(d)

图1 设计区域为[0, 1]的二阶混合效应模型由固定效应估计的D-最优设计确定的函数

d(x, ξ∗D)的图像: (a) (γ0,γ1,γ2) = (0, 0, 1), (ρ01,ρ02,ρ12) = (0, 0, 0); (b) (γ0,γ1,γ2)

= (0, 100, 0), (ρ01, ρ02, ρ12) = (0, 0, 0); (c) (γ0, γ1, γ2) = (1, 1, 1), (ρ01, ρ02, ρ12) =

(0.5, 0.5, 0.5); (d) (γ0, γ1, γ2) = (100, 100, 100), (ρ01, ρ02, ρ12) = (−0.5,−0.5, 0.5)
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表1 设计区域为[0, 1]的二阶随机系数模型的D-最优设计
γ0 γ1 γ2 ρ01 ρ02 ρ12 w∗ t∗ r∗ λ∗ RED

0 0 0 0 0 0 0.3333 0.3333 0.3333 0.5000 1.000
0 0 1 0 0 0 0.3614 0.3556 0.2830 0.4919 0.9936
0 0 100 0 0 0 0.4997 0.4267 0.0736 0.4145 0.8481
0 1 0 0 0 0 0.3663 0.3447 0.2890 0.4848 0.9944
0 1 1 -0.5 -0.5 -0.5 0.3656 0.3475 0.2869 0.4883 0.9943
0 1 1 0 0 0 0.3829 0.3576 0.2594 0.4806 0.9853
0 1 1 0.5 0.5 0.5 0.3947 0.3643 0.2410 0.4749 0.9769
0 1 100 -0.5 -0.5 -0.5 0.5037 0.4237 0.0725 0.4145 0.8481
0 1 100 0 0 0 0.5050 0.4222 0.0728 0.4145 0.8486
0 1 100 0.5 0.5 0.5 0.5036 0.4230 0.0734 0.4145 0.8489
0 100 0 0 0 0 0.4999 0.3536 0.1465 0.4143 0.9106
0 100 1 -0.5 -0.5 -0.5 0.5026 0.3513 0.1460 0.4143 0.9104
0 100 1 0 0 0 0.5035 0.3510 0.1455 0.4143 0.9100
0 100 1 0.5 0.5 0.5 0.5026 0.3520 0.1455 0.4143 0.9099
0 100 100 -0.5 -0.5 -0.5 0.9391 0.0444 0.0165 0.4263 0.7221
0 100 100 0 0 0 0.9288 0.0539 0.0174 0.4192 0.7271
0 100 100 0.5 0.5 0.5 0.9035 0.0740 0.0225 0.4161 0.7393
1 0 0 0 0 0 0.3333 0.3333 0.3333 0.5000 1.0000
1 0 1 -0.5 -0.5 -0.5 0.3300 0.3467 0.3233 0.5076 0.9994
1 0 1 0 0 0 0.3493 0.3527 0.2980 0.4980 0.9971
1 0 1 0.5 0.5 0.5 0.3635 0.3539 0.2827 0.4900 0.9937
1 0 100 -0.5 -0.5 -0.5 0.4667 0.4488 0.0846 0.4367 0.8802
1 0 100 0 0 0 0.4600 0.4516 0.0884 0.4417 0.8872
1 0 100 0.5 0.5 0.5 0.4673 0.4459 0.0868 0.4370 0.8817
1 1 0 -0.5 -0.5 -0.5 0.3252 0.3496 0.3252 0.5000 0.9994
1 1 0 0 0 0 0.3481 0.3474 0.3045 0.4914 0.9979
1 1 0 0.5 0.5 0.5 0.3662 0.3422 0.2916 0.4854 0.9951
1 1 1 -0.5 -0.5 -0.5 0.2942 0.3344 0.3714 0.5182 0.9947
1 1 1 0 0 0 0.3598 0.3602 0.2800 0.4904 0.9933
1 1 1 0.5 0.5 0.5 0.3884 0.3592 0.2524 0.4778 0.9831
1 1 100 -0.5 -0.5 -0.5 0.4498 0.4656 0.0846 0.4310 0.8762
1 1 100 0 0 0 0.4636 0.4487 0.0877 0.4415 0.8879
1 1 100 0.5 0.5 0.5 0.4760 0.4377 0.0862 0.4384 0.8831
1 100 0 -0.5 -0.5 -0.5 0.4438 0.3899 0.1663 0.4284 0.9375
1 100 0 0 0 0 0.4320 0.3966 0.1715 0.4321 0.9428
1 100 0 0.5 0.5 0.5 0.4449 0.3879 0.1673 0.4289 0.9380
1 100 1 -0.5 -0.5 -0.5 0.4568 0.3791 0.1641 0.4333 0.9378
1 100 1 0 0 0 0.4350 0.3945 0.1705 0.4320 0.9428
1 100 1 0.5 0.5 0.5 0.4439 0.3894 0.1668 0.4271 0.9374
1 100 100 -0.5 -0.5 -0.5 0.9367 0.0443 0.0190 0.4332 0.7233
1 100 100 0 0 0 0.9023 0.0738 0.0240 0.4223 0.8207
1 100 100 0.5 0.5 0.5 0.8789 0.0925 0.0286 0.4198 0.8076

100 100 100 -0.5 -0.5 -0.5 0.0256 0.0441 0.9303 0.5812 0.7267
100 100 100 0 0 0 0.3218 0.4861 0.1922 0.4998 0.9994
100 100 100 0.5 0.5 0.5 0.3241 0.4884 0.1875 0.4982 0.9988
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为比较不同设计在估计参数β时的效率, 定义设计ξ的D-效率为

RED =
(det(Cov (β̂(ξ∗D)))

det(Cov (β̂(ξ)))

)1/p
,

其中Cov (β̂(ξ))是估计量β̂在设计ξ的协方差矩阵. 对于二阶混合效应模型, 我们计算了固定

效应模型下的最优设计ξ3 = {0, 0.5, 1; 1/3, 1/3, 1/3}的D-效率, 效率列于表1最后一列. 从

表中我们可以看出, ξ3的D-效率与方差分量参数和相关系数的取值有关, 特别是方差分量

差异很大时, ξ3的D-效率比较低.

§4. 随机效应估计的最优设计

假定试验者感兴趣的是模型(2.3)中的随机效应参数b的估计问题. Verbeke (2000) (第

七章)对相关问题背景作了介绍. 我们寻找最优设计使得对b的估计越精确越好. 许多方法

如经验Bayes方法、Henderson的混合模型方程都可以得到b的估计量

b̂ = QGTV −1(y − F β̂).

注意到当(ZTZ)−1存在时, ZTΣ−1Z = ((ZTZ)−1 + D)−1, 所以, 容易求得估计量b̂的均方

误差矩阵为

MSE(b̂) = E(b̂− b)(b̂− b)T = In ⊗D +
( 1

n
Jn − In

)
⊗ [

D((ZTZ)−1 + D)−1D
]
, (4.1)

其中Jn = 1n1T
n . 使det(MSE(b̂))达到最小的设计称为随机效应参数b估计问题的D-最优设

计. 注意到在模型(2.1)中g(x)是多项式时, DLG现象依然存在. 这有助于减轻寻找最优近

似设计的困难. 首先, 我们有下列引理.

引理 4.1 令A和B为r × r矩阵, 那么

det
(
In ⊗A +

( 1
n

Jn − In

)
⊗B

)
= det(A) det(A−B)n−1.

该引理的证明是直接的, 故略之. 由(4.1)并利用引理4.1及公式(P + Q)−1 = P−1 −
P−1(P−1 + Q−1)−1P−1 (P ,Q为可逆阵), 可得

det(MSE(b̂)) = det(D) det(ZTZ + D−1)−(n−1).

由上式知, 使det(ZTZ + D−1)达到最大的设计即为估计参数b的D-最优设计. 注意

到ZTZ + D−1是模型(2.2)在去掉固定效应项后Bayes框架下估计参数b的信息矩阵[22].
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4.1 一阶混合效应模型随机效应估计的D-最优设计

考虑一阶混合效应模型(3.2), 设计区域为[0, 1]. 在该模型中Z = X. 对于两点设

计ξ = {0, 1;w, 1− w}, 经计算可得

det(XTX + D−1)

= m2
{
− (1− w)2 +

[
1 +

1
(1− ρ2)γ2

0

+
2ρ

γ0γ1(1− ρ2)

]
(1− w) +

1 + γ2
0

(1− ρ2)γ2
0γ2

1

}
. (4.2)

使(4.2)达到最大的w为

w∗ =





1
2
− γ1 + 2ργ0

2(1− ρ2)γ2
0γ1

, −1 <
γ1 + 2ργ0

(1− ρ2)γ2
0γ1

< 1;

0,
γ1 + 2ργ0

(1− ρ2)γ2
0γ1

≥ 1;

1,
γ1 + 2ργ0

(1− ρ2)γ2
0γ1

≤ −1.

特别地, 如果模型中随机截距项和随机斜率项互不相关, 即ρ = 0, 则有

w∗ =





1
2
− 1

2γ2
0

,
1
γ2

0

< 1;

0,
1
γ2

0

≥ 1.

对于一阶随机截距模型, Z = 1m, D = γ2
0 , 由于D-最优设计准则函数与设计无关, 所以其

它设计目标下的最优设计同时也是估计随机效应时的最优设计.

4.2 二阶混合效应模型下估计随机效应的D-最优设计

考虑随机效应互不相关的二阶混合效应模型, 设计区域为[0, 1]. 在该模型中, Z = X,

D = diag{γ̇2
0 , γ̇2

1 , γ̇2
2}. 对于三点设计ξ = {0, λ, 1;w, t, r}, 有

det(X̃TDwX̃ + (mD)−1) ∝ det(X̃)2φ(w, t, r) + 1/(γ2
0γ2

1γ2
2),

这里φ(w, t, r) = wtr + atr + bwr + cwt + dw + et + fr, 其中

a = γ−2
0 +

γ−2
1 (1 + λ)2

λ2
+

γ−2
2

λ2
, b =

γ−2
1 + γ−2

2

(λ− λ2)2
, c =

γ−2
1 λ2 + γ−2

2

(1− λ)2
,

d =
[γ−2

1 + γ−2
2

(λ− λ2)2
][γ−2

1 λ2 + γ−2
2

(1− λ)2
]
−

[γ−2
1 λ + γ−2

2

λ(1− λ)2
]2

,

e =
[
γ−2

0 +
γ−2

1 (1 + λ)2

λ2
+

γ−2
2

λ2

][γ−2
1 λ2 + γ−2

2

(1− λ)2
]
−

[γ−2
1 λ(λ + 1) + γ−2

2

λ(1− λ)

]2
,

f =
[
γ−2

0 +
γ−2

1 (1 + λ)2

λ2
+

γ−2
2

λ2

][γ−2
1 + γ−2

2

(λ− λ2)2
]
−

[γ−2
1 (λ + 1) + γ−2

2

λ2(λ− 1)

]2
.
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对于给定的γ0, γ1, γ2值, 可通过数值优化方法获得最优设计, 记为ξ∗B, 并且, 可用Bayes框架

下D-最优设计的等价性定理判断其最优性, 详见Pilz (1991) (定理11.15). 表2给出了部分设

计的结果. 图2是部分结果最优性判断的图示, 其中函数d(x, ξ∗B)定义为

d(x, ξ∗B) = mfT(x)I−1
B fT(x)− tr[I−1

B IF ], I−1
B = IF + D−1.

结果表明所求得的设计是D-最优设计. 表2同时给出了设计ξ3 = {0, 0.5, 1; 1/3, 1/3, 1/3}的
效率, 该效率定义为

REB =
det(X̃TDwX̃ + (mD)−1|ξ3)

det(X̃TDwX̃ + (mD)−1|ξ∗B)
,

其中det(X̃TDwX̃ + (mD)−1|ξ)表示在设计ξ下的信息矩阵的行列式.

0 0.5 1
−2

−1.5

−1

−0.5

0

(a)

0 0.5 1
−2

−1.5

−1

−0.5

0

(b)

0 0.5 1
−2

−1.5

−1

−0.5

0

(c)

0 0.5 1
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图2 设计区域为[0, 1]的二阶混合效应模型由随机效应估计的D-最优设计确定的函数

d(x, ξ∗B)的图像: (a) (γ0, γ1, γ2) = (0.5, 1, 10); (b) (γ0, γ1, γ2) = (0.5, 10, 10); (c)

(γ0, γ1, γ2) = (10, 0.5, 0.5); (d) (γ0, γ1, γ2) = (10, 10, 10)

§5. 个体观察值预测的最优设计

本节考虑基于模型(2.1)的个体观测值预测的最优设计问题. 对个体观察值的预测有两

类问题需要考虑: 一类是预测新的非试验个体在观测点x的观察值y, 其中x ∈ T = (h,H];

另一类问题类同于第一类问题, 只不过需要预测的个体同时也是被试验的个体. 这里我们

假定设计区域为X = [0, h]. 对于第一类问题, 观察值y的一个合理估计是ŷ = fT(x)β̂, 此为

群体在x的平均观测值. 本节仍假定σ2 = 1. 由定理2.2可得

Cov (ŷ) =
1
n

fT(x)(XTX)−1f(x) +
1
n

fT(x)SDSTf(x).
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表2 设计区域为[0, 1]的二阶混合效应模型估计随机效应b的D-最优设计

γ0 γ1 γ2 w∗ t∗ r∗ λ∗ REB

0.5 0.5 0.5 0 0 1 1 0.9424
0.5 0.5 1 0 0 1 1 0.8906
0.5 0.5 10 0 0 1 1 0.7421
0.5 1 0.5 0 0 1 1 0.8979
0.5 1 1 0 0 1 1 0.8666
0.5 1 10 0 0 1 1 0.7457
0.5 10 0.5 0 0 1 1 0.7757
0.5 10 1 0 0 1 1 0.7785
0.5 10 10 0 0.3709 0.6291 0.5190 0.8243
1 0.5 0.5 0 0 1 1 0.9698
1 0.5 1 0 0 1 1 0.9381
1 0.5 10 0 0 1 0.7256 0.8174
1 1 0.5 0 0 1 1 0.9423
1 1 1 0 0 1 0.8889 0.9212
1 1 10 0 0 1 0.5589 0.8209
1 10 0.5 0 0 1 1 0.8404
1 10 1 0 0 1 0.8339 0.8434
1 10 10 0 0.3798 0.6202 0.5006 0.8787
10 0.5 0.5 0.4950 0 0.5050 0.0052 0.9885
10 0.5 1 0.4950 0 0.5050 0 0.9765
10 0.5 10 0.4941 0.0009 0.5050 0 0.9023
10 1 0.5 0.4950 0 0.5050 0.3633 0.9739
10 1 1 0.4950 0 0.5050 0.3568 0.9653
10 1 10 0.4949 0 0.5051 0.1689 0.9048
10 10 0.5 0.4950 0 0.5050 0.5159 0.8814
10 10 1 0.4950 0 0.5050 0.5015 0.8844
10 10 10 0.3537 0.2214 0.4249 0.4625 0.9822

通过最小化Cov (ŷ)可以求得最优设计. 此时设计与D无关. 因此, 混合效应模型下的最优设

计等同于相应固定效应模型下的最优设计. 这类研究结果在Liski (2002)中已做了详细阐述.

因此, 我们主要研究第二类预测的最优设计问题.

在协方差矩阵D已知情况下, 个体i在观测点x ∈ T = (h,H]的观测值yi(x)的BLUP为

ỹi(x) = f(x)Tβ̂ + σT
x·iΣ

−1(yi −Xβ̂), (5.1)

其中β̂ = (XTΣ−1X)−1XTΣ−1y, 而σx·i是第j个分量为Cov (yi(x),yij) = g(x)TDg(xi)的
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向量. 易证: 任意设计ξP下BLUP的均方误差为

MSPE[ỹi(x), ξP ] = E[ỹi(x)− yi(x)]2

=
n− 1

n
gT(x)[(ZTZ) + D−1]−1g(x) +

1
n

fT(x)(XTX)−1f(x) + 1.

我们称使下列积分预测均方误差达到最小的设计ξ∗P为IMSPE-最优设计

V (ξP ) = IMSPE[ỹi, ξP ] =
∫

T

n∑
i=1

MSPE[ỹi(x), ξP ]dx

= (n− 1)tr
{
[(ZTZ) + D−1]−1V1

}
+ tr

[
(XTX)−1V2

]
+ n(H − h), (5.2)

其中V1 =
∫

T
g(x)gT(x)dx, V2 =

∫

T
f(x)fT(x)dx.

定理 5.1 对于模型(2.2), 如果满足Z = XS或gT(x) = fT(x)S, 则近似设计ξ∗P为

IMSPE-最优设计的充分必要条件为: 对任意x ∈ X都有

d(x, ξ∗P ) = (n− 1)mgT (x)MV1Mg(x) + mfT (x)I−1
F V2I−1

F f(x)

−(n− 1)tr{MSTIF SMV1} − tr[I−1
F V2] ≤ 0,

其中M = [STIF S + D−1]−1.

5.1 一阶混合效应模型下最优预测设计

与前面讨论过的一阶混合效应模型类似, 此时g(x) = f(x) = (1, x)T, Z = X. 在

设计区域X = [0, h]上, 考虑两点设计ξP = {0, h;w, 1 − w}. 令X̃ =

(
1 0

1 h

)
, Dw =

(
w 0

0 1− w

)
, mD =

(
γ2

0 ργ0γ1

ργ0γ1 γ2
1

)
, 以及

v = V1 = V2 =
∫

T
f(x)fT(x)dx =

(
H − h (H2 − h2)/2

(H2 − h2)/2 (H3 − h3)/3

)
.

因此有

V (ξP ) =
n− 1
mn

tr
{

[X̃TDwX̃ + (mD)−1]−1v
}

+
1

mn
tr

[
(X̃TDwX̃))−1v

]
+ 1(H − h)

=
n− 1
mn

(1− w + d22)(H−h)− (1− w + d12)(H2−h2) + (d11 + 1)(H3−h3)/3
(d11 + 1)(1− w + d22)− (1− w + d12)2

+
1

mn

[H − h

w
− H2 − h2

w
+

H3 − h3

3w(1− w)

]
+ (H − h),

其中

d11 =
1

(1− ρ2)γ2
0

, d12 =
−ρ

(1− ρ2)γ0γ1
, d22 =

1
(1− ρ2)γ2

1

.
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给定参数γ0, γ1, ρ, H, h的值, 用最优化数值算法可求最优权重w∗, 相应的设计记为ξ∗P .

利用定理5.1可以判断ξ∗P的最优性. 表3给出当n = 30, m = 10, h = 1, H = 2时部分数值结

果以及设计ξ2 = {0, 1; 0.5, 0.5}的效率. 此处效率计算公式为REP = V (ξ∗P )/V (ξ2).

表3 设计区域为[0, 1]的一阶混合效应模型在(1, 2]上的IMSPE-最优设计

γ0 γ1 ρ w∗ REP γ0 γ1 ρ w∗ REP

0.1 0.1 -0.5 0.2742 0.9985 1.0 1.0 0.5 0.1079 0.9813
0.1 0.1 0.0 0.2739 0.9985 1.0 100 -0.5 0.0665 0.9315
0.1 0.1 0.5 0.2736 0.9985 1.0 100 0.0 0.0680 0.9328
0.1 1.0 -0.5 0.1261 0.9881 1.0 100 0.5 0.0665 0.9315
0.1 1.0 0.0 0.1223 0.9870 100 0.1 -0.5 0.2676 0.9985
0.1 1.0 0.5 0.1192 0.9860 100 0.1 0.0 0.2647 0.9985
0.1 100 -0.5 0.0646 0.9286 100 0.1 0.5 0.2664 0.9985
0.1 100 0.0 0.0646 0.9286 100 1.0 -0.5 0.1206 0.9854
0.1 100 0.5 0.0646 0.9287 100 1.0 0.0 0.1117 0.9821
1.0 0.1 -0.5 0.2838 0.9987 100 1.0 0.5 0.1199 0.9852
1.0 0.1 0.0 0.2671 0.9985 100 100 -0.5 0.2742 0.9701
1.0 0.1 0.5 0.2526 0.9982 100 100 0.0 0.2741 0.9701
1.0 1.0 -0.5 0.1450 0.9912 100 100 0.5 0.2740 0.9701
1.0 1.0 0.0 0.1148 0.9841

考虑一阶随机截距模型, Z = 1m, g(x) = 1, D = γ2
0 . 我们有

V (ξP ) =
1

mn

[H − h

w
− H2 − h2

w
+

H3 − h3

3w(1− w)

]
+ c1, (5.3)

其中c1是与x,w无关的常数. 最小化V (ξP )得最优权重w为

w∗ =
√

A− 1√
A− 1 +

√
A

,

其中A = (1 + φ + φ2)/3, φ = h/H.

5.2 二阶混合效应模型下最优预测设计

为简单计, 我们考虑随机效应互不相关的二阶混合效应模型, 即D = diag{γ̇2
0 , γ̇2

1 , γ̇2
2},

设计区域为X = [0, h]. 该场合下f(x) = g(x), Z = X. 对于三点设计ξP = {0, λ, h; w, t, r},

X̃ =




1 0 0

1 λ λ2

1 h h2


 , Dw =




w 0 0

0 t 0

0 0 r


 , mD =




γ2
0 0 0

0 γ2
1 0

0 0 γ2
2


 .
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此时V1 = V2 =
∫

T
f(x)fT(x)dx =




H − h (H2 − h2)/2 (H3 − h3)/3

(H2 − h2)/2 (H3 − h3)/3 (H4 − h4)/4

(H3 − h3)/3 (H4 − h4)/4 (H5 − h5)/5


,

V (ξP ) =
n− 1
mn

tr







w + t + r + γ−2
0 tλ + rh tλ2 + rh2

tλ + rh tλ2 + rh2 + γ2
1 tλ3 + rh3

tλ2 + rh2 tλ3 + rh3 tλ4 + rh4 + γ−2
2




−1

V1




+
1

mn
tr







w + t + r tλ + rh tλ2 + rh2

tλ + rh tλ2 + rh2 tλ3 + rh3

tλ2 + rh2 tλ3 + rh3 tλ4 + rh4




−1

V1


 + (H − h).

对于给定的γ值, 采用数值优化算法计算到最优权重w∗, t∗, r∗. 当n = 30, m = 10, h = 1,

H = 2时部分结果及设计ξ3 = {0, 0.5, 1; 1/3, 1/3, 1/3}的效率列于表4. 效率的计算公式为

REP = V (ξ∗P )/V (ξ3). 图3给出的函数d(x, ξ∗P )的图像表明所求设计是IMSPE-最优设计.

0 0.5 1

−40

−30

−20

−10

0
(a)

0 0.5 1

−30

−20

−10

0
(b)

0 0.5 1

−200

−150

−100

−50

0
(c)

0 0.5 1

−50

−40

−30

−20

−10

0
(d)

图3 设计区域为[0, 1]的二阶混合混合效应模型在(1, 2]上的IMSPE-最优设计确定的函数

d(x, ξ∗P )的图像: (a) (γ0, γ1, γ2) = (0.1, 1, 100); (b) (γ0, γ1, γ2) = (1, 1, 100); (c) (γ0,

γ1, γ2) = (1, 100, 100); (d) (γ0, γ1, γ2) = (100, 0.1, 100)

§6. 结 论

本文研究了混合效应模型下的恒等最优设计. 具体研究了混合效应模型下恒等最优设

计与对应固定效应模型下最优设计的关系, 指出在线性最优设计准则下两者等同, 但对非

线性最优设计准则如D-最优和G-最优等两者可能差异很大. 数值结果表明如果忽略随机效
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表4 设计区域为[0, 1]的二阶随机系数模型在(1, 2]上的IMSPE-最优设计

γ0 γ1 γ2 w∗ t∗ r∗ λ∗ REP

0.1 0.1 0.1 0.1616 0.4512 0.3872 0.5010 0.9904
0.1 0.1 1 0.1169 0.3725 0.5106 0.5397 0.9853
0.1 1 0.1 0.1389 0.4295 0.4316 0.5224 0.9888
0.1 1 1 0.1057 0.3569 0.5374 0.5508 0.9806
0.1 1 100 0.0619 0.2256 0.7125 0.5803 0.9059
0.1 100 0.1 0.0854 0.3484 0.5662 0.5793 0.9606
0.1 100 1 0.0866 0.3283 0.5851 0.5729 0.9615
0.1 100 100 0.0418 0.5347 0.4235 0.4361 0.8983
1 0.1 0.1 0.1607 0.4508 0.3885 0.5016 0.9907
1 0.1 1 0.1178 0.3739 0.5082 0.5381 0.9852
1 1 0.1 0.1348 0.4291 0.4361 0.5258 0.9880
1 1 1 0.1095 0.3581 0.5324 0.5463 0.9815
1 1 100 0.0724 0.2111 0.7165 0.5450 0.9131
1 100 0.1 0.0885 0.3272 0.5843 0.5764 0.9609
1 100 1 0.0896 0.3125 0.5980 0.5683 0.9615
1 100 100 0.0403 0.5293 0.4304 0.4547 0.9048

100 0.1 0.1 0.1605 0.4504 0.3891 0.5021 0.9910
100 0.1 1 0.1207 0.3769 0.5024 0.5350 0.9853
100 0.1 100 0.2223 0.2234 0.5543 0.3788 0.9474
100 1 0.1 0.1317 0.4294 0.4390 0.5283 0.9873
100 1 1 0.1194 0.3622 0.5184 0.5357 0.9833
100 1 100 0.2093 0.2350 0.5557 0.3740 0.9473
100 100 0.1 0.2086 0.2495 0.5419 0.5051 0.9771
100 100 1 0.1996 0.2503 0.5501 0.4950 0.9760
100 100 100 0.1597 0.4507 0.3895 0.5010 0.9619

应的存在, 采用固定效应模型下的最优设计来进行试验, 效率可能会比较差. 在寻找具体准

则下的最优设计时, 利用DLG现象和Loewner偏序作为工具将最优设计简化到一容许类内,

然后用解析方法或数值方法求最优解. 最优设计的解析解一般比较少, 我们只在一些比较

简单模型简单问题下可以求到, 大部分情况只能用数值优化的手段来求最优设计的数值解.

解的最优性与数值优化算法和参数条件有一定关系. 尽管如此对所求数值解是否是真正的

最优解, 我们可以采用等价性定理这一有效的工具来进行验证.

本文所求到的设计都是局部最优设计. 如果所给参数的估计值远远偏离真实值, 则这

种设计效率可能会比较差, 因此如何利用本文的工具构造更复杂的设计准则如Bayes设计,

Maximin设计等, 使得最优设计比较稳健是我们以后进一步需要探讨的话题. 另外本文在

解决线性混合效应模型下的最优设计时, DLG现象对简化问题的讨论发挥了很大的作用.
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对于非线性回归模型, Yang (2010)发现了在一定条件下这一现象也是成立的. 因此笔者希

望能将本文提出的方法推广至非线性混合效应模型.
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The paper investigates the problem of optimal balanced designs in general linear regression models

with mixed effects. The interest lies in estimating fixed effects, random effects and prediction of the

future observation of an individual, respectively. By using the de la Garaz phenomenon and Loewner

order domination, the dimension of determining the optimal designs are reduced. The optimal designs are

derived by using analytical or numerical methods, and their optimalities are verified through the general

equivalence theorems.
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