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摘 要

本文考虑独立随机序列均值多变点的检测与估计问题, 提出一种非参数的检验方法, 给出其渐近

分布, 同时亦给出了变点位置的估计, 并证明了变点个数估计的一致性. Monte Carlo试验研究了该检

验统计量的有限样本性质, 结果表明该统计量对于厚尾误差具有较好势和经验水平. 最后将文中所给

的非参数检验方法应用到鲁北化工(LBC)股票价格数据中, 结果表明, 文中所给统计量可以准确检验

出多变点并进行估计.

关键词: 独立随机序列, 多变点, 非参数检验, 样本中位数.

学科分类号: O212.1.

§1. 引 言

变点问题最早起源于质量控制工程. 1954年, Page (1954)发表了第一篇关于变点统计

分析的文章, 他研究自动生产线上产品质量检测问题. 当产品质量超过产品质量控制警界

线时, 希望能及时预报, 以免生产出更多的次品. 这个质量发生质变的时刻, 即为变点. 变

点不仅在工业自动化领域有广泛应用, 在经济、金融、气象、地质, 以及环保、公共卫生等

各种领域均有广泛应用. 因此变点统计问题吸引了众多统计学家的关注. 近20年来, 变点

的理论分析[2]与实际应用[3–7]都得到了充分的研究. 由于在实际应用中, 数据可能含有多个

变点, 因此有必要检验多变点的存在, 并对变点的个数以及位置做出估计. 对于多变点的

检测与估计, 目前较好的结果有Bai (1997, 1999)关于线性相依序列的多变点问题的工作,

Lavielle和Moulines (2000)对线性序列均值多变点问题的工作, 韩四儿等(2006)对条件异方

差自回归(ARCH)系数多变点问题的研究.

另一方面, 为了分析的方便, 现有理论大多建立在Gauss误差假设的基础上. 而实际应

用领域, 例如通讯[12], 遥感数据处理[13], 更多的误差是非Gauss的, 甚至是厚尾的. 因此, 近

年来, 对于厚尾序列的研究亦是方兴未艾, 特别是方差无穷情形的相关理论. 对于独立的方

差无穷序列变点的研究, 最近也得到一些深刻的结论, 如张晨等(2007)以及Shi等(2009)关
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于均值变点的工作. 这些统计量由于要求一阶矩或二阶矩有穷, 不能直接应用到诸如柯西

分布的更加厚尾的新息过程的均值变点问题中.

本文考虑独立随机序列的均值多变点检测与估计问题, 构造了一种非参数的检验统计

量, 并得到与通常所用的CUSUM统计量相同的渐近结果. 模拟表明, 对于厚尾序列, 本文

的检验方法具有较高的势和较好的经验水平. 最后, 将文中方法应用到金融数据的均值变

点检测之中, 结果表明, 文中所给统计量可以准确检验出多变点并进行估计.

§2. 模型与假设

考虑如下均值变点模型

Yt =





µ1 + Xt, t = 1, 2, . . . , k0
1;

µ2 + Xt, t = k0
1 + 1, . . . , k0

2;
...

µm+1 + Xt, t = k0
m + 1, . . . , T.

(2.1)

其中Xt满足如下假设:

假设 2.1 1. {Xt, 1 ≤ t ≤ T}为独立同分布序列, 分布函数为F (·)且具有相同的中位
数µ̃ = 0;

2. 对任意η > 0,使得Xt−µ̃的密度函数f(·)在区间[−η, η]上连续,且有 inf
x∈[−η,η]

f(x) > 0.

假设 2.2 存在τ0
i ∈ (0, 1), η > 0,使得k0

i = [Tτ0
i ],并且τ0

i+1−τ0
i ≥ η, i = 0, 1, . . . , m,

其中[·]为取整函数.

注记 1 假设2.1对Xt无矩要求, 故Xt可以包括柯西分布以及尾部更厚的序列. 假设

2.2确保模型(2.1)的每两个变点之间有足够多的样本, 这是大数定理和泛函中心极限定理成

立的基本条件, 通常η取0.05, 0.01等较小的数.

为讨论方便, 首先给出一些记号: [i, j]表示由时刻i到时刻j观测值的集合, ∆[i,j]表示区

间[i, j]上的均值跳跃度, P→表示依概率收敛, d→表示依分布收敛, a.s.→表示几乎处处收敛, 当

i ≤ 0时, k0
i = 0, 当i ≥ m时, k0

i = T .

已知至少有l个变点k0
1, k

0
2, . . . , k

0
l , 若需要估计第l + 1个变点, 则构造统计量

(k̂0
1, . . . , k̂

0
l+1) = arg max

k1,...,kl+1

R(k1, . . . , kl+1)

= arg max
k1,...,kl+1

l+1∑
i=1

R[ki−1,ki+1](ki), (2.2)
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其中k1, . . . , kl+1中有且仅有l个与k0
1, . . . , k

0
l相同,

R[ki−1,ki+1](ki) =
(ki − ki−1)(ki+1 − ki)

(ki+1 − ki−1)2
×

∣∣∣ 1
ki − ki−1

ki∑
t=ki−1+1

sgn(Yt −mT )

− 1
ki+1 − ki

ki+1∑
t=ki+1

sgn(Yt −mT )
∣∣∣, (2.3)

其中mT为样本X1, . . . , XT的样本中位数.

第l + 1个变点的非参数型CUSUM估计定义为

k̂∗l+1 = {k̂0
i : k̂0

i 6= k0
j , i = 1, . . . , l = 1; j = 1, . . . , l}.

令τ0
i = k0

i /T , τ̂0
i = k̂0

i /T , 若|τ̂0
i − τ0

i | = oP (1), 则称k̂0
i为k0

i的T相合估计, i = 1, . . . , m.

§3. 主要结果

本节考虑原假设H0 : m = l, 备择假设H1 : m = l +1的假设检验问题.设(k̂0
1, . . . , k̂

0
l )与

(k̂∗1, . . . , k̂
∗
l+1)分别是原假设与备择假设下变点的估计, 从而定义统计量

L(l + 1|l) = R(k̂∗1, . . . , k̂
∗
l+1)−R(k̂0

1, . . . , k̂
0
l ),

其中k̂∗1, . . . , k̂
∗
l+1中有且仅有l个与k̂0

1, . . . , k̂
0
l相同. 定义R(0) = 0, 则当l = 0时, 即为至多一

个变点的均值变点检测问题. 若原假设H0 : m = l成立, 则supL(l + 1|l)是较小的数, 即对

一个较小的数cα, 有P{supL(l + 1|l) > cα} < α.

定理 3.1 如果假设2.1、2.2以及原假设H0 : m = l成立, 则

supL(l + 1|l) d→ max{ξ1, . . . , ξl+1}, (3.1)

其中ξi = sup
υ
{si|ω0

i (υ)|+ Aiυ + Biυ}, si =
√

1/(k0
i − k0

i−1), ω0
i (υ)为[0, 1]上的Brown桥, 并

且

Aiυ =
{(τ0

i−1 − τ0
i−2)(υ − τ0

i−1)
(υ − τ0

i−2)2
− (τ0

i−1 − τ0
i−2)(τ

0
i − τ0

i−1)
(τ0

i − τ0
i−2)2

}
f(ζi,1)

∣∣∆[k0
i−2,k0

i ]

∣∣,

Biυ =
{(τ0

i − υ)(τ0
i+1 − τ0

i )
(τ0

i+1 − υ)2
− (τ0

i − τ0
i−1)(τ

0
i+1 − τ0

i )
(τ0

i+1 − τ0
i−1)2

}
f(ζi,2)

∣∣∆[k0
i−1,k0

i+1]

∣∣,

此处0 < υ < 1, i = 1, . . . , l + 1, ζi,1为介于m∗
l − µi−1与m∗

l − µi之间的点, ζi,2为介于

m∗
l − µi与m∗

l − µi+1之间的点, m∗
l为一个只与原假设下变点个数l以及位置有关的常数.

当i = 0时, τ0
i = 0; 当i ≥ l + 1时, τ0

i = 1.

以下仅对l = 1的情况由引理予以证明, l > 1的情况类似可得.
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引理 3.1 若假设2.1、2.2以及原假设H0 : l = 1成立, 则

mT
a.s.−→ m∗,

其中m∗为τ0
1 F (· − µ1) + (1− τ0

1 )F (· − µ2)的中位数.

证明: 由Serfling (1992)中的定理6.1可得. ¤

引理 3.2 若假设2.1、2.2以及原假设H0 : l = 1成立, 则对任意的ε > 0, 当T →∞时,

有

P{|R(k0
1)−R(k̂0

1)| > ε} → 0. (3.2)

证明: 类似于Kokoszka和Leipus (2000)可证, 当∆T → 0, T 1/2∆2
T →∞时, τ̂0

1 − τ0
1 =

OP (T−1∆4
T ), 此处∆T = µ2 − µ1. 从而可以定义集合KT (M) = {k : k = [k0

1 + υ∆4
T ], |υ| ≤

M}, 其中M为任意正数, 且满足: M → ∞, M/T → 0. 由对称性, 仅考虑υ > 0的情况.

令yt = sgn(Yt −mT )− Esgn(Yt −mT ), 则当k ∈ KT (M)时, 则

|R(k)−R(k0
1)| ≤

∣∣∣k(T − k)
T 2

{1
k

k∑
t=1

sgn(Yt −mT )− 1
T − k

T∑
t=k+1

sgn(Yt −mT )
}

− k0
1(T − k0

1)
T 2

{ 1
k0

1

k0
1∑

t=1
sgn(Yt −mT )− 1

T − k0
1

T∑
t=k0

1+1

sgn(Yt −mT )
}∣∣∣

≤ 1
T

∣∣∣
k∑

t=k0
1

yt

∣∣∣ +
∣∣∣k

0
1 − k

T 2

T∑
t=1

yt

∣∣∣

+
k0

1|k0
1 − k|
T 2

∣∣∣Esgn(Y1 −mT )− Esgn(Yk0
1+1 −mT )

∣∣∣
= I1 + I2 + I3.

由De Jong和Davidson (2000)的定理3.1知, 当∆T → 0, T 1/2∆2
T →∞时, 有

I1 =
1

T∆2
T

∣∣∣∆2
T

υ∆−4
T∑

t=0
Yt+k0

1

∣∣∣ = oP (1).

同理可证I2 = oP (1). 由引理3.1可得

I3 =
k0

1|k0
1 − k|
T 2

|Esgn(Y1 −mT )− Esgn(Yk0
1+1 −mT )|

→ τ0
1 |τ0

1 − τ ||F (m∗ − µ1)− F (m∗ − µ2)|
= τ0

1 |τ0
1 − τ |f(ζ)∆T = o(1),

ζ为介于m∗ − µ1与m∗ − µ2之间的点. 综合可得(3.2). ¤

引理 3.3 若假设2.1、2.2以及原假设H0 : l = 1成立, 则对任意满足|k0
1 − h| >

ηT且h > ηT的h, 有

R(h, k̂0
1)−R(k̂0

1) → s1|ω0
1(υ)|+ B1υ; (3.3)
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和

R(k̂0
1, h)−R(k̂0

1) → s2|ω0
2(υ)|+ A1υ. (3.4)

证明: 以下仅证(3.3), (3.4)类似可证. 注意到R(h, k0
1) = R[0,k0

1 ](h) + R[h,T ](k0
1),

R(h, k̂0
1)−R(k̂0

1)

= R(h, k̂0
1)−R(h, k0

1) + R[0,k0
1 ](h) + (R[h,T ](k

0
1)−R(k0

1)) + R(k0
1)−R(k̂0

1).

由引理3.2可得, R(k0
1) − R(k̂0

1) = oP (1), R(h, k̂0
1) − R(h, k0

1) = oP (1), 结合De Jong和

Davidson (2000)的定理3.1, 可得R[0,k0
1 ](h) → s1|ω0

1(υ)|, 又由于R[h,T ](k0
1) − R(k0

1) → B1υ,

因此(3.3)成立. 引理证毕. ¤

引理 3.4 若假设2.1、2.2以及原假设H0 : m = 1成立, 则

supL(2|1) → max{ξ1, ξ2}. (3.5)

证明: 由引理3.2和3.3可得. ¤

注记 2 上述l = 1时3.1的证明推广到一般情形时, 关键是将引理3.1推广, 而这点可

以由Serfling (1992)中的定理2.1, 即关于样本中位数的指数不等式推出.

由Brown桥尾概率公式可得如下结论:

推论 3.1 在定理3.1的条件下, 有

lim
T→∞

P(max{L(l + 1|l)− (Aiυ + Biυ)}/si > cα) =
l+1∏
i=1

Gi(cα), (3.6)

其中Gi(cα) = 1−
∞∑

k=−∞
(−1)k exp{−2k2c2

α}.

令m0为实际的变点数, m̂为多变点检验接受原假设时的变点个数, 作为m0的估计,

αT为样本容量为T时检验的显著水平, 则有以下结论成立:

定理 3.2 在假设2.1、2.2下, 如果T →∞时, αT →∞且TαT = O(1), 则

P(m̂ = m0) → 1. (3.7)

证明: 若原假设成立, 即m̂ = l = m0, 则当T →∞时,

P(m̂ = m0) = 1− αT → 1.

另一方面, 若备择假设成立, 即m̂ = l + 1 ≤ m0, 则

L∗ = max{L(l + 1|l)/si − (Aiυ + Biυ)/si} = OP (T 1/2). (3.8)
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令cαT为与αT对应的临界值, 由推论3.1可得

αT =
l+1∏
i=1

Gi(cαT ) ≤ 2l+1 exp
{
− 2

l+1∑
i=1

cα2
T

}
.

从而存在M > 0, 使得cαT ≤ M(log(2αT )−1)1/2, 又由假设TαT = O(1), 可得c2
αT

=

O(log(T/2)), 从而P{L∗ > cαT } → 1. 即以概率1拒绝原假设, 即重新设置原假设进行检验,

直到原假设被接受时, 有m̂ = l = m0, 从而有(3.7)成立. 定理证毕. ¤

§4. 模拟与实际例子

为了进一步验证本文提出的检验方法的有效性, 我们对以下模拟和实际例子进行分析.

4.1 随机模拟

考虑含有变点的模型

Yt = µ + εt, t = 1, . . . ,

其中新息εt分别为独立同分布变量. 用此模型产生样本Yt, . . . , Y1500, 在样本区间[1, 500]与

[1001, 1500]上, µ = 0, 在[501, 1000]上, µ∗ = 1. 考虑含有一个变点的模型(I): Yt, t = 1, . . .,

1000与含有两个变点的模型(II): Yt, t = 1, . . . , 1500. 为了考察本文统计量对厚尾数据时的

统计性质, 新息εt分别取标准正态变量、自由度为2的t分布和Cauchy分布.

用5000次试验中拒绝原假设的百分数作为经验势函数值, 模拟结果见表. 对于含有一

个变点的模型(I), 在检验水平0.05与0.01都几乎以100%拒绝原假设H0 : m = 0, 重新设置

原假设H0 : m = 1, 则分别得到检验经验水平值, 如表1、2、3所示. 三种新息, 检验的经验

水平值都与真实检验水平相当接近, 其检验的经验势函数值因此接受原假设H0 : m = 1, 并

停止假设检验, 同时认为模型含有一个变点. 同样, 对于模型(II), 接受两个变点的假设. 比

较表1与表2、3, 可以看到, 当新息为方差无穷的t(2)分布与Cauchy分布, 检验的经验势函数

值与新息为正态时的势函数值接近.

为了比较本文的统计量与Bai (1999)中的统计量在新息为厚尾序列时的统计性质,我们

对上述两个模型分别在三种新息下计算得到其经验势函数与经验水平值, 列于表1、2、3中.

表1、2、3括弧中的数据为应用Bai (1999)中的方法对以上两个模型在三种新息下计算得到

的经验是函数与经验水平值. 对比两组数据可以看到, 在新息接近于正态分布时, 本文统计

量与Bai (1999)中的统计量都具有较高的势与良好的经验水平. 而当新息尾部逐渐变厚时,

Bai (1999)中的统计量的经验水平严重偏离检验水平, 而本文统计量的经验水平仍然接近

检验水平, 这说明在新息尾部较厚时, 本文所给的方法受到厚尾新息中异常值的影响较小,

也更为有效.
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表1 新息为标准正态时的经验水平及经验势函数值

H0 m = 0 m = 0 m = 1 m = 1 m = 2 m = 2

H1 m = 1 m = 1 m = 2 m = 2 m = 3 m = 3

检验水平 0.05 0.01 0.05 0.01 0.05 0.01

模型(I) 1(1) 1(1) 0.0490(0.0512) 0.0088(0.0112)

模型(II) 1(1) 1(1) 1(1) 1(1) 0.0542(0.0494) 0.0136(0.0120)

表2 新息为t(2)分布时的经验水平及经验势函数值

H0 m = 0 m = 0 m = 1 m = 1 m = 2 m = 2

H1 m = 1 m = 1 m = 2 m = 2 m = 3 m = 3

检验水平 0.05 0.01 0.05 0.01 0.05 0.01

模型(I) 1(1) 1(1) 0.0638(0.8860) 0.0132(0.7590)

模型(II) 1(1) 1(1) 1(1) 1(1) 0.0666(0.8996) 0.0164(0.7904)

表3 新息为Cauchy分布时的经验水平及经验势函数值

H0 m = 0 m = 0 m = 1 m = 1 m = 2 m = 2

H1 m = 1 m = 1 m = 2 m = 2 m = 3 m = 3

检验水平 0.05 0.01 0.05 0.01 0.05 0.01

模型(I) 1(1) 1(1) 0.0770(1) 0.0158(1)

模型(II) 1(1) 1(1) 1(1) 1(1) 0.0836(1) 0.0234(1)

4.2 应用实例

在金融市场中, 一些突发事件常常会在数据中得到反应. 考虑鲁北化工(LBC)股票 (上

证600727)从2004年7月1日至2005年12月16日收盘价共357个观测值作实例分析. 数据的原

始序列Pt如图1所示. 该股票的对数收益率序列Yt = lnPt − lnPt−1如图2所示. 在对数收

益率序列中, 在k = 125、175、300附近可能存在变点. 设置假设H0 : l = 0与H1 : l = 1,

统计量L(1|0) = 0.4861, 大于显著水平0.05与0.01的对应分位数0.0696和0.0858, 故可以

认为至少存在一个变点k̂1 = 175. 应用本文中的统计量进一步检验数据在t = 112以及

t = 310处存在变点, 而在其他地方不存在均值变点. 事实上, t = 112则对应的实际时

间2004年12月10日, 此时公司正在对内部一些不规范之处进行整改, 造成股票价格的下跌.

t = 175对应日期为2005年3月21日, 此前3月9日公司第3届董事会第17次会议发布公告称,

公司2004年度纯利润将比2003年下降50%, 这个负面消息直接导致该公司股票价格连续下

跌. t = 310对应日期为2005年10月12日, 由于在9月29日公司发布2005年第三季度财务拟披

露报告, 该报告指出2005年全年纯利润将比2004年降低50%, 该消极因素导致公司股票的

第三次大幅变化.

《
应

用
概

率
统

计
》

版
权

所
用



456 应用概率统计 第二十九卷

0 50 100 150 200 250 300 350 400
3

3.5

4

4.5

5

5.5

6

6.5

7

7.5

P
(t

)

图1 LBC股票价格原始数据图

0 50 100 150 200 250 300 350 400
−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

ln
P

(t
)−

ln
P

(t
−

1)

图2 LBC股票对数收益率图

§5. 结 束 语

对独立随机序列的均值多变点检测问题, 本文基于随机序列的中位数构造了一种非参

数的检验统计量, 得到统计量的极限分布, 同时得到了变点时刻与变点个数的一致估计. 模

拟结果表明, 当新息尾部较厚时, 本文所给的方法具有较好的势与经验水平. 当新息过程存

在异常值时, 如何构造均值变点的稳健检测与估计, 本文的方法是否可以推广到其他模型,

是否仍具有良好的统计性质, 将是我们今后研究的重点.
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A Nonparametric Test for Multiple Changes in the Mean

of Independent Random Series
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A nonparametric procedure is proposed to detect multiple changes in the mean of independent random

series and the asymptotic distribution is derived. Simultaneously, the estimators for the locations of the

change points are obtained. Moreover, the performance of the test is studied by Monte Carlo simulation,

which demonstrates that the proposed test has high powers and good sizes for heavy-tailed innovations.

Finally, the feasibility of the proposed test is illustrated by the application on the LBC data of stock

prices.

Keywords: Independent random series, multiple change points, the nonparametric test, sample
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