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摘 要: 本文考虑了带有注资延迟的最优分红问题, 并且假设注资延迟服从指数分布. 该问题的目标

是找到最优的分红策略和注资策略使得分红效用以及注资效用达到最大. 由于保险公司的盈余过程涉

及到混合泊松过程, 应用扩散近似原则, 我们用一个随机微分方程来刻画盈余过程. 当值函数足够光滑

时, 使用动态规划方法, 我们得到相应的拟变分不等式. 本文从三个不同的区域 (即分红区域、连续区

域和注资区域)来讨论值函数. 通过边界条件, 我们得到不同区域中值函数的表达式且给出了验证性定

理. 数值例子呈现了注资延迟在不同参数下的影响.
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§1. 引 言

最优分红问题一直是金融学和精算学中的一个热点问题. 分红决策对于公司来说是至

关重要, 因为它不仅是公司未来盈利能力的重要体现, 而且可能对公司的投资和融资决策

产生重要的影响. 作为精算学中的一个热点问题, 已经有众多学者讨论了最优分红问题, 如

文献 [1–5]等等. 在实际金融市场中, 交易成本是一个不可避免的问题, 交易成本通常包括

两部分: 比例交易成本和固定交易成本. 作为以前工作的延伸, 很多学者假定分红是在支

付一定的交易成本的约束条件下进行的. 如文献 [6]考虑了混合泊松过程模型下带有交易

费用的最优分红问题. 文献 [7]研究了布朗运动风险模型下带有交易费用的最优分红问题.

在经典破产理论中, 我们认为盈余一旦变为负数, 则公司会发生破产. 在分红模型中,

保险公司会面临着破产的风险. 在实践中, 如果保险公司没有足够的偿付能力, 公司经理就

可以从市场上筹集新的资本以防止破产, 从而为保险公司的继续经营提供保障. 因此, 允许

注资成为保险公司降低风险的一种重要途径. 有很多学者考虑了不同情形下的注资问题.
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如文献 [8,9]中考虑了对偶风险模型下带有比例和固定交易费用的最优分红和注资问题. 为

了使得分红减去注入资金的贴现值达到最大, 当允许股东进行股利分红和资本注资时, 文

献 [8, 9]得到最优的分红和注资控制策略. 事实上, 文献 [10]建议在现金流不足时可以考虑

注资以维持业务. 此外, 文献 [11]得到了分红率受到限制时的最优注资和分红策略. 结合再

保险问题, 文献 [12]讨论了经典风险模型中最优分红、注资及再保险问题, 并且得到了相

应的最优策略. 文献 [13]考虑了破产终端值影响下保险公司的最优分红、注资和溢额再保

险策略. 还有许多讨论带有注资问题的成果, 如文献 [14–18]等.

近年来, 人们开始研究带有延迟的随机控制模型. 文献 [19]考虑了银行在固定延迟期

进行资本重组的最优策略问题. 文献 [20]提出了一维扩散的延迟脉冲控制问题的直接求解

方法, 并且解决了火灾延迟的最优劳动力问题. 文献 [21]研究了固定成本和延迟下的最优

再保险策略. 文献 [22]应用动态规划原理, 得到固定注资延迟的最优分红策略. 考虑到资本

注资的延迟, 带有延迟的模型更加符合实际情形, 每当公司濒临破产时, 它就可以筹集足够

的资金来继续生存.

本文对文献 [22]中考虑的问题做了进一步扩展. 我们考虑了注资存在延迟, 并且注资

延迟服从指数分布情形下的最优分红问题. 现实情况中, 并不是每次注资都立刻发生作用,

并且注资需要时间. 由于注资的规模不一样等原因导致每次注资需要的时间不固定, 我们

假设注资延迟的参数服从指数分布, 找到具有脉冲控制的随机延迟系统的最优策略. 固定

延迟与随机延迟的模型之间存在根本区别, 本文的主要贡献就是对延迟随机化处理. 当分

红无额外交易费用, 注资存在固定交易费用时, 最优策略即为收益的最大化, 即要使得股利

的贴现效用减去注资贴现效用的期望达到最大.

本文的主要结构如下: 第 2节介绍了具体的数学模型. 第 3节中, 我们给出了性能函数

以及相应的值函数, 并且推导出受控过程的拟变分不等式. 第 4节得到了三个区域的边界

条件, 并且给出了验证性定理. 数值模拟将在第 5节中呈现.

§2. 数学模型

我们假设本文中所出现的随机变量和随机过程均定义在带流的概率空间 (Ω,Ft,F ,P)

上, 其中 F := {Ft}t∈[0,T ] 是由盈余过程 X(·)生成的且满足通常条件的信息流. 在这种情

形下, Ft 是一个 σ代数族, 并且满足当 s < t时, Fs ⊂ Ft 以及F0 包含所有的零测集. 在

传统的风险理论中, 在不考虑分红以及资本注入的情况下, 通常假设保险公司的盈余过程

X(t)满足经典的 Cramér-Lundberg过程:

X(t) = x+ ct− S(t), t > 0,

其中 x是初始盈余, c是保费率. 令 ρj 表示第 j − 1次理赔和第 j 次理赔之间的时间间隔,
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则第 n次理赔的发生时间为:

wn =
n∑

j=1
ρj .

进一步, 我们假设 t时刻前理赔发生的次数 N(t)服从泊松计数过程:

N(t) = max{n ∈ N : wn 6 t},

则 t时刻为止的理赔总额为

S(t) =
N(t)∑
i=1

Yi,

其中 Yi 表示第 i次的理赔额度, S(t)是一个理赔发生率为 λ的复合泊松过程. 我们假设

{Yi}是一列独立同分布且严格正的随机变量, 其分布函数为 Π(y). f(y), y > 0为 Yi 的概

率密度函数, µ表示 Y 的数学期望, 并且假设 N 与 {Yi}相互独立, 则泊松测度 N(t)的强

度为 λ dt×Π(dy), 其中 Π(dy) = f(y) dy.

1) 股利分配过程

本节中我们将考虑股利分配策略. 常用的股利分配策略有波段分红策略、边界分红策

略和阈值分红策略. 其中, 波段分红策略是指保险公司根据盈余过程 X(·)所处的区域进行
分红, 用集合 A表示无需分红区域, 用集合 B 表示分红区域. A和 B 中有 n− 1对区域用

来刻画分红策略, 是否需要进行分红只需看盈余所处的位置即可. 当波段分红区域为两个

区域时, 就是边界分红策略. 边界分红策略要求盈余不能超过某个界限, 一旦超过界限就需

要马上进行分红使得盈余过程小于界限. 如果超出的部分不需要全部分掉, 即盈余过程不

需要马上减少到界限, 就是阈值分配策略. 在本文中, 我们考虑的是阈值分配策略.

假设分红策略 Z(t)是Ft -适应过程, {Z(t) : t > 0}表示 t时刻前总的分红额度, 这里

Z(t)是一个满足右连续左极限存在、非负且非降的随机过程. 本文中, 我们约定 Z(0−) =

0. 在 t > 0时, 随机过程Z的跳跃大小为:

∆Z(t) := Z(t)− Z(t−),

Z(t)的连续部分为:

Zc(t) := Z(t)−
∑

06s6t
∆Z(s).

2) 注资过程

如果保险公司仅考虑最优分红策略, 会加速该保险公司破产, 如果只考虑破产概率最

小, 又会牺牲股东的利益. 另外, 为了保证保险公司的正常运营, 监管部门要求保险公司的

盈余必须为正值. 股东投资保险公司主要原因是为了得到收益, 在进行股利分配时, 他们得



270 应用概率统计 第 38卷

到了分红收益. 当然股东并不愿意看到保险公司破产, 为了避免破产, 当盈余小于 0时, 我

们允许股东进行资本注资. 那么, 何时进行注资, 注资多少, 这些问题都需要我们进行考虑,

于是注资问题成为人们的研究兴趣. 文献 [14]曾指出, 最优的策略应当同时考虑分红和注

资两种情形. 也就是说, 当盈余很高时考虑分红策略, 当盈余很低时考虑注资策略, 这样既

降低了保险公司破产的风险, 又提高了股东的收益.

上文我们已经讨论了分红过程, 接下来我们考虑注资过程. 假设注资时间 {τn : n = 1,

2, · · · }为一个单调递增的停时序列. 第 n次注资的大小 {ζn : n = 1, 2, · · · }是一个随机变
量序列, 那么资本注入过程可以表示为:

L(t) =
∞∑
n=1

I{τn6t}ζn.

然而在现实生活中, 并不是每次注资都会立刻发生作用. 本文中我们假设在资本注资过

程中存在长度为 ∆的时间延迟. 另外, 由于注资的规模以及保险公司经营情况不同等原

因导致每次注资需要的延迟时间不固定, 因此我们假设 ∆服从参数为 λ0 的指数分布, 即

∆ ∼ exp(λ0).

3) 盈余过程

考虑到保险公司的盈余在运营过程中受到股利分配过程和注资过程的影响, 而且现实

中股利分配和注资为典型的逐段的, 股利分配和注资的时间是由盈余的变化过程所决定

的, 所以我们引入脉冲控制. 脉冲控制只在分红时刻以及 τ1, τ2, · · · , τn点进行控制, 并且可

通过选择一个合适的脉冲值直接影响盈余过程. 类似于文献 [22], 我们定义如下的控制策

略u:

u = {Z;L} = {Z; τ1, τ2, · · · , τn, τn+1, · · · ; ζ1, ζ2, · · · , ζn, ζn+1, · · · }.

我们假设对所有的 t > τ0, 都有X(t) = 0, 其中 τ0 = inf{t > 0 : X(t) < 0}表示破产的
时间, Z 表示股利分配过程, τi 表示注资时间, ζi 表示注资金额. 此时保险公司在 t时刻带

有注资的盈余 (仍用 X(t)表示)演变为:

X(t) = x+ ct− S(t)− Z(t) +
∑
n
I{τn+∆6t}ζn, t < τ0,

其中 S(t) =
N(t)∑
i=1

Yi 表示累积索赔总额, Z(t)表示累积股利分配额,
∑
n
I{τn+∆6t}ζn = L(t)

表示累积注资量. 上述方程的微分形式为:

dXt = c dt− dS(t)− dZ(t) + dL(t).

对于索赔额, 我们令 E[Yi] = µ, E[Y 2
i ] = σ2. 应用扩散逼近方法, X(t)可近似为

X(t) = x+ (c− λµ)t+ σλ0.5W (t)− Z(t) +
∑
n
I{τn+∆6t}ζn,
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其中W (t)是一维标准布朗运动. 简单起见, 在我们的模型中不考虑安全负荷因子. 当随机

注资延迟∆是一个确定的常数时, 我们的模型将退化为文献 [22]中讨论的情形.

注记 1 本文中, 我们主要考虑股利分配策略和带有随机延迟的注资策略, 忽略再保

险策略在保险公司经营过程中的影响, 并且假设理赔的风险均由保险公司自己承担.

§3. 性能函数和值函数

我们假设股东需要支付K + ζ 来完成额度为 ζ 的资本注入, 其中K > 0是固定交易成

本. 简单起见, 我们忽略了注资和分红过程中的比例交易成本以及分红过程中的固定交易

成本. 假设贴现因子为常数 r > 0. 对于任意的可容许策略 u = (Z,L), 定义性能函数:

J(x, u) = Ex

[ ∫ τ0

0
e−rtdZ −

∑
n
e−r(τn+∆)(K + ζn)I{τn+∆<τ0}

]
= Ex

[ ∫ τ0

0
e−rtdZ −

∑
n

∫ ∞

0
λ0e

−r(τn+s)−λ0s(K + ζn)I{τn+s<τ0}ds
]
, (1)

这里 J(x, u)可以理解为股东进行股利分配产生的效用的贴现值减去注资效用贴现值的期

望, 即股东的净收益.

类似于文献 [22], 我们称策略 u = (Z,L)是可容许的, 如果股利分配过程 Z(t)和注资

过程 L(t)满足:

1. 对于任何 t > 0, Z(t)和 L(t)都是非负的;

2. Z(t)是右连左极的 (即右连续左极限存在)、非递减且 {Ft} -适应的随机过程;

3. τn是关于 {Ft} -可测的停时序列, 并且 0 6 τ1 < τ2 < · · · < τn < · · · 几乎必然成立;

4. ζn是Fτn -可测的;

5. 对所有的 T > 0, 有 P
(
lim
n→∞

τn < T
)
= 0;

6. 对任意 x和可容许策略 u = (Z,L), 都有 J(x, u) < ∞, 其中 J(x, u)是 (1)式定义的

函数.

另外, 我们假设可容许控制 u满足:

a. 对所有的 n > 1, τn+1 − τn > ∆;

b. 对所有的 t ∈ [τn, τn +∆], n > 1, dZ(t) = 0.

条件 a告诉我们, 在前一次注资的等待期间内不允许进行新的注资. 条件 b表明在注

资的等待期间不允许进行分红.

假设 A是所有可容许策略的集合, 定义值函数:

V (x) : = sup
u∈A

J(x, u)
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= sup
u∈A

[ ∫ τ0

0
e−rtdZ −

∑
n

∫ ∞

0
λ0e

−r(τn+s)−λ0s(K + ζn)I{τn+s<τ0}ds
]
. (2)

本文的目标是找到最优的控制策略 u使得性能函数 J(x)达到最大. 应用随机控制的

知识, 可以求得最优股利分配和注资策略, 并得到值函数的表达式. 由于值函数 V (x)和

最优的控制策略 u的计算依赖于拟变分不等式 (Quasi Variational Inequality, 以下缩写为

QVI), 我们首先来推导值函数 V (x)满足的 QVI.

对所有的 V (x) ∈ C2(R), 定义微分算子 L:

LV (x) = (c− λµ)Vx(x) +
1

2
λσ2Vxx(x)− rV (x), (3)

其中 Vx和 Vxx分别表示关于 x的一阶导数和二阶导数. 对于 (3)式, 在初始值 x邻域一个

小的开区间内不进行任何干预 (即既不进行股利分配也不进行注资)是最优的. 假设第一次

索赔发生在较小的时间间隔 [0, h]内, 并且在这个小间隔中既不发生股利分配也不发生注

资, 那么 X∆满足随机微分方程:

dX(t) = (c− λµ) dt+ σλ1/2dW (t), X(0) = x.

由可积性条件, 我们定义算子:

MV (x) = Ex

[
e−r∆ sup

s>0
{V (x∆ + s)− s−K}I{τ0>∆}

]
= Ex

[ ∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)v sup
v>0

{V (xv + s)− s−K}I{τ0>v}dv
]
. (4)

如果 (2)式中定义的值函数足够光滑, 应用动态规划原理, 可以得到 QVI:

max
u

{LV (x), 1− Vx(x), MV (x)− V (x)} = 0. (5)

定理 2 我们称一个递增的凹函数 V ∈ C1 : [0,∞) → R是 QVI (5)式的解, 如果对

所有的 x > 0, 都有

LV (x) 6 0, (6)

MV (x) 6 V (x), (7)

1− V ′(x) 6 0, (8)

LV (x)[MV (x)− V (x)][1− V ′(x)] = 0. (9)

由于 (6) – (9)式与 (5)式是等价的. 想要证明 (5)式, 只需证明 (6) – (9)式成立. 证明

类似于文献 [22]中附录 A, 此处略去.

类似于文献 [22], 对于所有的x > 0, 我们观察到QVI的解将区间 [0,∞)分为三个区域:
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连续区域: C := {LV (x) = 0, 1 < Vx(x), MV (x) < V (x)};

分红区域: D := {LV (x) < 0, 1 = Vx(x), MV (x) < V (x)};

注资区域: I := {LV (x) < 0, 1 < Vx(x), MV (x) = V (x)}.

给出 QVI方程 (5)式的一个解, 那么我们就可以定义一个脉冲控制下的可容许策略.

当保险公司没有足够的偿付能力来维持业务时, 将会考虑注资. 为了使公司持续运营,

当 x = 0时, 注资一定发生. 直观地说, 在没有注资延迟时, 在注资区域的边界上, 值函数

满足

M ′V (x) = sup
s>0

{V (x+ s)− s−K},

则最优支付或值函数 V (x)在注资的瞬间不会为零, 这可以始终保证公司资本结构的稳定

性 (参见文献 [23]). 然而, 由于受到资本注资延迟的影响, 当持有资本注入时剩余资金达到

零, 公司将违反资本充足率. 因此, 考虑到资本注入的时间延迟, 我们将得到边界条件:

V (0) = 0. (10)

此外, 当盈余足够低时, 注资也会发生. 注资的发生取决于盈余过程的状态, 并且会导

致注资区域边界的变化.

我们考虑带有随机延迟注资的分红策略, 结合 (5)式和 (10)式, 得到具有边界条件

的QVI:

max
u

{LV (x), 1− Vx(x), MV (x)− V (x)} = 0, V (0) = 0. (11)

注记 3 值函数 V (x)不一定是光滑的, 事实上, 值函数的二阶导数并不总是连续的.

在找不到 QVI的经典解时, 可以考虑 (11)式的粘性解.

§4. 模型的求解

1) 求解拟变分不等式

为了求解拟变分不等式, 我们首先假设解的一般形式. 当盈余处于在不同的区间时, 我

们可以得到相应解的表达式. 参考文献 [23], 我们考虑带有资本注资的分红策略. 决策者在

盈余没有达到下界前不采取任何策略, 只有当盈余达到下界时才会进行资本注资. 当盈余

达到上界时, 保险公司会进行立即分红. 也就是说, 假设存在将这三个区域分开的两个阈值

b1和 b2, 其中 0 < b1 < b2 < ∞. 所求的解应满足如下条件:

1. 当 x ∈ [0, b1)时, 注资是最佳的;

2. 当 x ∈ [b1, b2)时, 既不进行注资, 也不进行分红;

3. 当 x ∈ [b2,∞)时, 将超出的部分盈余进行分红.
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在 (11)式中, 我们希望找到满足上一节中 QVI每个分量的函数. 由注记 3知, 这个函

数应满足在控制边界 b1处连续可微, 且在控制边界 b2处连续二次可微.

我们首先来构造连续区域的解. 由于连续区域和分红区域并没有涉及到随机延时, 与

文献 [22]相同, 不妨假设 f(x; b2)是连续区域中的解. 此时, 我们有

1

2
λσ2Vxx(x) + (c− λµ)Vx(x)− rV (x) = 0. (12)

易知 (12)式的解为

f(x; b2) = m1e
d+x +m2e

d−x, (13)

其中

d± =
−(c− λµ)±

√
(c− λµ)2 + 2rλσ2

λσ2
.

此外, 分红区域的解满足

1 = Vx(x), (14)

则分红区域的解 g(x; b2)为

g(x; b2) = x+ a.

基于解的形式可知, b2是区分连续区域和分红区域的阈值. 因此, b2处的解应同时满足

(12)式和 (14)式. 另一方面, 由于 g(x; b2)在 b2 处是二次连续可微的, 则有 fx(b2; b2) = 1,

fxx(b2; b2) = 0. 根据这些边界条件和 (13)式可得到

f(x; b2) = a1e
−d+(b2−x) + a2e

−d−(b2−x), (15)

其中

a1 =
d−

d+(d− − d+)
> 0, a2 =

d+
d−(d+ − d−)

< 0.

另外, 将 fx(b2; b2) = 1和 fxx(b2; b2) = 0代入 (12)式可得

f(b2; b2) =
c− λµ

r
. (16)

此外, 根据 b2处的边界条件, g(x; b2)变为

g(x; b2) = x+
c− λµ

r
− b2. (17)

注记 4 由于随机延时只发生在注资过程中, 只会对注资区域值函数的表达式产生影

响, 因此这里在连续区域和分红区域值函数的表达式与文献 [22]中的表达式一致.
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最后,我们求注资区域值函数的解. 假设 h(x; b2)是一个凹函数并且满足 Vx(x; b2)|x=b2

= 1和 (16)式. 由凹函数的性质易知当 s = b2 −X∆ 时, h(x; b2)达到最大值. 因此, (4)式

可简化为

h(x; b2) = Ex[e
−r∆[V (b2; b2)− b2 +X∆ −K]I{τ0>∆}]

= Ex

[ ∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)v
(
Xv +

c− λµ

r
− b2 −K

)
I{τ0>v}dv

]
. (18)

记 γ = (c − λµ)/r − b2 −K, 其中参数 γ 可解释为资本注资的收益. 表达式 (18)可进

一步简化为

h(x; b2) = Ex

[ ∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)v(Xv + r)I{τ0>v}dv
]

= Ex+γ

[ ∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)vXvI{τγ>v}dv
]
, (19)

其中 τγ = inf{t > 0 : X(t) = γ}. 定义马尔科夫转移概率密度函数 p(v, x+γ, y), y ∈ [0,∞),

它是初始状态为 x+ γ 的吸收过程 Xv∧τγ 的密度函数(见文献 [22]), 则

p(v, x+ γ, y) = φ
(
y, (c− λµ)v + x+ γ, σλ1/2√v

)
− exp

(
− 2(c− λµ)x

σ2

)
φ
(
y, (c− λµ)v − x+ γ, σλ1/2√v

)
,

其中, φ(y, µ̂, σ̂)表示均值为 µ̂, 标准差为 σ̂的正态分布的密度函数, 即

φ(y, µ̂, σ̂) =
1

σ̂
√
2π

exp
(
− (y − µ̂)2

2σ̂2

)
.

因此, 根据 (19)可得

h(x; b2) = Ex+γ

[ ∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)vXvI{τγ>v}dv
]

= Ex+γ

[ ∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)vXv∧τγI{τγ>v}dv
]

=

∫ ∞

0

∫ ∞

γ
λ0ye

−(r+λ0)vp(v, x+ γ, y) dv dy.

最后, 我们可以得到如下函数:

h(x; b2) =

∫ ∞

0
λ0e

−λ0vh1(x, v; b2) dv, (20)

其中

h1(x, v; b2) = e−rv
{[

x+ (c− λµ)v +
c− λµ

r
− b2 −K

]
ϕ
(x+ (c− λµ)v

σλ1/2
√
v

)
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+ σλ1/2√vφ
(x+ (c− λµ)v

σλ1/2
√
v

)
− exp

(
− 2(c− λµ)x

λσ2

)
×

{[
− x+ (c− λµ)v +

c− λµ

r
− b2 −K

]
ϕ
(−x+ (c− λµ)v

σλ1/2
√
v

)
+ σλ1/2√vφ

(−x+ (c− λµ)v

σλ1/2
√
v

)}}
,

其中 ϕ(x)和 φ(x)分别表示累积标准正态分布和密度函数. 显然, h(0; b2) = 0.

另一方面, 资本注资区域 b1边界上函数 h(x; b2)的边界条件可以表示为

h(b1; b2) = f(b1; b2), (21)

∂h(x; b2)

∂x

∣∣∣
x=b1

=
∂f(x; b2)

∂x

∣∣∣
x=b1

. (22)

由于 QVI 的非线性性, 很难得到边界 b1 和 b2 的显式表达式. 然而, 我们可以利用

Matlab编程, 根据 (21)式和 (22)式的条件, 在可允许误差内, 求得 b1 和 b2 的解. 下文中

我们验证了在某些条件下 b1和 b2的存在性. 结合 (15)、(17)和 (20)式, 如果存在 b1和 b2,

则值函数 V (x)可以写为

V (x) =


h(x; b2), if 0 6 x < b1;

f(x; b2), if b1 6 x < b2;

g(x; b2), if b2 6 x < ∞.

(23)

注记 5 由于资本注资可能受到随机延迟的影响, 因此这里注资区域值函数的表达式

h(x; b2)与文献 [22]中的表达式有所差异. 当盈余小于 b1 时, h(x; b2)中求解了当随机延迟

服从参数为 λ0的指数分布时的情形, 同时给出了显式表达式. 在下文中我们对固定延迟与

随机延迟两种情形下的结果进行了比较.

2) 验证性定理

本节中我们验证连续区域边界 b1和 b2的存在, 并且给出在一般条件下验证 b1和 b2存

在性的充分条件. 此外, 我们验证了 (23)式中定义的值函数就是 (11)式的解. 为了证明这

个定理, 我们需要给出如下几个重要的引理.

引理 6 令 q(x, t) = P(τ0 6 t |X(0) = x), 则

Ex[XvI{τ0>v}] = x+ (c− λµ)v − (c− λµ)

∫ v

0
q(x, t) dt.

证明参见文献 [22]中引理 A.1.
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引理 7 如果 γ > 0, 那么对于所有的 x > 0,

∂h(x; b2)

∂x
> 0,

∂2h(x; b2)

∂x2
< 0.

证明: 根据 (19)式,

h(x; b2) = Ex

[ ∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)v(Xv + γ)I{τ0>v}dv
]

= Ex

[ ∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)vXvI{τ0>v}dv
]
+ Ex[e

−r∆X∆I{τ0>∆}]

=

∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)vγ[1− q(x, v)] dv + Ex

[ ∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)vXvI{τ0>∆}dv
]

=

∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)vγ[1− q(x, v)] dv +

∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)vEx[XvI{τ0>∆}] dv

=

∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)vγ[1− q(x, v)] dv

+

∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)v
[
x+ (c− λµ)v − (c− λµ)

∫ v

0
q(x, t) dt

]
dv.

h(x; b2)的一阶导数和二阶导数为

∂h(x; b2)

∂x
= −

∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)vγ
∂q(x, v)

∂x
dv +

∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)vdv

− (c− λµ)

∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)v
[ ∫ v

0

∂q(x, t)

∂x
dt
]
dv,

∂2h(x; b2)

∂x2
= −

∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)vγ
∂2q(x, v)

∂x2
dv

− (c− λµ)

∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)v
[ ∫ v

0

∂2q(x, t)

∂x2
dt
]
dv.

由于 q(x, t) = P(τ0 6 t |X(0) = x)满足 Kolmogorov向后方程并且其导数满足

∂q(x, t)

∂x
< 0,

∂2q(x, t)

∂x2
> 0,

∂q(x, t)

∂t
> 0,

我们得到, 当 γ > 0时,
∂h(x; b2)

∂x
> 0,

∂2h(x; b2)

∂x2
< 0.

证毕. �

引理 7表明了在注资区域的值函数 h(x; b2)是凹函数. 现在我们考虑连续区域上正的

边界, 与文献 [22]相同, 我们定义函数 f̃(x, b):

f̃(x, b) = a1e
−d+(b−x) + a2e

−d−(b−x),
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其中 d+与 d−由 (13)式给定. 考虑一个正的边界 b0, 并且满足 f̃(0, b0) = 0, 则易得

b0 =
2

d+ − d−
ln

(
− d−

d+

)
.

引理 8 如果 b2和 b0如前文定义, 则

max(b2, b0) < (c− λµ)r.

证明参见文献 [22]中引理 A.3.

引理 9 对于所有的 b2 ∈ (0, b0], 都有

h(x; b2) < g(x; b2) =
c− λµ

r
+ x− b2.

证明: 由 (18)式、引理 6和引理 7可得

h(x; b2) = Ex

[
e−r∆

(
X∆ +

c− λµ

r
− b2 −K

)
I{τ0>∆}

]
= Ex[e

−r∆X∆I{τ0>∆}] + Ex

[
e−r∆

(c− λµ

r
− b2 −K

)
I{τ0>∆}

]
=

∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)v
[
x+ (c− λµ)v − (c− λµ)

∫ v

0
q(x, t) dt

]
dv

+
(c− λµ

r
− b2 −K

)∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)v[1− q(x, v)] dv

=

∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)v
{
x+ (c− λµ)v − (c− λµ)

∫ v

0
q(x, t) dt

+
(c− λµ

r
− b2 −K

)
[1− q(x, v)]

}
dv

6
∫
0
∞λ0e

−(r+λ0)v
[c− λµ

r
+ x+ (c− λµ)v − b2

− (c− λµ)

∫ v

0
q(x, t) dt−

(c− λµ

r
− b2

)
q(x, v)

]
dv

6
∫ ∞

0
λ0e

−(r+λ0)v
[c− λµ

r
+ x+ (c− λµ)v − b2

]
dv

6
(c− λµ

r
+ x− b2

) λ0

λ0 + r

6 c− λµ

r
+ x− b2 = g(x; b2).

因此, 验证了不等式. �

定义双变量函数 h̃(x, b):

h̃(x, b) =

∫ ∞

0
λ0e

−λ0v
{
e−rv

{[
x+ (c− λµ)v +

c− λµ

r
− b−K

]
ϕ
(x+ (c− λµ)v

σλ1/2
√
v

)
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+ σλ1/2√vφ
(x+ (c− λµ)v

σλ1/2
√
v

)
− exp

(
− 2(c− λµ)x

λσ2

)
×

{[
− x+ (c− λµ)v +

c− λµ

r
− b−K

]
ϕ
(−x+ (c− λµ)v

σλ1/2
√
v

)
+ σλ1/2√vφ

(−x+ (c− λµ)v

σλ1/2
√
v

)}}}
dv,

其中 (x, b) ∈ R+ ×R+, h̃(x, b) = h(x; b2).

引理 10 如果

∂h̃(x, b0)

∂x

∣∣∣
x=0

>
∂f̃(x, b0)

∂x

∣∣∣
x=0

, γ > 0,

那么存在满足 (21) – (22)式的解 (b1, b2), 0 < b1 < b2 < b0, 使得对所有的 0 6 x 6 b2, 都有

h̃(x, b2) 6 f̃(x, b2).

证明: 由引理 7、引理 9以及文献 [22]中引理 A.5可直接得证. �

下面我们给出了本节的主要内容, 即验证性定理.

定理 11 假设如引理 10所定义的满足 (21) – (22)式的解存在, 并且 V (x)由 (23)式

所定义, 则 V (x)是 (11)式的一个凹函数解.

证明: 首先我们分别证明在三个不同区域中 V (x)都是凹函数. 由文献 [22]中结论

知, 值函数 V (x)在分红区域和连续区域上均为凹函数. 在注资区域中, 引理 7同样能够保

证 h(x; b2)是凹函数. 进而 V (x)在整个区间上是凹函数. 与文献 [22]相同, 我们将分成以

下四个步骤来证明 V (x)是 (11)式的解:

步骤 1. V (0) = h(0; b2) = 0;

步骤 2. 当x ∈ [b2,∞)时, 构造Vx(x)=1. 根据V (x)的凹性, 当x∈ [0, b2)时, Vx(x)>1;

步骤 3. 当 x ∈ [0, b1)时,构造 V (x) = h(x; b2) = MV (x). 根据引理 10,当 x ∈ [b1, b2)时,

V (x) = f(x; b2) > h(x; b2) = M(x). 当 x ∈ [b2,∞)时, V (x) = g(x; b2) > M(x).

因此, 对所有的 x, 有 V (x) > M(x);

步骤 4. 当 0 6 x < b1 时, V (x) = h(x; b2). 对于某些 ε > 0, 定义 τ∗ε = τε ∧ ε, 使得

(x− ε, x+ ε) ∈ (0, b1)并且 τε = inf{t > 0 : X(t) ̸∈ (X(0)− ε,X(0) + ε)}. 根据
Dynkin公式,

Ex[e
−rτ∗ε h(X(τ∗ε ); b2)] = h(x; b2) + Ex

[ ∫ τ∗ε

0
Lh(X(s); b2) ds

]
,

其中 Ex[e
−rτ∗ε h(X(τ∗ε ); b2)]表示在 τ∗ε 之后发生新的资本注入时的最优支付或值

函数的贴现值. 注意到在注资区域中, h(x; b2)为最优的值函数. 因此由最优化

原理可知

Ex[e
−rτ∗ε h(X(τ∗ε ); b2)] 6 h(x; b2).
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因此, 在注资区域 x ∈ [0, b1)中, 我们有

Ex

[ ∫ τ∗ε

0
Lh(X(s)) ds

]
6 0,

取极限得到

LV (x) = lim
ϵ→0

1

Ex[τ∗ϵ ]
Ex

[ ∫ τ∗ϵ

0
Lh(X(s)) ds

]
6 0,

其中 x ∈ [0, b1). 当 x ∈ [b1, b2)时, 构造 LV (x) = 0. 当 x ∈ [b2,∞)时, V (x) =

(c− λµ)/r + x− b2, 则

LV (x) = (c− λµ)Vx(x) +
1

2
λσ2Vxx(x)− rV (x)

= c− λµ− r
(c− λµ

r
+ x− b2

)
= r(b2 − x) 6 0.

因此, 对所有的 x, 有 LV (x) 6 0.

综上所述, (23)式中的值函数 V (x)满足 QVI (11)式. 证毕. �

§5. 数值模拟

本节中我们应用Matlab对前文中所求的显式表达式进行了数值模拟. 在假设分红过

程中既没有固定交易成本也没有比例交易成本, 注资过程中没有比例交易成本时, 我们构

造 (21)式描述的值函数. 当保险公司的盈余 S(t)已知, 即索赔额的期望和标准差、保费率

均已知的情况下, 我们分析了随机延迟服从不同参数的指数分布对分红边界和注资边界的

影响, 并对比了注资延迟服从指数分布时与注资延迟为固定值时值函数的不同趋势.

令索赔额的期望 µ = 0.01, 标准差 σ = 0.01, 保费率 c = 0.02, λ = 1, 注资固定交易成

本 K = 0.01时, 我们讨论了指数分布参数 λ0 为不同值时对注资边界 b1 和分红边界 b2 的

影响.

首先对边界 b1 和 b2 进行求解, 分别对 h(x; b2)和 f(x; b2)关于 x求导. 在假设给定的

条件下, 当盈余为 b1时, h(x; b2)和 f(x; b2)的函数值和一阶导函数值均相等, 即

h(b1; b2) = f(b1; b2),

∂h(x; b2)

∂x

∣∣∣
x=b1

=
∂f(x; b2)

∂x

∣∣∣
x=b1

.

根据这个条件, 我们可以求出当随机延迟服从参数为λ0 = 1的指数分布时, b1和 b2的解为:

b1 = 0.0069, b2 = 0.0369.
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当注资延迟服从参数为 λ0 = 10的指数分布时, b1和 b2的解为:

b1 = 0.0062, b2 = 0.0321.

不妨令贴现因子 r = 0.04. 当 λ0 = 1和 λ0 = 10时, 在最优股利分红策略下, 值函数关

于盈余的模拟图像分别如图 1和图 2所示.

图 1 注资延迟服从参数为 1的指数分布时

的值函数图像

图 2 注资延迟服从参数为 10的指数分布时

的值函数图像

当延迟服从参数为 λ0 = 1的指数分布时, 我们知道此时指数分布的期望为 1. 不妨假

设注资延迟为一个固定值 ∆. 注意到此时分红区域和连续区域的边界与随机延迟情况下相

同, 而在注资区域的解为 h(x; b2) = h1(x,∆; b2) (见文献 [22]).

假设延迟 ∆ = 1, 我们首先对 b1 和 b2 进行求解. 同样, 根据在注资与连续区域的边界

处, h和 f 的函数值相等, 关于 x的一阶导函数相等, 我们可以求出 b1和 b2的解:

b1 = 0.0060, b2 = 0.0379.

由于∆为注资延迟, 假设为固定值时, 不宜太大, 当∆ = 0.5时, b1和 b2的解为:

b1 = 0.0090, b2 = 0.0366.

根据所得 b1 和 b2 解, 利用Matlab编程, 我们可以模拟出值函数 V (x)关于盈余 x的

图像. 当 ∆ = 1和∆ = 0.5时的图像分别如图 3和图 4所示.

比较随机延迟服从 λ0 = 1与固定延迟 ∆ = 1的情形, 根据计算结果可知: 注资边界往

前移, 分红边界往后移, 即两者之间的距离变大, 连续区域 (既不进行注资也不进行分红的)

的范围也在增大, 这对于投资保险公司的股民来说更加稳定.

比较随机注资延迟参数服从 λ0 = 1与 λ0 = 10的情形, 由图像可知参数越大, 注资边

界和分红边界越小. 具体注资延迟服从的参数为多少, 还需要根据实际情况进行定义. 比较
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图 3 注资延迟为固定值 1时的值函数图像 图 4 注资延迟为固定值 0.5时的值函数图像

注资延迟为固定值 1与固定值 0.5的情况, 延迟越大, 注资边界越小, 而分红边界却越大,

符合实际情况.

§6. 总结与展望

本文考虑了带有随机延迟的最优分红和注资问题. 为了贴合实际, 我们假设当盈余足

够低时不马上宣布破产, 而是在某个范围内对其进行注资. 现实情况中, 由于注资的规模不

一样等原因导致每次注资需要的时间不固定, 我们假设注资延迟服从参数为 λ0 的指数分

布. 应用动态规划原理, 我们得到不同区域值函数的表达式. 最后, 数值模拟呈现了不同参

数对边界函数以及值函数的影响.

然而, 本文并未对注资延迟服从其他类型的分布进行讨论. 在后续的研究中, 可对这一

部分展开讨论, 使得结果更加接近真实情况. 另外, 文中并未得到最优策略的表达式, 这也

是将要解决的难点之一.
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Abstract: This article considers the optimal dividend policy with delayed capital injections, and assumes

that the capital injection delay follows the exponential distribution. We aim to find the optimal dividend

and capital injection strategies to maximize the utility of dividend and capital. Since surplus process of

the insurance company involves a mixed Poisson process, we use a stochastic differential equation to char-

acterize the surplus process by adopting diffusion approximation techniques, and then we obtain the value

function under the utility criterion. When the value function is smooth, the quasi variational inequality is

obtained by using the dynamic programming principle. In this paper, we consider the value function from

three different regions (the dividend area, the continuous area and the capital injection area). Through

the boundary conditions, we derive the expression of the value function in different regions and present

the verification theorem. A numerical example is presented to illustrate the effects of the capital injection

delay under different parameters.

Keywords: optimal dividend strategies; optimal capital injection strategies; dynamic programming prin-

ciple; quasi variational inequality; verification theorem
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