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摘 要

本文讨论了Ⅱ型截尾情形下指数分布危险函数的经验Bayes (EB)双侧检验问题. 利用概率密度

函数的核估计构造了经验Bayes检验函数, 在适当的条件下获得了它的收敛速度.
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§1. 引 言

经验Bayes (EB)检验问题在文献中已有许多的研究, 大多是关于指数族的. Johns &

VR[1, 2]研究了离散型和连续型指数族单侧EB检验问题; Van Houwelingen[3], Liang[4, 5]讨

论了连续型单参数指数族单调的EB检验问题; 韦来生[6]研究了一类离散型单参数指数族双

侧的EB检验问题; 胡太忠[7], Singh & Wei[8]分别讨论了刻度指数族单侧和双侧的EB检验

问题. Ⅱ型截尾寿命试验又称定数截尾寿命试验, 这种寿命试验是要求在试验样本中终止

寿命的个体达到事先指定的个数时就停止试验, 它在生存分析和可靠性理论中应用非常广

泛, 研究这类试验的统计分析有着重要的实际意义. 本文将研究Ⅱ型截尾情形下指数分布

危险函数的经验Bayes双侧检验问题.

设随机变量t的指数概率分布密度函数为

u(t; θ) = θ−1e−t/θI[t>0], (1.1)

此处I[A]为事件A的示性函数. 对于寿命试验数据,分布的均值θ即为平均寿命, λ(θ)=θ−1为

分布的危险函数.

本文讨论下列关于危险函数的双侧检验问题:

H0 : θ2 ≤ λ(θ) ≤ θ1 ↔ H1 : λ(θ) < θ2 或 λ(θ) > θ1, (1.2)
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256 应用概率统计 第二十四卷

其中θ1和θ2为给定的常数. 若取θ0 = (θ1 + θ2)/2和γ0 = (θ1 − θ2)/2, 则检验问题(1.2)等价

于下述的检验问题:

H∗
0 : |λ(θ)− θ0| ≤ γ0 ↔ H∗

1 : |λ(θ)− θ0| > γ0. (1.3)

与经典的统计方法不同, Bayes判决问题需要引入所采取行动的损失函数和风险函数.

取假设检验问题(1.3)的损失函数(i = 0, 1)为

Li(θ, di) = (1− i)a[(λ(θ)− θ0)2 − γ2
0 ]I[|λ(θ)−θ0|>γ0] + ia[γ2

0 − (λ(θ)− θ0)2]I[|λ(θ)−θ0|≤γ0],

此处a为正的常数, d = {d0, d1}是行动空间, d0表示接受H∗
0 , d1表示拒绝H∗

0 . 对于双侧检

验问题(1.3)取上述损失函数较为合理, 便于导出的Bayes检验函数易于用非参数方法获得

其EB估计.

设t1, t2, · · · , tn为来自分布(1.1)中的相互独立同分布(i.i.d)的随机样本, 若在全样本中

仅观测到前r个观测值: t(1) < t(2) < · · · < t(r) (1 ≤ r ≤ m), 则由[9]知, 可得到t(1), · · · , t(r)

的联合密度函数及θ的充分统计量为T =
r∑

i=1
t(i) + (n − r)t(r), 且2T/θ ∼ χ2

(2r). 因此, 随机

变量T的概率密度函数为

f(x|θ) =
θ−r

Γ(r)
xr−1e−x/θI[x>0], (1.4)

其中r ≥ 1. 随机变量T的样本空间为Ω = {x|x > 0}, θ的参数空间为Θ = {θ|θ > 0}.
本文中设参数θ的未知先验分布为G(θ), 满足条件

G(θ) ∈ ϑ =
{

G(θ) :
∫

Θ
θ−(r+2)dG(θ) < ∞

}
.

设

δ(x) = P(接受 H∗
0 |T = x) (1.5)

为随机化判决函数. 则在先验分布G(θ)下δ(x)的风险函数为

R(δ(x), G(θ)) =
∫

Θ

∫

Ω
[L0(λ(θ), d0)f(x|θ)δ(x) + L1(λ(θ), d1)f(x|θ)(1− δ(x))]dxdG(θ)

=
∫

Θ

∫

Ω
[L0(λ(θ), d0)− L1(λ(θ), d1)]f(x|θ)δ(x)dxdG(θ)

+
∫

Θ

∫

Ω
L1(λ(θ), d1)f(x|θ)dxdG(θ)

= a

∫

Ω
β(x)δ(x)dx + CG, (1.6)

此处

CG =
∫

Θ
L1(λ(θ), d1)dG(θ),

β(x) =
∫

Θ
[(λ(θ)− θ0)2 − γ2

0 ]f(x|θ)dG(θ) =
∫

Θ
[(θ−1 − θ0)2 − γ2

0 ]f(x|θ)dG(θ). (1.7)
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令随机变量T的边缘分布为:

fG(x) =
∫

Θ
f(x|θ)dG(θ) =

∫

Θ

θ−r

Γ(r)
xr−1e−x/θdG(θ) = xr−1φG(x), (1.8)

其中

φG(x) =
∫

Θ

θ−r

Γ(r)
e−x/θdG(θ). (1.9)

令

φ
(1)
G (x) = −

∫

Θ

θ−(r+1)

Γ(r)
e−x/θdG(θ), (1.10)

φ
(2)
G (x) =

∫

Θ

θ−(r+2)

Γ(r)
e−x/θdG(θ). (1.11)

进而由(1.7)得

β(x) = xr−1[φ(2)
G (x) + 2θ0φ

(1)
G (x) + (θ2

0 − γ2
0)φG(x)], (1.12)

这里φ
(1)
G (x)和φ

(2)
G (x)分别表示φG(x)的一阶、二阶导数. 因此, 由(1.6)可知Bayes检验函数

为:

δG(x) =





1, β(x) ≤ 0,

0, β(x) > 0.
(1.13)

于是检验函数δG(x)的Bayes风险为

R(G) = inf
δ

R(δ,G) = R(δG, G) = a

∫

Ω
β(x)δG(x)dx + CG. (1.14)

上述风险当先验分布G(θ)已知且δ(x) = δG(x)时, R(δG, G)是可以精确达到的. 但此

处G(θ)未知, 因而δG(x)也未知, 所以Bayes检验函数δG(x)无实用价值, 于是需要引入EB方

法. 这就导致构造其风险可任意接近R(δG, G)的EB检验函数.

本文第二节将导出危险函数的EB检验函数, 第三节给出EB检验函数的收敛速度并举

一个符合定理要求的先验分布的例子.

§2. EB检验函数的构造

在EB问题的结构中, 设(T1, θ1), (T2, θ2), · · · , (Tn, θn)和(T, θ)是独立同分布的随机向

量, 其中θ1, θ2, · · · , θn和θ具有共同的先验分布G(θ); Ti (i = 1, 2, · · · , n)是第i次截尾试验

所获得的数据, 且T1, T2, · · · , Tn, T为i.i.d.样本, 具有共同的边缘密度如(1.8)所示. 通常

称T1, T2, · · · , Tn为历史样本, 称T为当前样本.
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为构造EB检验函数,采用如下的核估计方法. 令s > 2为任意确定的自然数, Ki(y) (i =

0, 1, 2)为有界的Borel可测函数, 在区间(0, 1)之外取值为零; 对i = 0, 1, 2满足条件:

(A1)
1
j!

∫ 1

0
yjKi(y)dy =





1, j = i,

0, j 6= i, j = 0, 1, 2, · · · , s− 1.

设φ
(i)
G (x) (i = 0, 1, 2)表示φG(x)的第i阶导数, 记φ

(0)
G (x) = φG(x). 对i = 0, 1, 2, 类似

于Singh[10], 定义φ
(i)
G (x)的核估计为

φ(i)
n (x) =

1
nbi+1

n

n∑
j=1

Ki

(Tj − x

bn

)/
T r−1

j , i = 0, 1, 2. (2.1)

其中{bn}为一正数序列, 且 lim
n→∞ bn = 0.

由(1.12)和(2.1)可得β(x)的估计量为

βn(x) = xr−1[φ(2)
n (x) + 2θ0φ

(1)
n (x) + (θ2

0 − γ2
0)φn(x)]. (2.2)

于是定义δG(x)的估计为

δn(x) =





1, βn(x) ≤ 0,

0, βn(x) > 0.
(2.3)

则δn(x)即为检验问题(1.2)的EB检验函数.

在本文以下令En表示对随机变量(T1, T2, · · · , Tn, T )的联合分布求均值, 则δn(x)的全

面Bayes风险为

R(δn, G) = a

∫

Ω
β(x)En[δn(x)]dx + CG. (2.4)

按定义, 若对每个G ∈ ϑ有 lim
n→∞R(δn, G) = R(δG, G), 则称{δn}为关于ϑ渐近最优(a.o.)

的EB检验函数. 若R(δn, G) − R(δG, G) = O(n−q), q > 0, 则称EB检验函数{δn}的收敛速
度的阶为O(n−q).

由定义可知, EB检验函数优良性的评价取决于其风险逼近Bayes风险的程度.

本文以下令c, c1, c2, · · ·表示不依赖于n的正的常数, 且在不同之处可表示不同的值, 即

使在同一表达式中也是如此. 为得到EB检验函数的收敛速度, 需要下面的几个引理.

引理 2.1 若E[θ−(η+r)] < ∞, r为正整数, η = 0, 1, · · · , s, 其中s > 2为任意确定的自

然数, 则存在常数W > 0使得

sup
x
|φ(η)

G (x)| ≤ W < ∞.

证明: 由于

φ
(η)
G (x) = (−1)η

∫

Θ

θ−(r+η)

Γ(r)
e−x/θdG(θ),
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于是对于任意的x > 0有

|φ(η)
G (x)| ≤ 1

Γ(r)

∫ ∞

0
θ−(r+η)dG(θ) = cE[θ−(r+η)] ≤ W < ∞.

引理得证. ¤

引理 2.2 设φG(x)、φ
(1)
G (x)和φ

(2)
G (x)分别由(1.9)、(1.10)及(1.11)给出, φ

(i)
n (x) (i =

0, 1, 2)由(2.1)定义, 若E[θ−(r+s)] < ∞, s > 2和r均为正整数. 则当取bn = n−1/(2s+1)时,

对0 < µ ≤ 2有

En|φ(i)
n (x)− φ

(i)
G (x)|µ ≤ [c1i + c2ix

−µ(r−1)/2]n−µ(s−i)/(2s+1), i = 0, 1, 2.

证明: 由C-R不等式得

En|φ(i)
n (x)− φ

(i)
G (x)|µ ≤ 2|Enφ(i)

n (x)− φ
(i)
G (x)|µ + 2[Var (φ(i)

n (x))]µ/2

= 2(Qµ
1i + Q

µ/2
2i ), (2.5)

其中

Enφ(i)
n (x) =

1
bi+1
n

En

[
Ki

(T1 − x

bn

) 1
T r−1

1

]
=

1
bi
n

∫ 1

0
Ki(v)φG(x + bnv)dv.

将φG(x + bnv)在x处作Taylor展开到第s + 1项有

φG(x + bnv) = φG(x) + φ
(1)
G (x)bnv + · · ·+ φ

(s)
G (x + ξbnv)

s!
(bnv)s.

其中0 < ξ < 1. 利用核函数Ki(y) (i = 0, 1, 2)的正交性条件(A1)及考虑到|φ(s)
G (x)|的单调

性, 可知

|Enφ(i)
n (x)− φ

(i)
G (x)| ≤ bs−i

n

s!

∫ 1

0
|Ki(v)|vs|φ(s)

G (x + ξbnv)|dv ≤ c1|φ(s)
G (x)|bs−i

n .

因此, 当取bn = n−1/(2s+1)时有

Qµ
1i ≤ c1|φ(s)

G (x)|µn−µ(s−i)/(2s+1). (2.6)

再证Q
µ/2
2i . 利用φG(x)的单调性及核函数的性质, 可得

Q2i = Var (φ(i)
n (x)) =

1

nb
2(i+1)
n

Var
[
Ki

(T1 − x

bn

) 1
T r−1

1

]

≤ 1

nb
2(i+1)
n

En

[
Ki

(T1 − x

bn

) 1
T r−1

1

]2

=
1

nb2i+1
n

∫ 1

0

K2
i (v)

(x + bnv)r−1
φG(x + bnv)dv

≤ φG(x)
nb2i+1

n xr−1

∫ 1

0
K2

i (v)dv

≤ c2i

(φG(x)
xr−1

)
· (nb2i+1

n )−1. (2.7)
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由(2.7)知, 当取bn = n−1/(2s+1)时有

Q
µ/2
2i ≤ c2

(φG(x)
xr−1

)µ/2
n−µ(s−i)/(2s+1). (2.8)

将(2.6)、(2.8)代入(2.5)有

En|φ(i)
n (x)− φ

(i)
G (x)|µ ≤

[
c1i|φ(s)

G (x)|µ + c2i

(φG(x)
xr−1

)µ/2]
n−µ(s−i)/(2s+1).

由引理2.1可知, 当E[θ−(s+r)] < ∞时sup
x
|φ(s)

G (x)| ≤ W < ∞, sup
x
|φG(x)| ≤ W < ∞, 故有

En|φ(i)
n (x)− φ

(i)
G (x)|µ ≤ [c1i + c2ix

−µ(r−1)/2]n−µ(s−i)/(2s+1).

引理得证. ¤

引理 2.3 设R(δG, G)和R(δn, G)分别由(1.14)和(2.4)给出, 则

0 ≤ R(δn, G)−R(δG, G) ≤ a

∫

Ω
|β(x)|p(|βn(x)− β(x)| ≥ |β(x)|)dx.

证明: 见Johns, Van Ryzin[2]之引理1. ¤

引理 2.4 若

∫

Θ
θ−(r+2)dG(θ) < ∞, E(θl−r−i+1) < ∞,其中l = [(1+ρ)µ+κ]/(1−µ),

i = 0, 1, 2, r ≥ 1为正整数, 0 < µ < 1, κ ≥ 0, ρ为任意小的正数, 则有
∫ ∞

0
xκ|φ(i)

G (x)|1−µdx < ∞, i = 0, 1, 2.

证明: 由于

∫ ∞

0
xκ|φ(i)

G (x)|1−µdx =
∫ 1

0
xκ|φ(i)

G (x)|1−µdx +
∫ ∞

1
xκ|φ(i)

G (x)|1−µdx = J1 + J2. (2.9)

由引理2.1知|φ(i)
G (x)| ≤ c < ∞ (i = 0, 1, 2), 故有

J1 =
∫ 1

0
xκ|φ(i)

G (x)|1−µdx < ∞. (2.10)

由Hölder不等式, 可知

J2 =
∫ ∞

1
x−µ(1+ρ)[xµ(1+ρ)+κ|φ(i)

G (x)|1−µ]dx

≤
[ ∫ ∞

1
x−(1+ρ)dx

]µ
·
[ ∫ ∞

1
x[µ(1+ρ)+κ]/(1−µ)|φ(i)

G (x)|dx
]1−µ

= Jµ
21 · J1−µ

22 .
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显然J21 < ∞, 又有

J22 =
∫ ∞

1
xl|φ(i)

G (x)|dx ≤
∫ ∞

0
xldx

∫

Θ

θ−(r+i)

Γ(r)
e−x/θdG(θ)

=
∫

Θ

Γ(l + 1)
Γ(r)

θ(l−r−i+1)dG(θ)
∫ ∞

0

θ−(l+1)

Γ(l + 1)
x(l+1)−1e−x/θdx

≤ cE(θ(l−r−i+1)) < ∞.

所以

J2 =
∫ ∞

1
xκ|φ(i)

G (x)|1−µdx ≤ Jµ
21J

1−µ
22 < ∞. (2.11)

将(2.10)和(2.11)代入(2.9), 引理得证. ¤

引理 2.5 设β(x)由(1.12)给出, 若
∫

Θ
θ−(r+2)dG(θ) < ∞, E[θµ(r+ρ)/(1−µ)] < ∞, 其

中2/(3 + ρ) < µ < 1, ρ为任意小的正数, r由(1.4)给出, 则

(i)
∫ ∞

0
xµ(r−1)|β(x)|1−µdx < ∞,

(ii)
∫ ∞

0
xµ(r−1)/2|β(x)|1−µdx < ∞.

证明: 首先证(i). 由(1.12)有
∫ ∞

0
xµ(r−1)|β(x)|1−µdx

=
∫ ∞

0
xµ(r−1)|xr−1[φ(2)

G (x) + 2θ0φ
(1)
G (x) + (θ2

0 − γ2
0)φG(x)]|1−µdx

≤ c1

∫ ∞

0
xr−1|φ(2)

G (x)|1−µdx + c2

∫ ∞

0
xr−1|φ(1)

G (x)|1−µdx

+ c3

∫ ∞

0
xr−1|φG(x)|1−µdx

= c1I1 + c2I2 + c3I3. (2.12)

在引理2.4中取κ = r − 1, i = 0, 1, 2, 则当在
∫

Θ
θ−(r+2)dG(θ) < ∞且2/(3 + ρ) < µ < 1条件

下有E(θl−r−1) ≤ E(θl−r) ≤ E(θl−r+1) = E[θµ(ρ+r)/(1−µ)] < ∞时, 有

I1 =
∫ ∞

0
xr−1|φ(2)

G (x)|1−µdx < ∞,

I2 =
∫ ∞

0
xr−1|φ(1)

G (x)|1−µdx < ∞,

I3 =
∫ ∞

0
xr−1|φG(x)|1−µdx < ∞. (2.13)

将(2.13)代入(2.12), 引理2.5结论(i)得证.
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再证(ii). 同理(i)的证明过程, 只需在引理2.4中取κ = (2 − µ)(r − 1)/2, i = 0, 1, 2, 则

当在

∫

Θ
θ−(r+2)dG(θ) < ∞且2/(3 + ρ) < µ < 1条件下

E(θl−r−1) ≤ E(θl−r) ≤ E(θl−r+1) = E[θµ(1+2ρ+r)/[2(1−µ)]] ≤ E[θµ(ρ+r)/(1−µ)] < ∞

时, 引理2.5结论(ii)得证. ¤

§3. EB检验函数的收敛速度

本节中, 我们在适当的条件下获得了所构造的经验Bayes检验函数的收敛速度, 并给出

了相应地证明.

定理 3.1 设R(δG, G)和R(δn, G)分别由(1.14)和(2.4)给出, 若

E[θ−(r+s)] < ∞, E[θµ(r+ρ)/(1−µ)] < ∞,

其中ρ为任意小的正数, 正整数r由(1.4)给出, 2/(3 + ρ) < µ < 1, s > 2为任意确定的自然

数. 则当取bn = n−1/(2s+1)时, 有

R(δn, G)−R(δG, G) = O(n−µ(s−2)/(2s+1)).

注 当E[θ−(r+s)] < ∞时, 由Hölder不等式可推知
∫

Θ
θ−(r+2)dG(θ) < ∞, 因此这一条

件可在定理中省略.

证明: 类似文献[11]的证明方法, 由引理2.3和Markov不等式得

0 ≤ R(δn, G)−R(δG, G)

≤ a

∫

Ω
|β(x)|p(|βn(x)− β(x)| ≥ |β(x)|)dx

≤ a

∫

Ω
|β(x)|1−µEn|βn(x)− β(x)|µdx.

由(1.12)和(2.2)可得

En|βn(x)− β(x)|µ ≤ xµ(r−1)[c1En|φ(2)
n (x)− φ

(2)
G (x)|µ

+ c2En|φ(1)
n (x)− φ

(1)
G (x)|µ + c3En|φn(x)− φG(x)|µ].

又由引理2.2得

当i = 0时, 有En|φn(x)− φG(x)|µ ≤ [c10 + c20x
−µ(r−1)/2]n−µs/(2s+1),

当i = 1时, 有En|φ(1)
n (x)− φ

(1)
G (x)|µ ≤ [c11 + c21x

−µ(r−1)/2]n−µ(s−1)/(2s+1),

当i = 2时, 有En|φ(2)
n (x)− φ

(2)
G (x)|µ ≤ [c12 + c22x

−µ(r−1)/2]n−µ(s−2)/(2s+1).
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故

R(δn, G)−R(δG, G) ≤ a

∫ ∞

0
|β(x)|1−µ{xµ(r−1)[c1En|φ(2)

n (x)− φ
(2)
G (x)|µ

+ c2En|φ(1)
n (x)− φ

(1)
G (x)|µ + c3En|φn(x)− φG(x)|µ]}dx

≤
∫ ∞

0
|β(x)|1−µ[c1x

µ(r−1) + c2x
µ(r−1)/2]dx

· [c3n
−µ(s−2)/(2s+1) + c4n

−µ(s−1)/(2s+1) + c5n
−µs/(2s+1)]

≤ c1n
−µ(s−2)/(2s+1) + c2n

−µ(s−1)/(2s+1) + c3n
−µs/(2s+1)

≤ cn−µ(s−2)/(2s+1).

其中倒数第二个不等号由引理2.5得到, 于是有

R(δn, G)−R(δG, G) = O(n−µ(s−2)/(2s+1)),

定理3.1证毕. ¤

满足定理3.1条件的先验分布是较容易找到的. 例如设θ取如下的共轭先验分布

g(θ) =
1

Γ(γ)
θ−(γ+1)e−1/θ,

其中r ≥ 1, 2/(3 + ρ) < µ < 1, ρ为任意小的正数, γ > (r + ρ)µ/(1− µ). 则有

E(θ−(r+2)) =
Γ(r + γ + 2)

Γ(γ)
< ∞,

E(θ−(r+s)) =
Γ(r + γ + s)

Γ(γ)
< ∞,

E[θ(r+ρ)µ/(1−µ)] =
Γ[γ − (r + ρ)µ/(1− µ)]

Γ(γ)
< ∞.

由以上计算结果可知定理3.1的条件都成立.
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Convergence Rates of Empirical Bayes Two-Sided Tests

for the Hazard Function of Exponential Distribution:

In the Case of Type ⅡCensored
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Liu Cihua
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In this paper, by using the kernel-type density estimation, the empirical Bayes two-sided tests rules

for the hazard function of exponential family in the case of type Ⅱcensored samples are constructed. The

convergence rates of the proposed EB test rules are obtained under suitable conditions.

Keywords: The kernel estimation of density function, empirical Bayes test, convergence rates, type
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