
应用概率统计 第二十四卷
第二期 2008年4月

Chinese Journal of Applied Probability
and Statistics Vol.24 No.2 Apr. 2008

右随机截断下混合分布系数的非参数推断 ∗

陆 福 忠
(嘉兴学院数学与信息工程学院, 嘉兴, 314001)

摘 要

对于混合分布模型H = λF + (1− λ)G, 构造了在右随机截断下混合分布系数λ的估计量λ̂, 并证

明了λ̂的渐进正态性.

关键词: 混合分布, 渐进正态, Hadamard可微, 影响函数.

学科分类号: O212.1.

§1. 引 言

考虑非参数混合分布模型H = λF + (1 − λ)G, 其中F , G为两个不同的单变量分布,

0 < λ < 1, 本文的目标是对混合分布系数λ作出估计和推断.

如果可以假定F , G为参数分布, 则对未知参数λ的推断就有很多方法可循, 具体可见[6,

第4页]. 本文不假定F , G为参数分布, 事实上, 不切实际的参数分布假定将不会得到混合分

布系数λ的相合估计.

非参数混合分布模型的研究相对较少. 原因在于如果没有对于分布F , G的适当限制或

是得到分布F , G的训练样本, 模型是不可识别的.

因而, 对于非参数混合分布模型H = λF + (1 − λ)G中λ的估计, 有两种方法. 一是

对分布F , G作适当限制, 如[2]假定F , G为单变量对称分布, 且两者只相差一个位置参数.

[1]和[3]讨论了如下m维变量混合分布模型F (x) =
G∑

g=1
λgPg(x), 其中G已知, 且假定Pg(x) =

m∏
j=1

Fg(xj), Fg为单变量分布, g = 1, 2, · · · , G. 通过离散化观测数据将原混合分布模型转化

为与之相应的一个混合多项分布模型, 两个模型中的λ一样, 从而通过研究混合多项分布模

型得到λ的估计. 应当指出, [2]的假定使得模型可以归结为参数模型, 应用最小距离方法得

到了λ的估计, [1, 3]的方法要求m ≥ 2G − 1以保证模型可以识别. 他们的方法不能应用到

本文的单变量混合情况.

另一种方法是得到分布F, G的训练样本来得到F , G的经验分布. 如[4, 5, 11]. 再用最

小距离方法得到λ的估计.
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188 应用概率统计 第二十四卷

本文要求有分布F , G的训练样本, 从分布F中抽取n1个独立样本, 从分布G中抽取n2个

独立样本,从分布H中抽取n3 = n−n1−n2个独立样本,目标是λ的估计.本文与[4, 5, 11]等

不同的是所有样本均是经过右随机截断后的样本. 在生存分析和可靠性实验时, 通常都只

能得到截断样本. 一个实际应用是: 一批产品中有合格产品和不合格产品, 但是不知道它

们的比例. 我们要估计这一比例. 假设我们可以通过随机抽样预先得到合格产品和不合格

产品的生存时间大致的性状, 但是不假设它们的生存时间服从参数分布. 对于此问题, 据我

所知, 目前尚无文献涉及.

本文构造了混合分布系数λ的强相合估计量λ̂, 并证明了λ̂的渐近正态性. 渐近正态性

的证明所用方法是经典的可微统计量函数的渐近展开方法, 利用影响函数这一工具得到

了
√

n(λ̂− λ)的渐近方差.

§2. 混合分布系数λ的估计量的构造

本文的模型为

H0 = λF 0 + (1− λ)G0. (2.1)

F 0和G0为混合模型H0的组成成分分布, 设随机变量X0服从分布F 0, Y 0服从分布G0, Z0服

从分布H0, 我们想要得到分别来自分布F 0, G0,H0的样本, 但由于受到随机右截断, 实际上

得到如下观测量:

(Xi = min (X0
i , Xc

i ), δX
i = I(X0

i ≤ Xc
i )), i = 1, 2, · · · , n1,

(Yj = min (Y 0
j , Y c

j ), δY
j = I(Y 0

j ≤ Y c
j )), j = 1, 2, · · · , n2,

(Zk = min (Z0
k , Zc

k), δZ
k = I(Z0

k ≤ Zc
k)), k = 1, 2, · · · , n3.

其中, Xc
i服从分布CF是独立于X0

i的随机截断变量, Y c
j是服从分布CG独立于Y 0

j 的截断变

量, Zc
k是服从分布CH独立于Z0

k的随机截断变量, I(·)为示性函数. 本文假定Xi, Yj , Zk两两

相互独立.

由以上记号不难得到: 各Xi服从共同分布F满足1−F = (1−F 0)(1−CF ),各Yj服从共

同分布G满足1−G = (1−G0)(1−CG),各Zk服从共同分布H满足1−H = (1−H0)(1−CH).

记各子分布函数

F u(t) = P(Xi ≤ t, δX
i = 1), F c(t) = P(Xi ≤ t, δX

i = 0).

Gu(t) = P(Yj ≤ t, δY
j = 1), Gc(t) = P(Yj ≤ t, δY

j = 0).

Hu(t) = P(Zk ≤ t, δZ
k = 1), Hc(t) = P(Zk ≤ t, δZ

k = 0).
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其各自对应的子经验分布函数为:

F u
n1

(t) =
1
n1

n1∑
i=1
I(Xi ≤ t, δX

i = 1), F c
n1

(t) =
1
n1

n1∑
i=1
I(Xi ≤ t, δX

i = 0).

Gu
n2

(t) =
1
n2

n2∑
j=1
I(Yj ≤ t, δY

j = 1), Gc
n2

(t) =
1
n2

n2∑
j=1
I(Yj ≤ t, δY

j = 0).

Hu
n3

(t) =
1
n3

n3∑
k=1

I(Zk ≤ t, δZ
k = 1), Hc

n3
(t) =

1
n3

n3∑
k=1

I(Zk ≤ t, δZ
k = 0).

应用Peterson展开表达式[7]中的记号, 记生存函数

Su
F 0(t) = 1− F 0(t), Su

G0(t) = 1−G0(t), Su
H0(t) = 1−H0(t).

Su
F (t) = 1− F (t), Su

G(t) = 1−G(t), Su
H(t) = 1−H(t).

则子生存函数表示为:

Su
F (t) = P(Xi > t, δX

i = 1), Sc
F (t) = P(Xi > t, δX

i = 0).

Su
G(t) = P(Yj > t, δY

j = 1), Sc
G(t) = P(Yj > t, δY

j = 0).

Su
H(t) = P(Zk > t, δZ

k = 1), Sc
H(t) = P(Zk > t, δZ

k = 0).

而经验子生存函数表示为:

Su
Fn1

(t) =
1
n1

n1∑
i=1
I(Xi > t, δX

i = 1), Sc
Fn1

(t) =
1
n1

n1∑
i=1
I(Xi > t, δX

i = 0).

Su
Gn2

(t) =
1
n2

n2∑
j=1
I(Yj > t, δY

j = 1), Sc
Gn2

(t) =
1
n2

n2∑
j=1
I(Yj > t, δY

j = 0).

Su
Hn3

(t) =
1
n3

n3∑
k=1

I(Zk > t, δZ
k = 1), Sc

Hn3
(t) =

1
n3

n3∑
k=1

I(Zk > t, δZ
k = 0).

于是SF 0 , SG0 , SH0的Kaplan-Meier估计量定义为:

ŜF 0(t) = 1− F̂ 0(t) ,
∏

i:Xi≤t

( n1 − i

n1 − i + 1

)δX
(i)

, ∀ t ∈ R,

ŜG0(t) = 1− Ĝ0(t) ,
∏

j:Yj≤t

( n2 − j

n2 − j + 1

)δY
(j)

, ∀ t ∈ R,

ŜH0(t) = 1− Ĥ0(t) ,
∏

k:Zk≤t

( n3 − k

n3 − k + 1

)δZ
(k)

, ∀ t ∈ R.

这里, X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n1), Y(1) ≤ Y(2) ≤ · · · ≤ Y(n2), Z(1) ≤ Z(2) ≤ · · · ≤ Z(n3)为次

序统计量.

由模型(2.1)得知λ = (F 0 −G0)−1 × (H0 −G0). 由于F 0, G0为不同分布, 故存在x0, 使

得F 0(x0) 6= G0(x0). 本文用Kaplan-Meier估计F̂ 0, Ĝ0, Ĥ0分别估计分布F 0, G0,H0, 由K-

M估计的性质知道这些估计是强相合的. 之后用λ̂ = (F̂ 0 − Ĝ0)−1(x0) × (Ĥ0 − Ĝ0)(x0)作

为未知参数λ的估计量.
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记λ̂ = T (F̂ 0, Ĝ0, Ĥ0) , (F̂ 0 − Ĝ0)−1(x0)× (Ĥ0 − Ĝ0)(x0), 则λ = T (F 0, G0,H0).

由Peterson展式[7]:

SF 0(t) = 1− F 0(t) , T 0(Su
F , Sc

F , t)

= exp
( ∫ t

−∞

dSu
F (s)

(Su
F + Sc

F )(s)

)
× exp

( ∑
s≤t

ln
((Su

F + Sc
F )(s+)

(Su
F + Sc

F )(s−)

))
.

其中积分区域为属于(−∞, t)的Su
F (·)为连续的所有开区间之并, 求和区域为Sc

F (·)不连续的
点集.

SF 0(t)的经验估计为

ŜF 0
n1

(t) = exp
( ∫ t

−∞

dSu
Fn1

(s)

(Su
Fn1

+ Sc
Fn1

)(s)

)
× exp

( ∑
s≤t

ln
((Su

Fn1
+ Sc

Fn1
)(s+)

(Su
Fn1

+ Sc
Fn1

)(s−)

))
.

积分区域及求和区域类似上式规定.

同样类似定义SG0(t), SH0(t)及其估计量ŜG0
n2

(t), ŜH0
n3

(t).

则λ和λ̂可以分别表示为

λ̂ = T (F̂ 0, Ĝ0, Ĥ0)

= T (T 0(Su
Fn1

, Sc
Fn1

, t), T 0(Su
Gn2

, Sc
Gn2

, t), T 0(Su
Hn3

, Sc
Hn3

, t))

, V (Su
Fn1

, Sc
Fn1

, Su
Gn2

, Sc
Gn2

, Su
Hn3

, Sc
Hn3

),

λ = V (Su
F , Sc

F , Su
G, Sc

G, Su
H , Sc

H).

由于估计量λ̂是关于Kaplan-Meier估计F̂ 0, Ĝ0, Ĥ0的函数, 为保证λ̂的存在及要证明的渐近

正态性, 必须对随机截断变量作些限制, [10]有如下结果(将其应用到本文中的F 0及CF得到

如下定理).

定理 2.1 (Stute and Wang Theorem) 设F 0和CF没有公共跳跃点, τF 0 ≤ τCF
, 其

中τF 0 , min {t : F 0(t) = 1}, φ(x)为直线上Borel可测函数, 满足
∫
|φ(x)|dF 0(x) < ∞. 如

果有F 0(τF 0−) = 1或CF (τF 0−) < 1, 则有

lim
n1→∞

∫ ∞

−∞
φ(x)dF̂ 0(x) →

∫ ∞

−∞
φ(x)dF 0(x) a.s..

因此本文总假设:

1. F 0和CF无公共跳跃点, τF 0 ≤ τCF
, F 0(τF 0−) = 1或CF (τF 0−) < 1.

2. G0和CG无公共跳跃点, τG0 ≤ τCG
, G0(τG0−) = 1或CG(τG0−) < 1.

3. H0和CH无公共跳跃点, τH0 ≤ τCH
, H0(τH0−) = 1或CH(τH0−) < 1.

一般而言, 以上条件是容易满足的, τF 0 ≤ τCF
, τG0 ≤ τCG

, τH0 ≤ τCH
是在右截断情况下自

然的条件, 其余的条件如当F 0, G0,H0连续时显然成立.

《
应
用
概
率
统
计
》
版
权
所
有



第二期 陆福忠: 右随机截断下混合分布系数的非参数推断 191

§3. 统计量函数T, V的可微性证明及其相应的影响函数的表达

本节证明统计量函数T的Fréchet可微性及统计量函数V的Hadamard可微性, 然后推

广[8]中对于多元复合映射的影响函数的链法则公式, 求出统计量函数V的影响函数.

先证明λ = T (F 0, G0,H0)中的函数T在(F 0, G0,H0)处是Fréchet可微的. (Fréchet可微

的定义见[8, 9])

命题 3.1 统计量函数T = (F 0 − G0)−1 × (H0 − G0)在(F 0, G0,H0)处关于最大范

数‖ · ‖∞是Fréchet可微的.

证明: 只需验证T满足Fréchet可微的定义.即: 当‖Fm−F 0‖∞ → 0, ‖Gn−G0‖∞ → 0,

‖Hl − H0‖∞ → 0时, 存在线性函数d1T, d2T, d3T , 使得T (Fm, Gn,Hl) − T (F0, G0,H0) −
d1T (Fm − F 0, G0,H0)− d2T (F 0, Gn −G0,H0)− d3T (F 0, G0,Hl −H0)是比‖Fm − F 0‖∞,

‖Gn −G0‖∞, ‖Hl −H0‖∞更高阶的无穷小.

取线性函数d1T, d2T, d3T , 使得

d1T (Fm − F 0, G0,H0) = −λ× (Fm − F 0)(x0)/(F 0 −G0)(x0),

d2T (F 0, Gn −G0,H0) = (λ− 1)× (Gn −G0)(x0)/(F 0 −G0)(x0),

d3T (F 0, G0,Hl −H0) = (Hl −H0)(x0)/(F 0 −G0)(x0).

显然d1T, d2T, d3T均是相应变量的线性函数. 将其表达式代入, 计算后整理得余项为

Rem = T (Fm, Gn,Hl)− T (F 0, G0,H0)

− d1T (Fm − F 0, G0,H0)− d2T (F 0, Gn −G0,H0)− d3T (F 0, G0,Hl −H0)

=
((F 0 −G0)(Hl −H0) + (G0 −H0)(Fm − F 0) + (H0 − F 0)(Gn −G0))(x0)

(F 0 −G0)(x0)

× (Fm − F 0)(x0) + (Gn −G0)(x0)
(Fm −Gn)(x0)× (F 0 −G0)(x0)

.

由于余项的表达式是若干个两项无穷小的乘积之和, 显然它是较之‖Fm − F 0‖∞, ‖Gn −
G0‖∞, ‖Hl −H0‖∞更高阶的无穷小. ¤

由于Fréchet可微蕴涵Hadamard可微, 因而函数T也是Hadamard可微的. 且d1T , d2T ,

d3T分别是T对于三个变量的微分. 根据[8]中影响函数的定义, 可以得到如下关系表达式

d
dε

T (F 0 + ε(Fm − F 0), G0,H0)|ε=0 = d1T (Fm − F 0, G0,H0)

=
∫

IC1(T, F 0, G0,H0, x)d(Fm − F 0)(x),

d
dε

T (F 0, G0 + ε(Gn −G0),H0)|ε=0 = d2T (F 0, Gn −G0,H0)

=
∫

IC2(T, F 0, G0,H0, x)d(Gn −G0)(x),
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192 应用概率统计 第二十四卷

d
dε

T (F 0, G0,H0 + ε(Hl −H0))|ε=0 = d3T (F 0, G0,H l −H0)

=
∫

IC3(T, F 0, G0,H0, x)d(Hl −H0)(x).

由于已经求出了d1T, d2T, d3T , 从而可以解出T对于三个变量的影响函数分别为:

IC1(T, F 0, G0,H0, x) = −λ× (F 0 −G0)−1(x0)× I(x ≤ x0),

IC2(T, F 0, G0,H0, x) = (λ− 1)× (F 0 −G0)−1(x0)× I(x ≤ x0), (3.1)

IC3(T, F 0, G0,H0, x) = (F 0 −G0)−1(x0)× I(x ≤ x0).

统计量函数T 0的Hadamard可微性已在[8]中获得, 其对应的影响函数为:

IC1(T 0, Su
F , Sc

F , s)(t) = SF 0(t)×
(I(s ≤ t)

SF (s)
+

∫ s∧t

−∞

dSu
F (u)

S2
F (u)

)
,

IC2(T 0, Su
F , Sc

F , s)(t) = SF 0(t)×
∫ s∧t

−∞

dSu
F (u)

S2
F (u)

,

IC1(T 0, Su
G, Sc

G, s)(t) = SG0(t)×
(I(s ≤ t)

SG(s)
+

∫ s∧t

−∞

dSu
G(u)

S2
G(u)

)
,

IC2(T 0, Su
G, Sc

G, s)(t) = SG0(t)×
∫ s∧t

−∞

dSu
G(u)

S2
G(u)

,

IC1(T 0, Su
H , Sc

H , s)(t) = SH0(t)×
(I(s ≤ t)

SH(s)
+

∫ s∧t

−∞

dSu
H(u)

S2
H(u)

)
,

IC2(T 0, Su
H , Sc

H , s)(t) = SH0(t)×
∫ s∧t

−∞

dSu
H(u)

S2
H(u)

.

由Hadamard可微统计量函数的链法则易知,

V (Su
F , Sc

F , Su
G, Sc

G, Su
H , Sc

H) = T (T 0(Su
F , Sc

F , t), T 0(Su
G, Sc

G, t), T 0(Su
H , Sc

H , t))

在(Su
F , Sc

F , Su
G, Sc

G, Su
H , Sc

H)处是Hadamard可微的, 用链法则求复合函数的影响函数, 则

d1V (Su
Fn−1

− Su
F , Sc

F , · · · , Sc
H) = d1T (ŜF 0 − SF 0 , SG0 , SH0) ◦ d1T

0(Su
Fn1

− Su
F , Sc

F , s)(t),

d2V (Su
F , Sc

Fn−1
− Sc

F , · · · , Sc
H) = d1T (ŜF 0 − SF 0 , SG0 , SH0) ◦ d2T

0(Su
F , Sc

Fn1
− Sc

F , s)(t),

d3V (· · · , Su
Gn−2

− Su
G, · · · , Sc

H) = d2T (SF 0 , ŜG0 − SG0 , SH0) ◦ d1T
0(Su

Gn2
− Su

G, Sc
G, s)(t),

d4V (· · · , Sc
Gn2

− Sc
G · · · , Sc

H) = d2T (SF 0 , ŜG0 − SG0 , SH0) ◦ d2T
0(Su

G, Sc
Gn2

− Sc
G, s)(t),

d5V (Su
F , · · · , Su

Hn2
− Su

H , Sc
H) = d3T (ŜF 0 , SG0 , ŜH0 − SH0) ◦ d1T

0(Su
Hn3

− Su
H , Sc

H , s)(t),

d6V (Su
F , · · · , Su

H , Sc
Hn3

− Sc
H) = d3T (ŜF 0 , SG0 , ŜH0 − SH0) ◦ d2T

0(Su
H , Sc

Hn3
− Sc

H , s)(t).

其中, 记号“◦”表示函数的复合. 由微分与影响函数的关系

d1V (S) =
∫

IC1(V, x)dS(x)
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知(简记IC1(V, Su
F , Sc

F , Su
G, Sc

G, Su
H , Sc

H , x)为IC1(V, x)), 则

IC1(V, x) =
∫ ∞

−∞
IC1(T 0, Su

F , Sc
F , x)(y)dIC1(T, F 0, G0,H0, y),

IC2(V, x) =
∫ ∞

−∞
IC2(T 0, Su

F , Sc
F , x)(y)dIC1(T, F 0, G0,H0, y),

IC3(V, x) =
∫ ∞

−∞
IC1(T 0, Su

G, Sc
G, x)(y)dIC2(T, F 0, G0,H0, y),

IC4(V, x) =
∫ ∞

−∞
IC2(T 0, Su

G, Sc
G, x)(y)dIC2(T, F 0, G0,H0, y),

IC5(V, x) =
∫ ∞

−∞
IC1(T 0, Su

H , Sc
H , x)(y)dIC3(T, F 0, G0,H0, y),

IC6(V, x) =
∫ ∞

−∞
IC2(T 0, Su

H , Sc
H , x)(y)dIC3(T, F 0, G0,H0, y).

以上计算用过一次分部积分, 因为ICi(T 0, x)(±∞) = 0, i = 1, 2, 故ICi(T 0, x)(±∞) ×
ICj(T, y) = 0, i = 1, 2, j = 1, 2, 3.

§4. 主要结果

上节已经得到λ̂ = V (Su
Fn1

, Sc
Fn1

, Su
Gn2

, Sc
Gn2

, Su
Hn3

, Sc
Hn3

)及λ = V (Su
F , Sc

F , Su
G, Sc

G, Su
H ,

Sc
H), 还证明了函数V的Hadamard可微性, 所以可以将λ̂展开为

λ̂ = λ +
∫ ∞

−∞
IC1(V, y)d(Su

Fn1
− Su

F )(y) +
∫ ∞

−∞
IC2(V, y)d(Sc

Fn1
− Sc

F )(y)

+
∫ ∞

−∞
IC3(V, y)d(Su

Gn2
− Su

G)(y) +
∫ ∞

−∞
IC4(V, y)d(Sc

Gn2
− Sc

G)(y)

+
∫ ∞

−∞
IC5(V, y)d(Su

Hn3
− Su

H)(y) +
∫ ∞

−∞
IC6(V, y)d(Sc

Hn3
− Sc

H)(y) + Rem.

类似命题3.1的讨论, 知道余项Rem为高阶无穷小, 故忽略Rem后得到

λ̂ = λ− 1
n1

∑
i:δX

i =1

IC1(V, Xi)−
∫ ∞

−∞
IC1(V, y)dSu

F (y)− 1
n1

∑
i:δX

i =0

IC2(V, Xi)

−
∫ ∞

−∞
IC2(V, y)dSc

F (y)− 1
n2

∑
j:δY

j =1

IC3(V, Yj)−
∫ ∞

−∞
IC3(V, y)dSu

G(y)

− 1
n2

∑
j:δY

j =0

IC4(V, Yj)−
∫ ∞

−∞
IC4(V, y)dSc

G(y)− 1
n3

∑
k:δZ

k =1

IC5(V, Zk)

−
∫ ∞

−∞
IC5(V, y)dSu

H(y)− 1
n3

∑
k:δZ

k =0

IC6(V, Zk)−
∫ ∞

−∞
IC6(V, y)dSc

H(y). (4.1)
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经计算得出
∫ ∞

−∞
IC1(V, y)dSu

F (y) +
∫ ∞

−∞
IC2(V, y)dSc

F (y) = 0,

∫ ∞

−∞
IC3(V, y)dSu

G(y) +
∫ ∞

−∞
IC4(V, y)dSc

G(y) = 0,

∫ ∞

−∞
IC5(V, y)dSu

H(y) +
∫ ∞

−∞
IC6(V, y)dSc

H(y) = 0.

从而

E
( ∑

i:δX
i =1

IC1(V, Xi) +
∑

i:δX
i =0

IC2(V, Xi)
)

= 0,

E
( ∑

j:δY
j =1

IC3(V, Yj) +
∑

j:δY
j =0

IC4(V, Yj)
)

= 0, (4.2)

E
( ∑

k:δZ
k =1

IC5(V, Zk) +
∑

k:δZ
k =0

IC6(V, Zk)
)

= 0.

因而(4.1)式为

λ̂ = λ− 1
n1

∑
i:δX

i =1

IC1(V, Xi)− 1
n1

∑
i:δX

i =0

IC2(V, Xi)

− 1
n2

∑
j:δY

j =1

IC3(V, Yj)− 1
n2

∑
j:δY

j =0

IC4(V, Yj)

− 1
n3

∑
k:δZ

k =1

IC5(V, Zk)− 1
n3

∑
k:δZ

k =0

IC6(V, Zk).

若n = n1 + n2 + n3 →∞时, 有

n1

n
→ C1,

n2

n
→ C2,

n3

n
→ C3,

其中C1, C2, C3为常数, 则由于Su
Fn1

, Sc
Fn1

, Su
Gn2

, Sc
Gn2

, Su
Hn3

, Sc
Hn3
均为子经验分布, 应

用中心极限定理知道
√

n(Su
Fn1

− Su
F ),

√
n(Sc

Fn1
− Sc

F ),
√

n(Su
Gn2

− Su
G),

√
n(Sc

Gn2
− Sc

G),
√

n(Su
Hn3

−Su
H),

√
n(Sc

Hn3
−Sc

H)均为零均值的有限方差正态分布. 又因为Xi, Yj , Zk的两两

独立性, 得到
√

n(Su
Fn1

− Su
F , Sc

Fn1
− Sc

F , Su
Gn2

− Su
G, Sc

Gn2
− Sc

G, Su
Hn3

− Su
H , Sc

Hn3
− Sc

H)服

从零均值的多元正态分布. 由于已证明函数V的Hadamard可微性, 则此时函数V的作用实

际上由其线性微分dV所决定, 而多元正态分布的线性组合仍然是一正态分布. 故

√
n(λ̂− λ) =

√
n(V (Su

Fn1
, Sc

Fn1
, Su

Gn2
, Sc

Gn2
, Su

Hn3
, Sc

Hn3
)− V (Su

F , Sc
F , Su

G, Sc
G, Su

H , Sc
H))

的渐近正态性由Function Delta Method所保证, 可参阅[12, 第296页]. 即有
√

n(λ̂− λ) →D

N(0, σ2), 其中“D”表示依分布收敛. 渐近方差σ2在下文给出. 显然, 由函数V的Hadamard

可微性及上面的推导可知, λ̂是λ的强相合估计.
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接下来求渐近方差σ2. 应用式(4.2), 经计算得:

E(λ̂− λ)2 = E
(
− 1

n1

∑
i:δX

i =1

IC1(V, Xi)− 1
n1

∑
i:δX

i =0

IC2(V, Xi)

− 1
n2

∑
j:δY

j =1

IC3(V, Yj)− 1
n2

∑
j:δY

j =0

IC4(V, Yj)

− 1
n3

∑
k:δZ

k =1

IC5(V, Zk)− 1
n3

∑
k:δZ

k =0

IC6(V, Zk)
)2

=
1
n1

( ∫ ∞

−∞
IC2

1 (V, y)dF u(y) +
∫ ∞

−∞
IC2

2 (V, y)dF c(y)
)

+
1
n2

( ∫ ∞

−∞
IC2

3 (V, y)dGu(y) +
∫ ∞

−∞
IC2

4 (V, y)dF c(y)
)

+
1
n3

( ∫ ∞

−∞
IC2

5 (V, y)dHu(y) +
∫ ∞

−∞
IC2

6 (V, y)dHc(y)
)
.

上式成立是因为本文假设Xi, Yj , Zk两两相互独立, 所以各交差项求期望后都为零. 将ICi

·(V, x), i = 1, 2, · · · , 6的表达式代入上式, 有

E(λ̂− λ)2 =
1
n1

( ∫ ∞

−∞

( ∫ ∞

−∞
IC1(T 0, x)(y)dIC1(T, y)

)2
dF u(x)

+
∫ ∞

−∞

( ∫ ∞

−∞
IC2(T 0, x)(y)dIC1(T, y)

)2
dF c(x)

)

+
1
n2

( ∫ ∞

−∞

( ∫ ∞

−∞
IC1(T 0, x)(y)dIC2(T, y)

)2
dGu(x)

+
∫ ∞

−∞

( ∫ ∞

−∞
IC2(T 0, x)(y)dIC2(T, y)

)2
dGc(x)

)

+
1
n3

( ∫ ∞

−∞

( ∫ ∞

−∞
IC1(T 0, x)(y)dIC3(T, y)

)2
dHu(x)

+
∫ ∞

−∞

( ∫ ∞

−∞
IC2(T 0, x)(y)dIC3(T, y)

)2
dHc(x)

)
.

把IC1(T 0, x)(y), IC2(T 0, x)(y)的表达式代入上式, 在这里只计算前两项和以说明计算方法

及结果.

1
n1

( ∫ ∞

−∞

( ∫ ∞

−∞
IC1(T 0, x)(y)dIC1(T, y)

)2
dF u(x)

+
∫ ∞

−∞

( ∫ ∞

−∞
IC2(T 0, x)(y)dIC1(T, y)

)2
dF c(x)

)

=
1
n1

∫ ∞

−∞

(
SF 0(y)

(I(x ≤ y)
SF (x)

+
∫ x∧y

−∞

dSu
F (u)

S2
F (u)

)
dIC1(T, y)

)2
dF u(x)

+
1
n1

∫ ∞

−∞

(
SF 0(y)

∫ x∧y

−∞

dSu
F (u)

S2
F (u)

dIC1(T, y)
)2

dF c(x)
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=
1
n1

∫ ∞

−∞

(
SF 0(y)

I(x ≤ y)
SF (x)

dIC1(T, y)
)2

dF u(x)

+
1
n1

∫ ∞

−∞

(
SF 0(y)

∫ x∧y

−∞

dSu
F (u)

S2
F (u)

dIC1(T, y)
)2

d(F u + F c)(x)

+
2
n1

∫ ∞

−∞

( ∫ ∞

−∞

(
SF 0(y)

I(x ≤ y)
SF (x)

)
dIC1(T, y)

×
∫ ∞

−∞

(
SF 0(y)

∫ x∧y

−∞

dSu
F (u)

S2
F (u)

)
dIC1(T, y)

)
dF u(x).

对第二项做分部积分, 所得正好等于−1×第三项, 因而
1
n1

( ∫ ∞

−∞

( ∫ ∞

−∞
IC1(T 0, x)(y)dIC1(T, y)

)2
dF u(x)

+
∫ ∞

−∞

( ∫ ∞

−∞
IC2(T 0, x)(y)dIC1(T, y)

)2
dF c(x)

)

=
1
n1

∫ ∞

−∞

(
SF 0(y)

(I(x ≤ y)
SF (x)

+
∫ x∧y

−∞

dSu
F (u)

S2
F (u)

)
dIC1(T, y)

)2
dF u(x).

同理对另外四项求和, 最后得到

E(λ̂− λ)2 =
1
n1

∫ ∞

−∞

(
SF 0(y)

(I(x ≤ y)
SF (x)

+
∫ x∧y

−∞

dSu
F (u)

S2
F (u)

)
dIC1(T, y)

)2
dF u(x)

+
1
n2

∫ ∞

−∞

(
SG0(y)

(I(x ≤ y)
SG(x)

+
∫ x∧y

−∞

dSu
G(u)

S2
G(u)

)
dIC2(T, y)

)2
dGu(x)

+
1
n3

∫ ∞

−∞

(
SH0(y)

(I(x ≤ y)
SH(x)

+
∫ x∧y

−∞

dSu
H(u)

S2
H(u)

)
dIC3(T, y)

)2
dHu(x).

再把式(3.1)代入得

E(λ̂− λ)2 =
1
n1
× λ2 × (F 0 −G0)−2(x0)× (1− F 0(x0))2 ×

∫ x0

−∞

dF u(x)
S2

F (x)

+
1
n2
× (λ− 1)2 × (F 0 −G0)−2(x0)× (1−G0(x0))2 ×

∫ x0

−∞

dGu(x)
S2

G(x)

+
1
n3
× (F 0 −G0)−2(x0)× (1−H0(x0))2 ×

∫ x0

−∞

dHu(x)
S2

H(x)
.

所以

σ2 = n× E(λ̂− λ)2

=
1
C1

× λ2 × (F 0 −G0)−2(x0)× (1− F 0(x0))2 ×
∫ x0

−∞

dF u(x)
S2

F (x)

+
1
C2

× (λ− 1)2 × (F 0 −G0)−2(x0)× (1−G0(x0))2 ×
∫ x0

−∞

dGu(x)
S2

G(x)

+
1
C3

× (F 0 −G0)−2(x0)× (1−H0(x0))2 ×
∫ x0

−∞

dHu(x)
S2

H(x)
. (4.3)

从而如下定理成立:
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定理 4.1 对于混合模型H0 = λF 0 + (1 − λ)G0, 在随机右截断下得到n1个服从分

布F的独立样本, n2个服从分布G的独立样本, n3个服从分布H的独立样本, 各样本间任何

个体两两相互独立,分布F, G, H分别满足1−F = (1−F 0)(1−CF ), 1−G = (1−G0)(1−CG),

1−H = (1−H0)(1−CH), CF , CG, CH分别是对应于F, G, H的截断变量的分布函数, 满足

第二节中的条件1, 2, 3, 若n = n1 + n2 + n3 →∞时, 有

n1

n
→ C1,

n2

n
→ C2,

n3

n
→ C3,

其中, C1, C2, C3为常数, 则λ的相合估计量λ̂服从如下的渐近正态分布.

√
n(λ̂− λ) →D N(0, σ2).

其中, 渐近方差σ2由(4.3)式给出.

注记 1 • 很明显, 可以选取适当的x0, 使得(F 0 −G0)(x0)足够大, 从而可望得到λ的

方差最小的强相合渐近正态估计量λ̂.

• 若无截断发生时, K-M估计退化为经验分布估计, 由(4.3)式得σ2为

σ2 =
1
C1

× λ2 × (F 0 −G0)−2(x0)× F 0(x0)× (1− F 0(x0))

+
1
C2

× (λ− 1)2 × (F 0 −G0)−2(x0)×G0(x0)× (1−G0(x0))

+
1
C3

× (F 0 −G0)−2(x0)×H0(x0)× (1−H0(x0)).

该结果与用经验分布估计Fm, Gn,Hl代替K-M估计F̂ 0, Ĝ0, Ĥ0得出的结果一致.

• 对于多于两个分布的混合, 如模型I0 = λ1F
0 + λ2G

0 + (1 − λ1 − λ2)H0, 理论上本

文的方法同样有效, 只须取不同的两点x0, x1, 建立λ1, λ2的表达式, 只是计算较繁.
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Nonparametric Estimation of Mixture Proportion

under Random Right Censoring

Lu Fuzhong

((School of Mathematics & Information Engineering, Jiaxing University, Jiaxing, 314001 )

On the mixture model H = λF + (1 − λ)G, we derive the consistent estimator λ̂ of the mixture

proportion λ under random right censoring, we also discuss the asymptotic normality of the estimator λ̂.
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