
应用概率统计 第二十四卷
第六期 2008年12月

Chinese Journal of Applied Probability
and Statistics Vol.24 No.6 Dec. 2008

随机利率下有股利分配的可转换债券的鞅定价

朱 丹
(湖南财经高等专科学校, 长沙, 410205)

杨向群
(湖南师范大学数学与计算机科学学院, 长沙, 410081)

摘 要

从定量的角度分析了随机利率下有股利分配的可转换债券的价值构成, 并在股票价格服从对数

正态分布的条件下, 利用Martingale Pricing方法推导出其定价公式.
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§1. 引 言

可转换债券是一种企业债券和股票期权相结合的混合证券. 首先, 它具有企业债券的
一般特征, 即, 债券到期后, 若债券持有人没有行使转换的权利, 发行人必须偿还本金及利
息; 其次, 它在本质上属于股票期权, 即投资者在购入该债券时获得在某个时间按敲定的转
换价格转换成股票的权利. 但因为它和一般期权相比具备基本的利率保证, 所以可转换债
券具有比一般期权更高的价值. 20世纪90年代, 我国在国内及境外均开始尝试发行可转换
债券.

对可转换债券定价问题的最早研究当属Ingersoll[2]. 他在假定可转换债券一次性完全
转换成股票的条件下研究了可转换债券的定价问题, 结论是可转换债券的市场价值是普通
债券的市场价值与权证市场价值之和, 但具体定价参数仍难以确定. 其后的研究多集中在
可转换债券的转换价格及赎回策略的制定上[3, 4]. 郑小迎、陈金贤在假定股票价格服从对
数正态分布的条件下, 利用无风险套利原理, 得到了关于可转换债券的定价微分方程[5].

在完备市场环境下, 对于普通的可转换债券, 利用鞅方法定价(即风险中性定价理论),
已经得到了解析定价公式[1], 但对于随机利率下有股利分配的较复杂的可转换债券, 到目
前为止, 它的定价还没有得到解析形式的公式. 本文利用鞅论及随机微分方程理论, 在随机
利率下考虑问题, 给出了有股利分配的可转换债券的定价公式.

§2. 可转换债券的构成要素及价值组成

一般而言, 普通可转换债券具有以下一些要素:
1)基本股票: 它是可转换债券的标的物, 即可转换债券可以转换成的那种股票; 2)票面

利率: 它给予投资者一个最低收益的保证, 但通常低于普通债券利率和银行利率, 以反映可
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转换债券期权的价值; 3)转换价格: 即债券发行时就确定了的将债券转换成股票时应付的
每股价格, 一般高于发行时股票的市场价格, 否则就意味着贴现发行; 4)转换期限: 即可转
换债券的有效期限; 对于本文所研究的可转换债券, 其构成要素还包括: 5)连续红利率: 它
是可转换债券对应股票的红利率, 一般为时间的非随机函数; 6)股利分配条款: 所谓股利分
配条款, 它是发行公司为吸引投资者而实行的在约定时刻对投资者分配红利的策略.

§3. 模型的假设及概率测度的转换

1. 模型假设
在给定的市场及带流概率空间(Ω,F ,P, (Ft)0≤t≤T )
1) 市场为有效的无摩擦市场, 有两种资产: 一种无风险资产, 称为债券或银行存款, 其

价格过程满足方程

dBt = µ1(t)Btdt + σ1(t)BtdWP
t , BT = 1, (3.1)

Bt = B(t, T )为T时刻到期的零息票债券在时刻t的价格; 同时, 定义bt = b(t, τ)表示τ (τ ≤
T )时刻到期的零息票债券在时刻t的价格, bτ = b(τ, τ) = 1, Bτ = Bt/bt; 另一种是可转换债
券, 其对应的基本股票价格过程满足方程

dSt = (µ2(t)− q(t))Stdt + σ2(t)StdWP
t , (3.2)

St表示股票在t时刻的价格, 其中, µi(t), σi(t) (i = 1, 2)分别为相应价格过程在时刻t的瞬间

期望报酬率, 瞬间标准差, µi(t), σi(t), q(t)均为时间t的非随机函数, 且满足可积条件:
∫ T

0
µi(t)dt < ∞,

∫ T

0
σ2

i (t)dt < ∞,

q(t)为连续红利率, dWP
t 表示在概率测度P下布朗运动在t时刻的瞬间增量.

2) 股票交易连续进行(即在任何时刻均可进行), 不存在交易费用及交易税;
3) 债券利息按连续复利计算;
4) 可转换债券无违约风险.
由于红利支付往往会引起股票价格的下降, 因此, 对于有红利分配的可转换债券, 发

行公司多数附有转换调整条件, 在股利分配后转换价格将进行调整, 这就使有红利支付
的可转换债券实际上成为一种特殊的重置期权. 它规定: 对于到期时刻为T , 原定转换
价格为Cv的可转换债券, 在事先约定的股票发息时刻τ , 债券持有者有权对原定的转换价
格重设: 若Sτ ≥ Cv, 他不使用此权利; 若Sτ < Cv, 他使用此权利, 将转换价格重设为Sτ ,
Sτ为τ时刻的股票价格. 其到期现金流量(或到期值)以公式表示如下: 到期收益VT为

VT =





Pb, ST < Pb · Cv/M, Sτ ≥ Cv,

(M/Cv) · ST , ST ≥ Pb · Cv/M, Sτ ≥ Cv,

Pb, ST < Pb · Sτ/M, Sτ < Cv,

(M/Sτ ) · ST , ST ≥ Pb · Sτ/M, Sτ < Cv.
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其中, VT代表可转换债券到期时刻(T )的价值, Pb = MeiT代表以票面利率i计算的单纯的债

券价值, M代表可转换债券的面值, Cv代表约定的转换价格, Sτ代表τ时刻的股价.

2. 概率测度的转换
为简化计算, 下面先利用Girsanov定理进行概率测度的转换. 令Zt = St/Bt, 将Itô公式

作用于St/Bt, 并结合(3.1)、(3.2)式可得:

dZt = Zt[(µ2(t)− µ1(t)− q(t) + σ1(t)(σ1(t)− σ2(t)))dt + (σ2(t)− σ1(t))dWP
t ].

再令

θt =
µ2(t)− µ1(t) + σ1(t)(σ1(t)− σ2(t))

σ2(t)− σ1(t)
,

θt是时间t的非随机函数, 假定σ2(t)− σ1(t) 6= 0, 则

EP exp
(1

2

∫ t

0
θ2
sds

)
< ∞.

定义测度Q: 满足
dQ

dP
= exp

(
− 1

2

∫ T

0
θ2
t dt−

∫ T

0
θtdWP

t

)
.

由Girsanov定理, 可知Q是P的等价鞅测度, 且

WQ
t = WP

t +
∫ t

0
θsds,

WQ
t 是Q测度下的标准布朗运动. 在Q测度下Zt满足

dZt = Zt[−q(t)dt + (σ2(t)− σ1(t))dWQ
s ],

即

ZT = Zt exp
[
−

∫ T

t
q(s)ds− 1

2

∫ T

t
(σ2(s)− σ1(s))2ds +

∫ T

t
(σ2(s)− σ1(s))dWQ

s

]
. (3.3)

再定义测度R: 满足

dR

dQ
= exp

(
− 1

2

∫ T

0
(σ2(s)− σ1(s))2ds +

∫ T

0
(σ2(s)− σ1(s))dWQ

s

)
.

由Girsanov定理, 可知R是Q的等价鞅测度, 且

dWR
t = dWQ

t − (σ2(t)− σ1(t))dt,

WR
t 是R测度下的标准布朗运动. 在R测度下

ZT = Zt exp
[
−

∫ T

t
q(s)ds +

1
2

∫ T

t
(σ2(s)− σ1(s))2ds +

∫ T

t
(σ2(s)− σ1(s))dWR

s

]
, (3.4)

且

EQ
[
exp

(
− 1

2

∫ T

0
(σ2(s)− σ1(s))2ds +

∫ T

0
(σ2(s)− σ1(s))dWQ

s

)
IA

]
= ER[IA]. (3.5)

这里IA是A的示性函数, A ∈ Ft.

《
应
用
概
率
统
计
》
版
权
所
有



616 应用概率统计 第二十四卷

§4. 随机利率下有股利分配的可转换债券的Martingale定价

为方便起见, 先约定一些符号: 用

N(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−(1/2)·s2

ds

表示标准正态分布函数,

N(x, y, ρ) =
1

2π
√

1− ρ2

∫ x

−∞

∫ y

−∞
e−(u2−2ρuv+v2)/[2(1−ρ2)]dudv

表示二元标准正态分布函数, PQ, PR分别表示在测度Q、R下的概率.
根据有股利分配的可转换债券到期现金流量VT的定义, 它在现在(0时刻)的价值V0为:

V0 = B0E
Q[VT ]

= B0E
Q[PbIST <Pb·Cv/M,Sτ≥Cv

] + B0E
Q
[M · ST

Cv
IST≥Pb·Cv/M,Sτ≥Cv

]

+B0E
Q[PbIST <Pb·Sτ /M,Sτ <Cv

] + B0E
Q
[M · ST

Sτ
IST≥Pb·Sτ /M,Sτ <Cv

]
.

令上式中的第一、二、三、四大项分别为I1, I2, I3, I4, 现计算I1. 注意到ZT = ST ,
St = BtZt, 利用(3.3)、(3.4)、(3.5)式, 则

I1 = B0E
Q[PbIST <Pb·Cv/M,Sτ≥Cv

] = B0PbP
Q
(
ST <

Pb · Cv

M
,Sτ ≥ Cv

)

= B0Pb

·PQ

(
∫ T

0
(σ2(s)−σ1(s))dWQ

s

√∫ T

0
(σ2(s)−σ1(s))2ds

<

ln
Pb ·Cv

M
−lnZ0+

∫ T

0
q(s)ds+

1
2

∫ T

0
(σ2(s)−σ1(s))2ds

√∫ T

0
(σ2(s)−σ1(s))2ds

,

∫ τ

0
(σ2(s)−σ1(s))dWQ

s

√∫ τ

0
(σ2(s)−σ1(s))2ds

≥
lnCv−lnZ0−lnBτ +

∫ τ

0
q(s)ds+

1
2

∫ τ

0
(σ2(s)−σ1(s))2ds

√∫ τ

0
(σ2(s)−σ1(s))2ds

)

= B0PbN(a1,−b1, ρ1),

其中,

a1 =
ln

Pb · CvB0

MS0
+

∫ T

0
q(s)ds +

1
2

∫ T

0
(σ2(s)− σ1(s))2ds

√∫ T

0
(σ2(s)− σ1(s))2ds

,

b1 =
ln

Cvb0

S0
+

∫ τ

0
q(s)ds +

1
2

∫ τ

0
(σ2(s)− σ1(s))2ds

√∫ τ

0
(σ2(s)− σ1(s))2ds

,
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ρ1 =

√[ ∫ τ

0
(σ2(s)− σ1(s))2ds

]/[ ∫ T

0
(σ2(s)− σ1(s))2ds

]
.

I2 = B0E
Q
[M

Cv
ST IST≥Pb·Cv/M,Sτ≥Cv

]

= B0
M

Cv
EQ

[
Z0 exp

(
−

∫ T

0
q(s)ds− 1

2

∫ T

0
(σ2(s)− σ1(s))2ds

+
∫ T

0
(σ2(s)− σ1(s))dWQ

s

)
IST≥Pb·Cv/M,Sτ≥Cv

]

= S0
M

Cv
exp

(
−

∫ T

0
q(s)ds

)
PR

(
ST ≥ Pb · Cv

M
,Sτ ≥ Cv

)

= S0
M

Cv
exp

(
−

∫ T

0
q(s)ds

)

·PR

(
∫ T

0
(σ2(s)−σ1(s))dWR

s

√∫ T

0
(σ2(s)−σ1(s))2ds

≥
ln

Pb ·Cv

M
−lnZ0+

∫ T

0
q(s)ds− 1

2

∫ T

0
(σ2(s)−σ1(s))2ds

√∫ T

0
(σ2(s)−σ1(s))2ds

,

∫ τ

0
(σ2(s)−σ1(s))dWR

s

√∫ τ

0
(σ2(s)−σ1(s))2ds

≥
lnCv−lnZ0−lnBτ +

∫ τ

0
q(s)ds− 1

2

∫ τ

0
(σ2(s)−σ1(s))2ds

√∫ τ

0
(σ2(s)−σ1(s))2ds

)

= S0
M

Cv
exp

(
−

∫ T

0
q(s)ds

)
N(−a2,−b2, ρ1),

其中,

a2 =
ln

Pb · CvB0

MS0
+

∫ T

0
q(s)ds− 1

2

∫ T

0
(σ2(s)− σ1(s))2ds

√∫ T

0
(σ2(s)− σ1(s))2ds

,

b2 =
ln

Cvb0

S0
+

∫ τ

0
q(s)ds− 1

2

∫ τ

0
(σ2(s)− σ1(s))2ds

√∫ τ

0
(σ2(s)− σ1(s))2ds

.

由于股票价格随机过程呈现马尔可夫性质, 即在已知现在的条件下, 股票价格在前后期的
行为是独立的, 所以

I3 = B0E
Q[PbIST <Pb·Sτ /M,Sτ <Cv

]

= B0PbP
Q
(

lnZT < ln
Pb · Sτ

M

)
PQ(lnBτZτ < lnCv)
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= B0PbP
Q

(
∫ T

τ
(σ2(s)−σ1(s))dWQ

s

√∫ T

τ
(σ2(s)−σ1(s))2ds

<

ln
Pb ·Bτ

M
+

∫ T

τ
q(s)ds+

1
2

∫ T

τ
(σ2(s)−σ1(s))2ds

√∫ T

τ
(σ2(s)−σ1(s))2ds

)

·PQ

(
∫ τ

0
(σ2(s)−σ1(s))dWQ

s

√∫ τ

0
(σ2(s)−σ1(s))2ds

<

lnCv−lnZ0−lnBτ +
∫ τ

0
q(s)ds+

1
2

∫ τ

0
(σ2(s)−σ1(s))2ds

√∫ τ

0
(σ2(s)−σ1(s))2ds

)

= B0PbN(a3)N(b1),

其中,

a3 =
ln

Pb ·B0

M · b0
+

∫ T

τ
q(s)ds +

1
2

∫ T

τ
(σ2(s)− σ1(s))2ds

√∫ T

τ
(σ2(s)− σ1(s))2ds

.

I4 = B0E
Q
[M

Sτ
ST IST≥Pb·Sτ /M,Sτ <Cv

]

=
B0

B0/b0
MEQ

[
exp

(
−

∫ T

τ
q(s)ds− 1

2

∫ T

τ
(σ2(s)− σ1(s))2ds

+
∫ T

τ
(σ2(s)− σ1(s))dWQ

s

)
IST≥Pb·Sτ /M,Sτ <Cv

]

= b0M exp
(
−

∫ T

τ
q(s)ds

)
ER[IST≥Pb·Sτ /M,Sτ <Cv

]

= b0M exp
(
−

∫ T

τ
q(s)ds

)

·PR

(
∫ T

τ
(σ2(s)−σ1(s))dWR

s

√∫ T

τ
(σ2(s)−σ1(s))2ds

≥
ln

Pb ·Bτ

M
+

∫ T

τ
q(s)ds− 1

2

∫ T

τ
(σ2(s)−σ1(s))2ds

√∫ T

τ
(σ2(s)−σ1(s))2ds

)

·PR

(
∫ τ

0
(σ2(s)−σ1(s))dWR

s

√∫ τ

0
(σ2(s)−σ1(s))2ds

<

lnCv−lnZ0−lnBτ +
∫ τ

0
q(s)ds− 1

2

∫ τ

0
(σ2(s)−σ1(s))2ds

√∫ τ

0
(σ2(s)−σ1(s))2ds

)

= b0M exp
(
−

∫ T

τ
q(s)ds

)
N(−a4)N(b2),

其中,

a4 =
ln

Pb ·B0

M · b0
+

∫ T

τ
q(s)ds− 1

2

∫ T

τ
(σ2(s)− σ1(s))2ds

√∫ T

τ
(σ2(s)− σ1(s))2ds

.
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从而得到

定理 4.1 在随机利率下, 有股利分配的可转换债券在0时刻的无套利价格为:

V0 = B0MeiT N(a1,−b1, ρ1) + S0
M

Cv
exp

(
−

∫ T

0
q(s)ds

)
N(−a2,−b2, ρ1)

+B0MeiT N(a3)N(b1) + b0M exp
(
−

∫ T

τ
q(s)ds

)
N(−a4)N(b2).

作为定理4.1的特殊情形, 有以下重要推论

推论 4.1 若市场无风险利率r(t)、股价瞬时波动率σ(t)、连续股利率q(t)均为时
间t的非随机函数, 则有股利分配的可转换债券在现在(0时刻)的无套利价格为:

V0 = exp
(
−

∫ T

0
r(s)ds

)
MeiT N(ã1)N(−b̃1)

+S0
M

Cv
exp

(
−

∫ T

0
q(s)ds

)
N(−ã1)N(−b̃1)

+ exp
(
−

∫ T

0
r(s)ds

)
MeiT N(ã2)N (̃b1)

+M exp
(
−

∫ τ

0
r(s)ds−

∫ T

τ
q(s)ds

)
N(−ã1)N (̃b1),

其中,

ã1 =
ln

Pb · Cv

M
− lnS0 +

∫ T

0

(
r(s) + q(s) +

1
2
σ2(s)

)
ds

√∫ T

0
σ2(s)ds

,

b̃1 =
lnCv − lnS0 +

∫ τ

0

(
r(s) + q(s) +

1
2
σ2(s)

)
ds

√∫ τ

0
σ2(s)ds

,

ã2 =
ln

Pb

M
+

∫ T

τ

(
r(s) + q(s) +

1
2
σ2(s)

)
ds

√∫ T

τ
σ2(s)ds

.

本文在普通可转换债券的基础上附加股利分配条款, 并让利率随机化, 利用鞅方法定
价, 得到了可转换债券的价格公式, 并推导出了一般情况下普通可转换债券的定价公式.
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The Martingale Pricing for Convertible Bond

with Dividend-Paying under Stochastic Interest
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The value composition of the convertible bond is discussed in a quantitative analysis. Under stochas-

tic interest, the stock has dividend-paying, the pricing formulas of the convertible bond are obtained by

means of Martingale approach (risk-neutral valuation).

Keywords: Convertible bond, stochastic interest, options, risk-neutral valuation, Girsanov’s the-

orem.
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