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摘 要

本文研究了在限制参数空间双侧检验的P值的修正及基于修正P值的贝叶斯检验和经典统计

检验的调停. 研究表明Wang (2006)给出的修正P值存在重要缺陷, 并给出了一种新的修正P值, 该修

正P值具有较合理的性质, 并由此可一定程度缓和调停贝叶斯检验和经典统计检验的存在的冲突.
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§1. 引 言

在一些情况下,贝叶斯检验和经典统计(频率)检验会表现出冲突. 举个例子: 设X1, X2,
· · · , Xn是来自N(θ, σ2)的一组样本, σ2已知. 考虑H0 : θ = θ0对H1 : θ 6= θ0. 设θ的先验

分布为: P(θ = θ0) = π0, 当θ 6= θ0密度为π1g1(θ), 其中π1 = 1 − π0, 且g1(θ)为正常的密度
函数, 例如正态密度. 当n足够大且z =

√
n|x− θ0|/σ相对固定且对应于一个很小的经典统

计P值, 但H0的后验概率α0可以接近于1. 这就是著名的Lindley悖论[1][2], 这是非常极端的
冲突的例子. 另外Berger和Sellke (1987)的研究表明: 在上述问题中, 设π0 = 0.5, 对任意n,
当g1(θ)可取非常多种类的先验分布时, α0的下确界明显大于P值, 这称为Berger-Sellke现
象. 经典统计P值很小, 意味拒绝H0的证据充分, 而后验概率α0很大, 说明贝叶斯检验和经
典统计检验存在冲突. 这些研究导致了对贝叶斯检验和经典统计检验存在的冲突进行研
究, 也导致了对存在的冲突进行调停和解的研究的开始.

在对存在的冲突的研究中, 对贝叶斯方法的怀疑其一是先验分布的选择, 先验分布中
的π0, 先验密度g1(θ)的类型和超参数的选择都将影响α0. 合理的贝叶斯方法给出的α0应该

得到相对于冲突中的α0更小的值. Lindley (1997)和Lavine等(1999)论述了α0的特点和其局

限性. 贝叶斯学派对经典统计P值的频率观点(对未发生的样本值的平均)质疑, 不符合似
然原理. 经典统计P值的不合理最常见于过高估计拒绝H0的证据. 如前例中, H0 : θ = 50
对H1 : θ 6= 50. 当σ = 1, n = 2500, x = 50.1时, 可得: z = 5, P = 2[1−Φ(5)] = 5.7× 10−7.
这表明在大样本的情况下, 样本信息和原假设的极其细微的差别都将导致一个非常小的P
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值, 就是通常所说的具有统计显著性, 不具有实际显著性, 这是极不合理的, 经典统计学家
本身也认识到和承认这点的.

贝叶斯学派针对经典统计检验P值, 给出一些贝叶斯方法的关于拒绝原假设的
证据. Box (1980)给出先验预测P值, Guttman (1967)和Rubin (1984)给出后验预测P值,
Meng (1994), Gelman等(1996)和De la Horra和Rodriguez-Bernal (2003)对此有进一步研究.
Bayarri和Berger (2000)给出条件预测P值和局部预测P值. 一些研究表明在一些情况下贝
叶斯检验和经典统计检验存在一致性. 如: Casella和Berger (1987), Gomez-Villegas和Sanz
(1998, 2000), Oh和DasGupta (1999), Gomez-Villegas等(2002), Micheas和Dcy (2003), De
la Horra (2005), Micheas和Dey (2007)等. 本文的观点是认为在假设检验中由于对限制参
数的忽视是导致经典统计P值过小从而不合理的原因之一. 提出的方法是限制参数空间, 使
用修正P值, 且修正P值能够起到缓和调停贝叶斯检验和经典统计检验的冲突的作用.

首要问题是限制参数空间的根据是什么. 在实际假设问题中, 参数是应该受限制的经
常会被忽视. 问题的明显实际意义当然可以成为参数应该受限制的理由. 例如婴儿的平均
体重应该在一个几乎肯定的范围, 如在2.5公斤到4公斤之间. 样本数据也可以成为限制参
数的理由. 如某厂家的灯管的平均寿命应该也有一个几乎肯定的范围(不等同于区间估计
所指的范围), 将其限制在一个足够大容量的样本中的最小值和最大值之间是不应该担心
的, 而不是取所有非负实数, 甚至在检验时不加任何限制, 这是不合理的. 还有在大样本情
况下, 总体平均值介于样本平均值为中心的k个估计标准差之间是几乎肯定的(例如k取4以
上的数值), 这本身也是频率观点方法. 经典统计学派曾一度批评贝叶斯方法的理由之一是
先验分布的量化是不可靠的, 虽然不采用先验分布的做法, 但是忽视参数应该受限制这个
问题也有可能是导致其不合理的重要原因. 先验分布是检验前基于经验和理论知识对参数
的描述, 一些先验密度函数的尾部概率很小, 还有一些先验密度函数的支撑集不是整个实
数集, 也不是整个非负实数集, 如截尾分布. 这样先验分布效果有些类似于限制参数, 两者
有一些相通之处,不过在做法上大为不同.

Wang (2006) (2007)分别给出了双侧检验和单侧检验时限制参数空间的修正P值, 本文
研究双侧检验时限制参数空间的P值的修正, 研究表明Wang (2006)的修正P值存在缺陷,
并给出一种新的修正P值, 其具有较合理的性质, 且该修正P值能够缓和调停贝叶斯检验和

经典统计检验的冲突.

§2. 两种修正P值的定义和性质及分析比较

2.1 P值及本文采用的符号

设X1, X2, · · · , Xn是来自N(θ, σ2)的一组样本, σ2已知. 考虑H0 : θ = θ0对H1 : θ 6= θ0.
记

x =
1
n

n∑
i=1

xi, z =
√

n(x− θ)
σ

, z0 =
√

n(x− θ0)
σ

,
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Z表示标准正态随机变量. 经典统计检验的P值为

P =





2P(Z > z0), z0 > 0;

2P(Z < z0), z0 < 0,

或P = P(|Z| > |z0|) = 2[1 − Φ(|z0|)], 其中Φ(·)为标准正态分布的分布函数. 不失一般性,
设θ0 = 0和σ = 1, 否则作变换Yi = (Xi − θ0)/σ即可. 可得: z0 =

√
nx, z = z0 −

√
nθ. 考

虑限制参数空间假设检验问题: H0 : θ ∈ Θ0 = {0}对H1 : θ ∈ Θ1 = (−a, 0) ∪ (0, b), 其中
a, b > 0. 因为是双侧假设检验问题, 在设置参数限制的时候, 将参数空间设置为θ0的对称

区间具有较大程度的合理性, 这对应于a = b. 因为参数设置是基于不精确的信息, 如果比
较肯定a 6= b, 那么问题就不应该是双侧假设检验了. 本文以下假设a = b, 即使是a 6= b的情

形也可以进行类似本文的理论分析, 本文略. 记Θ = Θ0 ∪Θ1.

2.2 Wang (2006)定义的修正P值PW

PW的定义为

PW =
Pθ=θ0(|Z| > |z|)− inf

θ∈Θ
P(|Z| > |z|)

sup
θ∈Θ

P(|Z| > |z|)− inf
θ∈Θ

P(|Z| > |z|) .

记PW (a) = PW , 将z = z0 −
√

nθ代入, 得

PW (a) =
P(|Z| > |z0|)− inf

θ∈Θ
P(|Z| > |z0 −

√
nθ|)

sup
θ∈Θ

P(|Z| > |z0 −
√

nθ|)− inf
θ∈Θ

P(|Z| > |z0 −
√

nθ|) .

进一步可得

PW (a) =
P(|Z| > |z0|)− P(|Z| > |z0|+

√
na)

P(|Z| > max(|z0| −
√

na, 0))− P(|Z| > |z0|+
√

na)

=
Φ[|z0|+

√
na]− Φ[|z0|]

Φ[|z0|+
√

na]− Φ[max(|z0| −
√

na, 0)]
. (2.1)

2.3 新的修正P值P F

PF的定义为

PF =





2
Pθ=θ0(Z > z)− inf

θ∈Θ
P(Z > z)

sup
θ∈Θ

P(Z > z)− inf
θ∈Θ

P(Z > z)
, z0 > 0;

2
Pθ=θ0(Z < z)− inf

θ∈Θ
P(Z < z)

sup
θ∈Θ

P(Z < z)− inf
θ∈Θ

P(Z < z)
, z0 < 0.
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记PF (a) = PF , 可计算得

PF (a) =





2
Φ[z0 +

√
na]− Φ[z0]

Φ[z0 +
√

na]− Φ[z0 −
√

na]
, z0 > 0;

2
Φ[
√

na− z0]− Φ[−z0]
Φ[
√

na− z0]− Φ[−z0 −
√

na]
, z0 < 0.

即

PF (a) = 2
Φ(|z0|+

√
na)− Φ(|z0|)

Φ(|z0|+
√

na)− Φ(|z0| −
√

na)
. (2.2)

2.4 P F (a)与PW (a)的性质

定理 2.1 当|z0| >
√

na即|x| > a, 有PF (a) = 2PW (a)成立.

证明: 不妨设z0 > 0, z0 < 0的情形证明同理, 根据式(2.1)得

PW (a) =
Φ[|z0|+

√
na]− Φ[|z0|]

Φ[|z0|+
√

na]− Φ[|z0| −
√

na]
.

再根据式(2.2)得: PF (a) = 2PW (a), 证毕. ¤

定理 2.2 (1) dPF (a)/da < 0.

(2) lim
a→∞PF (a) = P , lim

a→0
PF (a) = 1.

(3) sup
a>0

PF (a) = 1, inf
a>0

PF (a) = P .

证明: (1) 因为

PF (a) = 2
Φ[|z0|+

√
na]− Φ[|z0|]

Φ[|z0|+
√

na]− Φ[|z0| −
√

na]
.

设

F (a) =
Φ(z + a)− Φ(z)

Φ(z + a)− Φ(z − a)
,

命题的证明等价于证明当z > 0, F ′(a) < 0.

F ′(a) =
φ(z + a)[Φ(z)− Φ(z − a)]− φ(z − a)[Φ(z + a)− Φ(z)]

[Φ(z + a)− Φ(z − a)]2

=
φ(z + a)√

2π

[Φ(z)− Φ(z − a)]− e2az[Φ(z + a)− Φ(z)]
[Φ(z + a)− Φ(z − a)]2

,

其中φ(·)为标准正态密度函数. 记

G(a) = [Φ(z)− Φ(z − a)]− e2az[Φ(z + a)− Φ(z)],
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则

G′(a) = φ(z − a)− e2azφ(z + a)− 2ze2az[Φ(z + a)− Φ(z)]

= −2ze2az[Φ(z + a)− Φ(z)]

< 0.

又因为G(0) = 0, 故当a > 0有G(a) < 0, 推出F ′(a) < 0和dPF (a)/da < 0.

(2) 可推得

lim
a→∞PF (a) = lim

a→∞ 2
Φ(|z0|+

√
na)− Φ(|z0|)

Φ(|z0|+
√

na)− Φ(|z0| −
√

na)
= 2[1− Φ(|z0)]

= P

和

lim
a→0

PF (a) = lim
a→0

Φ(|z0|+
√

na)− Φ(|z0|)
Φ(|z0|+

√
na)− Φ(|z0| −

√
na)

= 2 lim
a→0

√
nφ(|z0|+

√
na)√

nφ(|z0|+
√

na) +
√

nφ(|z0| −
√

na)
= 1.

(3) 根据(1)和(2), 得

sup
a>0

PF (a) = lim
a→0

PF (a) = 1,

inf
a>0

PF (a) = lim
a→∞PF (a) = P. ¤

定理 2.3 (1) lim
a→∞PW (a) = P , lim

a→0
PW (a) = 1.

(2) 当|z0|>
√

na, 即|x|>a时, dPW (a)/da<0. 当|z0|<
√

na, 即|x|<a时, dPW (a)/da

> 0.

(3) sup
a>0

PW (a) = 1, 且

inf
a>0

PW (a) = PW
( |z0|√

n

)
=

Φ(2|z0|)− Φ(|z0|)
Φ(2|z0|)− 0.5

< P.

(4) 当|z0| <
√

na, 即|x| < a时, PW (a) < P .

证明: (1) 根据式(2.1),

lim
a→∞PW (a) =

1− Φ[|z0|]
1− 0.5

= 2[1− Φ[|z0|]] = P
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和

lim
a→0

PW (a) = lim
a→0

Φ[|z0|+
√

na]− Φ[|z0|]
Φ[|z0|+

√
na]− Φ[max(|z0| −

√
na, 0)]

= lim
a→0

Φ[|z0|+
√

na]− Φ[|z0|]
Φ[|z0|+

√
na]− Φ[|z0|]

= 1.

(2) 当|z0| >
√

na, 因PF (a) = 2PW (a), 得

dPW (a)
da

=
1
2

dPF (a)
da

< 0;

当|z0| <
√

na时,

PW (a) =
Φ[|z0|+

√
na]− Φ[|z0|]

Φ[|z0|+
√

na]− 0.5
,

求导可得dPW (a)/da > 0.

(3) 根据(1)和(2)得

sup
a>0

PW (a) = lim
a→0

PW (a) = 1.

又根据(2)和式(2.1)得

inf
a>0

PW (a) = PW
( |z0|√

n

)
=

Φ(2|z0|)− Φ(|z0|)
Φ(2|z0|)− 0.5

< lim
a→∞PW (a) = P.

(4) 当|z0|<
√

na,根据(2), dPW (a)/da>0;根据(4), lim
a→∞PW (a)=P . 可得PW (a)<P .

证毕. ¤

2.5 P F (a)和PW (a)的分析

(1) PW (a)的不合理性

首先, 当a < |z0|/
√

n, 关于a严格递减; 当a > |z0|/
√

n, 关于a严格递增. 这里的单调性
无法解释,极不合理! 其次,根据定理2.3 (4),当a > |z0|/

√
n时, PW (a) < P . 而a > |z0|/

√
n

等价于样本均值属于参数空间的范围, 这在一般情况下是再合理不过的参数限制. 但此
时, PW (a)恒小于P值. 如前文所说, 经典统计P值常过于高估拒绝H0的证据, PW (a)作为
修正P值是失败的.

(2) PF (a)具有完全合理的性质

PF (a)关于a的单调性是合理的,可以这样理解,当a增加,参数的限制信息对H0更不利,
而PF (a)关于a严格递减正体现这一点. 另外sup

a>0
PF (a) = 1, inf

a>0
PF (a) = P说明PF (a)作为

度量拒绝H0的证据的合理性. 尤其是 inf
a>0

PF (a) = P说明PF (a)总是可以起到缓和调停贝

叶斯检验和经典统计检验的冲突的作用.
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§3. 数值计算举例

例 H0 : θ = 500对H1 : θ 6= 500且θ ∈ (500− t, 500 + t). 当x = 506, σ = 90, n = 800
时, z0 =

√
n(x− θ0)/σ = 1.886, P = 2[1− 2Φ(1.886)] = 0.059, 可计算得

t a PF PW P

4 0.044 0.2185 0.1092 0.059

4.5 0.05 0.1835 0.0917 0.059

5 0.056 0.1562 0.0781 0.059

6 0.067 0.1184 0.0592 0.059

7 0.078 0.0951 0.05931 0.059

8 0.089 0.0807 0.05934 0.059

9 0.1 0.0718 0.05935 0.059

计算结果表明: (1) 当a > |z0|/
√

n时, 等价于x ∈ (θ0 − t, θ0 + t), 一般情况下这是合理
的参数限制, PW变动不大, 实际上此时PW是严格递增, 以P值为上确界, 但速度很慢, 看
起来基本上不变. 这不合理且不起到修正和缓和调停冲突的作用. (2) PF关于θ2递减, 下确
界为P值, 当存在较强的参数限制信息(样本均值接近于参数空间Θ的边界)时, PF比P值可

以大很多, 而且PF总是可以起到一定程度的缓和调停冲突的作用.
本文的结论是: PF (a, b)是更合适的修正P值.
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This paper makes research on modification of P -value of two-sided test with restricted parameter

space and reconciling Bayesian test with classical test based on modified P -value, which shows that

there exist critical defects in modified P -value put forward by Wang in 2006. This paper sets forth

another modified P -value, which has comparative reasonable characteristics, based on which the conflict

of Bayesian test and classical test can be reconciled to some extent.
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