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摘 要

对试验次数较小的情形, 我们可以运用穷举法来寻找其可能存在的正交平衡区组设计. 这样做一

方面可以尽可能多地找到正交平衡区组设计, 另一方面也可以为今后我们构造试验次数较大的正交平

衡区组设计奠定基础. 本文最后给出了试验次数n = 9以内的部分正交平衡区组设计.
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§1. 引 言

在试验设计中, 正交平衡区组设计(等价于广义正交表)[1][2][3][7][8][10]是一种类似于正交
拉丁方(或者正交表)的新设计. 根据文[4][5][6]中阐述的利用投影矩阵正交分解技术研究一
般设计问题的思想, 发现正交平衡区组设计具有类似正交表的优点, 不但可以大幅度地减
少试验次数, 而且保持了数据分析中的正交性质[1][7][8]. 本文只讨论正交平衡区组设计的构
造问题. 一组正交的平衡区组设计对应一种等价形式的广义正交表, 而广义正交表可以用
来安排实验方案. 如何给出一种合适的方法, 找到正交平衡区组设计组, 构造出相应广义正
交表供人们使用, 是试验设计中的一个新问题. 本文对试验次数较小的情形, 尝试运用穷举
法来寻找正交平衡区组设计. 当然, 由于穷举法花费时间较长, 对试验次数较大的情形几乎
是不可行的.

§2. 正交平衡区组设计的定义

定义 2.1 任意具有v个水平b个区组B1 = (b11, · · · , b1k1)
T , · · · , Bb = (bb1, · · · , bbkb

)T

的设计都称为区组设计, 这里bij为整数满足: 1 ≤ bij ≤ v, j = 1, · · · , ki, 而ki为区组Bi的大

小, 即向量Bi的维数. 记这样的区组设计为

Db×k(v) = [B1, · · · , Bb]T = (bij), (2.1)

这里k = (k1, · · · , kb)T为向量. 为了以后叙述方便, 把区组设计Db×k(v) = [B1, · · · , Bb]T视
为矩阵(这是一种各行列数可以不相等的多边矩阵[4]), 并把b×k也称为区组设计Db×k(v)的
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2 应用概率统计 第二十七卷

阶, 而第i个区组BT
i 对应于矩阵Db×k(v)的第i行. 记n =

ki∑
i=1

ki, 称为区组设计Db×k(v) =

[B1, · · · , Bb]T的试验次数.

对于任意的区组设计Db×k(v) = [B1, · · · , Bb]T , 可以记IBi(x)为区组Bi的示性函数, 即

IBi(x) =





1, 如果水平x在第i个区组Bi中出现;

0, 如果水平x不在第i个区组Bi中出现,

用这个示性函数, 我们可以定义区组设计Db×k(v)的许多性质.

定义 2.2 对于任意一个水平x, x ∈ {1, · · · , v}, 记在区组设计Db×k(v)的第i行出现

的次数为ri(x). 若ri(x) = 0, 说明水平x没有在区组设计Db×k(v)的第i行出现. 若ri(x) = 1,
说明水平x在区组设计Db×k(v)的第i行出现了, 但没有重复. 若ri(x) > 1, 说明水平x在区组

设计Db×k(v)的第i行出现了, 并且有重复. 而记r∗(x) =
b∑

i=1
ri(x)为水平x在整个区组设计中

的重复次数, 简称水平x的重复数.
如果两个不同的水平x, y在同一个Bi区组出现, 那么定义它们相遇, 在这个区组的相遇

次数定义为ri(x)ri(y), 而λ∗(x, y) =
b∑

i=1
ri(x)ri(y)称为水平x, y在整个区组设计中的相遇次

数.
将v个水平安排到b个区组B1, · · · , Bb的一个区组设计Db×k(v)称为平衡的, 假若该设计

满足如下二个条件:
1. 对任意水平组合(x, y), x 6= y, x, y ∈ {1, · · · , v}, 如下数值是个常数

λ(x, y) =
b∑

i=1

ri(x)ri(y)
ki

= λ > 0, ∀x 6= y, x, y ∈ {1, · · · , v},

其中λ称为相遇度, 相遇度必须大于0才理解为平衡. 这个条件称为相遇平衡条件.
2. 对任意水平x; x ∈ {1, · · · , v}, 如下数值是个常数

r(x) =
b∑

i=1

ri(x)
ki

= r > 0, ∀x ∈ {1, · · · , v},

其中r称为重复度. 这个条件称为重复平衡条件.
记k = (k1, · · · , kb)T , 那么一个平衡的区组设计Db×k(v)都可以用参数(v, b, r,k, λ)刻

画.

定义 2.3 一个区组设计称为完全的, 如果在每一个区组内包含设计的所有水平. 一
个区组设计称为不完全的, 如果至少存在一个区组在其内不包含设计的所有水平.

定义 2.4 一个区组设计称为组内平衡的, 如果在每一个区组内的元素出现的次数
相同.

当ri(x) ≤ 1, ki = k1 < v, ∀ i ∈ {1, · · · , b}时, 对应的平衡不完全的区组设计就是通常
的BIB设计.
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第一期 罗纯 潘长缘: 穷举法寻找正交平衡区组设计 3

当ri(x) = c, ki = vc, ∀ i ∈ {1, · · · , b}时, 对应的平衡完全的区组设计就是一种广义拉
丁矩阵设计[4][9].

当ri(x) ≤ 1, ki < v, ∀ i ∈ {1, · · · , b}, ∃ ki 6= ki′时, 对应的平衡不完全的区组设计就是
PBIB设计.

定义 2.5 两个区组设计称为同阶的, 如果它们各个同样位置(同一行)的区组的大小
是相等的.

考虑两个同阶的区组设计D1
b×k(v1) = (b1

ij), D2
b×k(v2) = (b2

ij), 对水平组合

(x, y), x ∈ {1, · · · , v1}, y ∈ {1, · · · , v2},
如果水平组合(x, y), x ∈ {1, · · · , v1}, y ∈ {1, · · · , v2}分别在区组设计D1

b×k(v1) = (b1
ij),

D2
b×k(v2) = (b2

ij)的第i区组的相同列出现, 称它们在该区组重复. 水平组合(x, y)在两个区
组设计的第i区组的重复次数为集合{j; (b1

ij , b
2
ij) = (x, y), j = 1, · · · , ki}内元素的个数, 记

为r12
i (x, y), i = 1, · · · , b. 而记r12∗ (x, y) =

b∑
i=1

r12
i (x, y), 称为水平组合(x, y) 的在区组设计

D1
b×k(v1) = (b1

ij), D2
b×k(v2) = (b2

ij)中的重复数. 另外定义

λ12(x, y) =
b∑

i=1

r1
i (x)r2

i (y)
ki

,

称为水平组合(x, y)在区组设计D1
b×k(v1) = (b1

ij), D2
b×k(v2) = (b2

ij)中的相遇度.
两个同阶的区组设计D1

b×k(v1) = (b1
ij), D2

b×k(v2) = (b2
ij)称为正交的, 是说对所有的水

平组合(x, y), 它们的重复数与相遇度相等, 即

r12
∗ (x, y) = λ12(x, y), ∀x, y. (2.2)

易知正交表对应的区组设计满足这个正交性, 并且当b = 1时, 其就是平衡设计的定义,
当b = 1并且各个设计是组内平衡时, 其就是正交表的定义.

定义 2.6 如果m个平衡的区组设计D1
b×k(v1), · · · , Dm

b×k(vm)是两两正交的, 不妨假
设前r个区组设计D1

b×k(v1), · · · , Dl
b×k(vl)是完全的, 并且组内平衡, 而后m − l个区组设计

Dl+1
b×k(vl+1), · · · , Dm

b×k(vm)是不完全的或者组内不平衡的, 记

Dt
b×k(vt) = (Bt

1, · · · , Bt
b)

T , t = 1, · · · ,m.

定义它们的按行拉长为

Vec(Dt
b×k(vt)) = ((Bt

1)
T , · · · , (Bt

b)
T )T , t = 1, · · · ,m.

那么n× (m + 1)矩阵

[(11T
k1

, · · · , b1T
kb

)T ,Vec(D1
b×k(v1)), · · · ,Vec(Dm

b×k(vm))] (2.3)

称为广义正交表, 记为GLn(b1v1 · · · vl; vl+1 · · · vm). 并且在水平数相同时, 可以用幂指数vx
1

代替v1
x· · · v1.

当n−1 = (b−1)+(v1−1)+· · ·+(vm−1)时,称广义正交表GLn(b1v1 · · · vl; vl+1 · · · vm)是
饱和的, 否则称为不饱和的.
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4 应用概率统计 第二十七卷

上述定义可参看文献[1][2][3][7][8][10].

§3. 算法实现

对试验次数较小的情形, 运用穷举法可以找出所有的正交平衡区组设计. 由于广义正
交表可以由一组正交的平衡区组设计改写得到, 因此我们只需要对每一个自由度分解式及
其对应的每一个区组分解式, 找出一组正交的平衡区组设计即可. 所谓穷举法, 是指对所有
的自由度分解式及其所有的区组分解式, 穷举给出每一个区组设计的每一个元素.

下面两个等式经常用到:
n的自由度分解: 即满足等式(n− 1) = (b− 1) + (v1 − 1) + · · ·+ (vm − 1)的一组正整

数b, v1, · · · , vm.
n的区组分解: 把n分解成b (自由度分解式中的b)个正整数的和, 即满足等式n = k1+

k2 + · · ·+ kb的一组数k1, · · · , kb. 这b个正整数依次表示区组设计的b个区组的元素个数. 给
定n的区组分解式, 也就唯一确定了区组设计的形状.

一般地, 给定试验次数n, 要用穷举法寻找正交平衡区组设计, 可以把问题转化为如下
六个子问题:

(1) 刻画给出的区组设计;
(2) 检验一个区组设计是否相遇平衡;
(3) 检验一个区组设计是否重复平衡;
(4) 检验给出的两个同阶的区组设计是否相互正交;
(5) 对给定的n的一个自由度分解式, 用穷举的方式找出给定区组分解式下的一组正

交平衡区组设计(如果存在的话);
(6) 对给定的n, 穷举所有的自由度分解式及其对应的所有区组分解式, 并按上一问题

的方式寻找正交的平衡区组设计组.
逐步解决如上六个子问题, 即解决了整个问题.
为了处理上的方便, 我们将区组设计改写成矩阵. 做法是: 把区组设计中的对应元素

作为矩阵的元素, 其中为空的格子用零填充. 这样, 一个区组设计可以对应唯一一个矩阵;
同样地, 可以对应区组设计的矩阵也必然对应唯一一个区组设计. 举例如下:

例 1 D4×(2,3,4,2)T (3) =




1 2

2 3 1

1 2 2 1

3 1



是一个区组设计, 其对应的矩阵为

A =




1 2 0 0

2 3 1 0

1 2 2 1

3 1 0 0




.
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第一期 罗纯 潘长缘: 穷举法寻找正交平衡区组设计 5

下面我们将一一解决上述问题.

(1) 刻画给出的区组设计
我们通常关心区组设计的五个参数. 要计算这五个参数, 我们首先要对该区组设计进

行简单的刻画. 一般地, 考虑用矩阵或者向量的形式存储这些信息.
先把给定区组设计转化成矩阵A.
我们将矩阵A的b个不同行的非零元素分别记录下来, 用一个与矩阵A相同阶数的新矩

阵CA存储(其中矩阵CA的行与矩阵A的行对应, 并且按矩阵A的行中非零元素出现的顺序

依次记录, 其余元素设为零). 与此同时, 记录矩阵A各行不同元素的个数, 得到一个b维列

向量sA, 列向量sA的行也对应矩阵A的行. 对矩阵A每行的每个非零元素, 记录其在同一行
中出现的次数, 也用一个与矩阵A相同阶数的新矩阵DA存储下来, 矩阵DA中的元素分别记

录矩阵CA的对应位置上的非零元素在矩阵A中对应行中重复出现的次数, 若矩阵CA的对

应位置上的元素为零, 则矩阵DA中该元素也为零.
一般地, 单个区组设计的基本信息可以由上述矩阵或向量CA, sA, DA完全描述; 在讨

论两个区组设计是否正交时, 则仍然需要考虑矩阵A. 举例如下:

例 2 给出一个区组设计

D4×(2,3,4,4)T (3) =




1 2

2 3 1

1 2 2 1

3 1 3 2




,

其对应矩阵A:

A =




1 2 0 0

2 3 1 0

1 2 2 1

3 1 3 2




.

依据该算法, 可得:

CA =




1 2 0 0

2 3 1 0

1 2 0 0

3 1 2 0




; sA =




2

3

2

3




; DA =




1 1 0 0

1 1 1 0

2 2 0 0

2 1 1 0




.

(2) 判断一个区组设计是否相遇平衡
相遇平衡指的是任意水平组合(x, y), x 6= y, x, y ∈ {1, · · · , v},

λ(x, y) =
b∑

i=1

ri(x)ri(y)
ki

= λ > 0, ∀x 6= y, x, y ∈ {1, · · · , v},

其中λ就是相遇度, 相遇度必须大于0才理解为平衡.
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6 应用概率统计 第二十七卷

仍然将给定的区组设计处理成矩阵A. 此处只需要记录矩阵A中的元素组合(x, y),
x 6= y (无序组合)在整个矩阵各行中的ri(x)ri(y)/ki之和, 并判断其是否相等.

伴随着第一个问题的解决, 我们已掌握了区组设计所对应的矩阵A一些基本信息, 例如
CA, sA, DA.

由于矩阵CA记录了矩阵A中每行出现的非零元素, 那么对矩阵CA (矩阵A中各行出

现的非零元素在矩阵CA的对应行都出现一次)每行中出现的所有元素的组合都计算
ri(x)ri(y)/ki (无序). 将所有的组合(x, y)在整个矩阵中出现的行中计算得到的ri(x)ri(y)/ki

累加到矩阵GA的元素g(x, y)及g(y, x), 这样得到一个v阶主对角线元素为零(其余元素也可
能为零)的对称矩阵GA (此处v代表矩阵对应区组设计的水平数). 具体处理时可以考虑如
下累加运算: 首先让矩阵GA为v阶零矩阵; 然后对矩阵CA的b个不同行分别考察, 出现一次
组合(x, y)则让矩阵GA的元素g(x, y)及g(y, x)都在原来的基础上增加ri(x)ri(y)/ki. 此处不
对矩阵A而对矩阵CA做处理的好处在于矩阵CA中的各行元素不重复.

判断矩阵GA中除主对角线元素以外的其他元素是否相等(在具体处理上, 只要判断整
个矩阵GA的除主对角元素之外的其他元素中的最大值与最小值是否相等即可). 如果相等,
则表明矩阵A对应的区组设计水平间平衡; 如果不相等, 则说明矩阵A对应的区组设计不是

水平间平衡的. 举例如下:

例 3 给出一个区组设计

D4×(3,4,4,4)T (3) =




1 2 3

1 2 2 1

3 2 3 2

3 1 3 1




,

其对应的矩阵为A:

A =




1 2 3 0

1 2 2 1

3 2 3 2

3 1 3 1




.

依据该算法, 可得

CA =




1 2 3 0

1 2 0 0

3 2 0 0

3 1 0 0




; sA =




3

2

2

2




;

DA =




1 1 1 0

2 2 0 0

2 2 0 0

2 2 0 0




; GA =




0 4/3 4/3

4/3 0 4/3

4/3 4/3 0


.
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第一期 罗纯 潘长缘: 穷举法寻找正交平衡区组设计 7

矩阵GA除主对角元素外的其余元素都为4/3, 由此可知矩阵A对应的区组设计是相遇平衡

的.

(3) 判断一个区组设计是否重复平衡
重复平衡是指对任意水平x; x ∈ {1, · · · , v},

r(x) =
b∑

i=1

ri(x)
ki

= r > 0, ∀x ∈ {1, · · · , v},

其中r就是重复度.
把给定的区组设计处理成矩阵A. 我们只需要对每一个元素x, 求出其在该矩阵对应的

指标:

r(x) =
b∑

i=1

ri(x)
ki

, ∀x ∈ {1, · · · , v},

并判断是否每个r(x)相等, (x = 1, · · · , v). 具体处理时, 只要判断r(x) (x = 1, · · · , v)中最
大值与最小值是否相等. 如果相等, 则说明矩阵对应的区组设计重复平衡.

前面已经得到了矩阵CA、sA和DA. 分别对矩阵CA中元素x出现的每一行, 求出

ωi(x) =
ri(x)
ki

, i ∈ {1, · · · , b}, x ∈ {1, · · · , v}.

然后对每个水平按行相加, 即得最终的rx, (x = 1, · · · , v). 记rA = (r1, · · · , rv)T为矩阵A所

对应的区组设计中各水平重复度向量. 举例如下:

例 4 给出一个区组设计

D4×(3,4,4,4)T (3) =




3 1 2

1 1 3 3

1 2 2 1

3 2 3 2




,

其对应的矩阵为A:

A =




3 1 2 0

1 1 3 3

1 2 2 1

3 2 3 2




.

依据该算法, 可得:

CA =




3 1 2 0

1 3 0 0

1 2 0 0

3 2 0 0




; sA =




3

2

2

2




; DA =




1 1 1 0

2 2 0 0

2 2 0 0

2 2 0 0




;
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8 应用概率统计 第二十七卷

GA =




0 4/3 4/3

4/3 0 4/3

4/3 4/3 0


; rA =




4/3

4/3

4/3


.

因此, 由GA可知, 矩阵A对应的区组设计满足相遇平衡条件; 由向量rA可知, 矩阵A对应的

区组设计满足重复平衡条件.

(4) 检验给出的两个同阶的区组设计是否相互正交
所谓相互正交, 是指给出的两个同阶区组设计D1

b×k(v1)和D2
b×k(v2)的相遇度与重复数

相等, 即:

λ12(x, y) =
b∑

i=1

r1
i (x)r2

i (y)
ki

=
b∑

i=1

ki∑
j=1

Ib1ij
(x)Ib2ij

(y)

= r12
∗ (x, y), ∀x ∈ D1

b×k(v1), y ∈ D2
b×k(v2). (3.1)

我们仍然把区组设计看成矩阵A和B.
这样,先对A和B分别进行刻画可以得到关于这两个矩阵的一些基本信息,例如CA, sA,

DA, CB, sB, DB.
我们对∀x ∈ A, x 6= 0, y ∈ B, y 6= 0, 分别求出λ12(x, y)以及r12∗ (x, y), 并判断它们是否

相等即可. 如果相等, 则说明矩阵A和B所对应的区组设计相互正交.
矩阵A和B中每行相同位置元素组合(x, y)重复出现的次数为r12

i (x, y); 对每一对元素
组合(x, y), ∀x ∈ A, y ∈ B分行求出

t12
i (x, y) =

r1
i (x)r2

i (y)
ki

. (3.2)

然后我们对元素组合(x, y)按行进行累加, 可以得到两个v1 × v2阶的矩阵RAB, TAB, 其
第(x, y)个元素表示在矩阵A与矩阵B对应区组设计中的水平x与y的重复数与相遇度.

因此, 只需判断矩阵RAB和矩阵TAB是否相等即可. 如果矩阵RAB和矩阵TAB相等, 则
表明矩阵A和B对应的区组设计正交; 反之, 则不正交. 举例如下:

例 5 给出两个区组设计

D1
3×(2,2,2)T (2) =




1 2

1 2

1 2


, D2

3×(2,2,2)T (3) =




1 2

2 3

3 1


.

其各自对应的矩阵如下:

A =




1 2

1 2

1 2


, B =




1 2

2 3

3 1


.
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第一期 罗纯 潘长缘: 穷举法寻找正交平衡区组设计 9

由于矩阵A和B对应的平衡区组设计的最大水平分别为2和3, 因此得到如下两个矩阵:

RAB =

(
1 1 1

1 1 1

)
, TAB =

(
1 1 1

1 1 1

)
.

矩阵RAB与矩阵TAB相等. 因此, 矩阵A和B对应的区组设计相互正交.

(5) 对给定的n的一个自由度分解式, 穷举法找出给定区组分解式下的一组正交平衡
区组设计

我们知道, 为了得到一组正交平衡区组设计, 可以按照自由度分解式的顺序寻找. 对给
定的自由度分解式和给定区组分解式唯一确定的区组设计形状, 尝试找出一组正交平衡区
组设计.

对给定的试验次数n的一个自由度分解式n− 1 = (b− 1) + (v1 − 1) + (v2 − 1) + · · ·+
(vm − 1). b表明每个区组设计有b个区组, v1, v2, · · · , vm对应我们要寻找的一组正交平衡

区组设计依次对应的水平数. 由于试验次数为n, 我们对n作区组分解, 把n分解成b个正

整数的和, 这b个正整数代表我们寻找的正交平衡区组设计的b个区组中各区组元素的个

数. 这样, 区组设计(矩阵)的形状就确定了. 现在我们的目标是找出m个相互正交的平衡

区组设计(矩阵). 由自由度分解式我们知道要寻找的平衡区组设计对应的水平数依次为
v1, v2, · · · , vm, 这表明我们要寻找的一组矩阵的最大元素依次为v1, v2, · · · , vm.

我们用穷举的方式分别对这m个矩阵找出其对应区组设计满足平衡条件的所有矩阵,
然后对所有可能的矩阵组合情形, 判断其对应的平衡区组设计是不是两两相互正交. 如果
发现一组矩阵其对应平衡区组设计相互正交, 则给出结果即可.

当然, 我们不能保证对每种确定的矩阵形状都能找出m个矩阵, 使得它们对应的区组
设计是平衡且相互正交的, 甚至我们不能保证对n的每个自由度分解式能够找出一组结果.
这可能有多方面的原因: 譬如对某种区组形状可能根本不存在某一水平的平衡区组设计,
甚至可能对某些试验次数n根本不存在平衡的区组设计.

根据自由度分解式找出来的一组正交平衡区组设计对应广义正交表中最大的列数(饱
和). 当然对于某些自由度分解式及其某个区组分解式, 不能找到一组饱和的正交平衡区组
设计, 但是可能可以找到比饱和情形数目(m)少一些的一组正交平衡区组设计, 它们同样可
以用来改写成广义正交表, 也可以在实际试验中使用. 因此, 我们对这种情形也应该加以考
虑. 这样, 我们最后给出的广义正交表不一定都是饱和的, 但由于穷举了所有情形, 它的列
一定是最大数目的.
用穷举法产生第t个矩阵时, 需要判断1, · · ·, vt是否在该矩阵中全部出现(t = 1, · · ·,m).

我们只需要检测出被产生的矩阵的最大元素为vt, 那么这个矩阵一定包括了从1到vt之间的

任何一个数(这正是我们要寻找的区组设计所要求的), 这是因为判断矩阵所对应的区组设
计是否平衡的程序保证了这一点.

(6) 对给定的n, 尝试找出所有自由度分解式下的所有区组分解式的一组正交平衡区
组设计

对于一个给定的试验次数n, 我们可以穷举出它的所有自由度分解式, 这一点用计算机
不难办到. 当然, 一旦给定了自由度分解式, 我们又可以根据其中的b给出n的所有区组分解
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10 应用概率统计 第二十七卷

式, 这个分解完全是为了确定区组设计的形状. 这个过程, 也不难用计算机实现. 接下来,
只需要对n的每一个自由度分解式及其相应的每一确定区组分解式, 寻找一组正交的平衡
区组设计即可.

我们运用穷举法给出n的所有自由度分解式, 并穷举出n相应的所有区组分解式, 然后
对每一种情形运用解决上一问题的方法寻找结果.

当然我们根据自由度分解式中的b, 对n做区组分解时可以只给出n的那些单调不减分

解. 这样做一方面可以减少寻找时间; 另一方面n的其他区组分解仅仅对应了交换区组设计

的某些区组顺序, 而这并不影响结果的存在性.
事实上, 如果对n的某个单调不减区组分解式得到了一组正交平衡区组设计, 那么我们

对这一组正交平衡区组设计做区组顺序变换, 这样就得到一组新的区组设计, 这组新的区
组设计仍然是平衡且正交的. 如果对这组正交平衡区组设计做所有可能的区组顺序变换,
就可以得到许多新的正交平衡区组设计组. 反过来, 对n的任意某个区组分解式下得到的一

组正交平衡区组设计, 我们都可以通过交换区组顺序的方法使区组分解式变成单调不减的,
并且这组区组设计仍然是平衡且正交的. 因此, 在这里, 我们只需穷举n的那些单调不减区

组分解即可.

§4. 主要结果

对给定的某个自由度分解式以及某个确定的区组分解式, 如果找到一组矩阵, 使得它
们对应的区组设计平衡且正交, 那么, 我们就可以将它们改写成广义正交表. 需要注意的
是, 由一组正交平衡区组设计改写成的广义正交表的列数比这组正交平衡区组设计的个数
多一列, 这是因为广义正交表的第一列完全可以根据区组分解式写出. 在这里, 我们对同
一自由度分解式以及同一区组分解式的结果只给出一张广义正交表. 事实上同一自由度分
解式以及同一区组分解式下可能存在多组结果, 例如对一组给出的结果通过一些区组间交
换、正交平衡区组设计顺序交换以及组内数码置换就可以得到多组不同的结果. 这里我们
将可以通过区组间交换、正交平衡区组设计顺序交换以及组内数码置换就可以得到多组不

同的结果归为一类, 这样就只对每一类给出一张广义正交表. 至于同一自由度分解式以及
同一区组分解式下是否存在多类, 将在以后讨论.

通过计算机穷举, 我们给出以下n = 9以内的广义正交表:

试验次数n = 4, 5, 6的广义正交表

GL4(3
1; 21) GL4(2

3) GL5(3
1; 22) GL6(4

1; 31) GL6(5
1; 21) GL6(3

1; 21)




1 1

2 2

3 1

3 2







1 1 1

1 2 2

2 1 2

2 2 1







1 1 2

2 2 1

2 2 2

3 2 1

3 1 1







1 1

2 2

3 3

4 1

4 2

4 3







1 1

2 1

3 2

4 2

5 1

5 2







1 2

2 1

2 2

3 1

3 1

3 1



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第一期 罗纯 潘长缘: 穷举法寻找正交平衡区组设计 11

试验次数n = 6的广义正交表
GL6(2

2) GL6(3
121; 31) GL6(4

1; 22) GL6(2
131; 21) GL6(3

1; 23) GL6(3
1; 23)



1 1

1 2

2 1

2 2

2 2

2 1







1 1 1

1 2 2

2 1 2

2 2 3

3 1 3

3 2 1







1 1 1

2 2 2

3 1 1

3 2 2

4 1 2

4 2 1







1 2 1

1 3 1

1 1 2

2 2 2

2 3 2

2 1 1







1 1 1 1

2 2 2 2

3 1 1 1

3 1 2 2

3 2 1 2

3 2 2 1







1 1 1 1

1 1 1 2

2 1 2 1

2 2 2 1

3 2 1 2

3 2 2 2




试验次数n = 7的广义正交表
GL7(4

1; 31) GL7(5
1; 22) GL7(3

1; 22) GL7(4
1; 22) GL7(3

1; 24)


1 1

2 2

3 3

3 3

4 2

4 3

4 1







1 1 1

2 1 2

3 2 2

4 2 1

4 2 2

5 2 1

5 1 1







1 1 2

1 2 2

2 2 1

2 2 2

3 1 1

3 1 1

3 1 1







1 1 1

2 1 2

2 2 1

3 2 2

3 2 2

4 2 2

4 1 1







1 1 1 1 2

2 2 2 2 1

2 2 2 2 2

3 1 2 2 1

3 2 1 2 1

3 2 2 1 1

3 1 1 1 1




试验次数n = 8的广义正交表(一)

GL8(5
1; 41) GL8(7

1; 21) GL8(3
1; 21) GL8(3

1; 21) GL8(3
1; 21) GL8(4

1; 21) GL8(4
1; 21) GL8(4

1; 21)


1 1

2 2

3 3

4 4

5 1

5 2

5 3

5 4







1 1

2 1

3 1

4 2

5 2

6 2

7 1

7 2







1 2

2 2

2 1

3 1

3 1

3 1

3 1

3 1







1 2

2 1

3 2

3 2

3 2

3 1

3 1

3 1







1 2

1 1

2 2

2 2

2 2

3 1

3 1

3 1







1 2

2 1

3 2

3 1

4 2

4 2

4 1

4 1







1 2

2 2

2 1

3 2

3 1

4 1

4 1

4 1







1 2

1 2

2 2

2 1

3 2

3 1

4 1

4 1




试验次数n = 8的广义正交表(二)

GL8(5
1; 21) GL8(5

1; 21) GL8(4
1; 32) GL8(6

1; 22) GL8(4
1; 2231) GL8(5

1; 23)


1 2

2 2

3 1

4 1

5 2

5 2

5 1

5 1







1 2

2 2

3 1

4 2

4 1

5 1

5 1

5 1







1 3 3

2 2 2

3 3 1

3 2 1

3 1 1

4 1 3

4 1 2

4 1 1







1 1 1

2 1 1

3 2 2

4 2 2

5 1 1

5 2 2

6 1 2

6 2 1







1 2 2 3

2 2 1 2

2 1 2 2

3 2 2 1

3 1 1 1

4 1 1 3

4 1 1 2

4 1 1 1







1 1 1 1

2 1 1 1

3 2 2 2

4 2 2 2

5 1 1 1

5 1 2 2

5 2 1 2

5 2 2 1



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试验次数n = 8的广义正交表(三)

GL8(5
1; 23) GL8(2

3; 31) GL8(3
1; 23) GL8(2

14123)


1 2 2 2

2 2 2 2

3 2 1 1

3 1 1 1

4 1 2 1

4 1 1 1

5 1 1 2

5 1 1 1







1 2 1 2

1 1 2 3

2 2 2 1

2 2 2 1

2 2 1 3

2 1 2 2

2 1 1 1

2 1 1 1







1 2 2 2

2 1 1 1

2 1 1 1

2 1 1 1

3 2 2 1

3 2 1 2

3 1 2 2

3 1 1 1







1 1 1 1 1

1 2 1 2 2

1 3 2 1 2

1 4 2 2 1

2 1 2 2 2

2 2 2 1 1

2 3 1 2 1

2 4 1 1 2




试验次数n = 8的广义正交表(四)

GL8(4
1; 24) GL8(2

5) GL8(3
1; 25) GL8(2

7)


1 2 2 2 1

1 2 2 1 2

2 2 1 2 2

2 1 2 2 2

3 2 2 1 1

3 1 1 1 1

4 1 1 2 2

4 1 1 1 1







1 2 1 1 2

1 1 2 2 1

2 2 2 2 2

2 2 2 1 1

2 2 1 2 1

2 1 2 1 2

2 1 1 2 2

2 1 1 1 1







1 2 2 2 2 2

1 2 1 2 2 2

2 2 2 1 1 1

2 1 2 1 1 1

3 1 1 2 2 1

3 1 1 2 1 2

3 1 1 1 2 2

3 1 1 1 1 1







1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 2 2 2 2

1 2 2 1 1 2 2

1 2 2 2 2 1 1

2 1 2 1 2 1 2

2 1 2 2 1 2 1

2 2 1 1 2 2 1

2 2 1 2 1 1 2




试验次数n = 9的广义正交表
GL9(7

1; 31) GL9(2
1; 31) GL9(4

1; 31) GL9(5
1; 31) GL9(6

1; 31) GL9(4
1; 32) GL9(3

4)


1 1

2 1

3 2

4 2

5 3

6 3

7 2

7 3

7 1







1 1

1 2

1 3

2 1

2 2

2 2

2 3

2 3

2 1







1 1

2 2

3 3

4 1

4 2

4 2

4 3

4 3

4 1







1 1

2 2

3 3

4 1

4 2

4 3

5 2

5 3

5 1







1 1

2 2

3 3

4 1

4 2

5 2

5 3

6 3

6 1







1 1 2

1 2 1

2 1 3

2 3 1

3 2 3

3 3 2

4 2 2

4 3 3

4 1 1







1 1 2 2

1 2 1 3

1 3 3 1

2 1 3 3

2 2 2 1

2 3 1 2

3 2 3 2

3 3 2 3

3 1 1 1




本文给出的广义正交表我们也称之为平衡区组正交表, 以后可以和正交表一样进行数
据分析.
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Method of Exhaustion to Search Orthogonal Balanced

Block Designs

Luo Chun

(College of Sciences, Shanghai Institute of Technology, Shanghai, 200235 )

Pan Changyuan

(Department of Quantitative Analysis, Junbo Capital Management CO., LTD, Shanghai, 200122 )

When the run size of experiment is relative small, it is possible to use the method of exhaustion to

select its possible existing orthogonal balanced block designs. In this way, we can find out both orthogonal

balanced block designs as more as possible and some information on how to construct orthogonal balanced

block designs for some experiment of big run size. Some result of experiment run size of no more than 9

is given out.

Keywords: Orthogonal arrays, method of exhaustion, block designs, orthogonal balanced block

designs, balanced block orthogonal arrays.
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