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摘 要

针对实际问题存在的不确定因素, 研究了含不确定参数的定期人寿保险的破产模型, 其中死亡率

和净年保单数分别用区间数和随机参数刻画. 推导了破产概率区间的计算公式, 且用泊松分布近似时

得到其近似计算方法. 该模型的建立既考虑了初始准备金的利息积累和任何时刻的新投保人的加入,

并采用了新的分组方式, 又考虑了实际问题中的不确定因素, 因而能够更加真实地刻画了实际过程, 比

传统模型更具实用性.
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§1. 引 言

区别于财产保险, 人寿保险具有变动的风险率, 不同年龄的人死亡率不同, 特别是人到

晚年, 死亡率更是加速度增加, 因此在建立人寿保险破产模型及计算破产阈值时, 把用于

测定保险风险的死亡率看成不确定参数更加合适. 现有的保险产品设计原则和寿险精算模

型, 基本上没有考虑这种影响(参看文献[1]-[9]). 基于已有研究结果[5]和[8], 本文将将针对

实际问题存在的不确定因素, 研究含不确定参数的定期人寿保险的破产模型, 并推导破产

阈值的计算方法. 同以往模型的主要差别是: 1)我们假设不同年龄的投保人死亡率(或生存

率)不同, 且每一个年龄的死亡率(或生存率)是一个区间数. 2)我们把每年收到的新保单的

数量与保单到期的数量之差假设为服从正态分布的随机参数. 3)我们考虑了初始准备金的

利息积累, 对投保人采用了按年龄分组的分组方式. 上述这些假设保证了本文提出的模型

更加真实地刻画实际人寿保险的破产过程.

§2. 期望准备金的区间值计算公式

假设任意一份T年期定期保险合同, 其保费于每年年初缴付, 赔付于年末进行. 若将投

保人按年龄分组, 则对固定的一年, j岁的投保人即属于第j组. 假设极限年龄为常数m (岁),

则j的取值范围是j ∈ {1, 2, . . . , m}. 显然, 当次年度原本j岁的人变为j + 1岁时, 原j组投保
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人属于第j + 1组. 假设第j组(即j岁)的投保人在一年内的死亡率为区间数q±j (qj的取值可

参考经验生命表). 因此, 投保人在一年内的生存率

p±j = 1− q±j

也是区间数. 考虑到实际问题中多种不确定性因素影响, 特别是投保人对保险种类的喜好

和不确定性经济因素(如通货膨胀率和利率), 根据上述投保人按年龄分组的原则, 我们假

设第j组每年收到的新保单的数量与保单到期的数量之差是服从正态分布的随机参数, 记

为aj ∼ N(µj , δ
2
j ).

由于死亡率为区间数, 所以每年投保人人数的期望也是区间数. 记第k年年初时第j组

的投保人人数的期望为n±k (j) (第一年投保人人数n1(j)是常数, 此时, n−1 (j) = n+
1 (j), j =

1, 2, . . . , m), 记d±k (j)为第k年内第j组被保险人的死亡人数, 则d±k (j) = n±k (j)q±j (k ≥ 1), 且

如下关系式成立:

n±k (j) = n±k−1(j − 1)− n±k−1(j − 1)q±j−1 + E(aj), (2.1)

其中E(aj)表示随机参数aj的数学期望.

(2.1)式给出了第k年年初时各组投保人期望人数与上年度年初时投保人期望人数和被

保险人的死亡人数之间的关系. 这样, 第k年年初投保人的总数的期望值为

N±
k =

m∑
j=1

n±k (j).

根据上述讨论和数学期望的性质, 可以得到如下结论.

命题 2.1 如果N±
k 是第k年年初投保人的期望总数, 则有如下递推关系式




N±
1 =

m∑
j=1

n±1 (j),

N±
k = N±

k−1 −
m∑

j=1
d±k−1(j) +

m∑
j=1

E(aj).
(2.2)

假设保险合约中规定第j组的被保险人每年所交的保费为cj , j = 1, 2, . . . , m, 保险期内

每个被保险人死亡时的赔付额为b. 如果第k年的利率是ik, 则保险公司第j组在第k年年初

时的期望准备金是一区间数, 且满足如下关系式:

u±k+1(j) = (u±k (j) + n±k (j)cj)(1 + ik)− bd±k (j).

因此, 第k年年初时的期望准备金总额的区间值U±
k 可按如下公式计算:





U±
k =

m∑
j=1

u±k (j),

U±
k+1 =

(
U±

k +
m∑

j=1
n±k (j)cj

)
(1 + ik)− b

m∑
j=1

d±k (j).
(2.3)
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§3. 定期人寿保险破产的概率区间

首先引入盈余和破产概念.

定义 3.1 设U1为保险公司的初始准备金, c > 0为单位时间内的保费收入率. 对任意

的t > 0, 称Rt = U1 + ct− St为时刻t时的盈余, 其中St是到时刻t保险公司支付的理赔总额.

如果Rt < 0, 则称该保险公司破产, 而下确界T = inf{t |Rt < 0}被称为破产发生时刻.

定义 3.2 称实值函数Ψt(·, ·) → [0, 1], Ψt(x, y) = P{T < t}为对应初始准备金x和初

始时刻的投保人y, t年内公司破产的概率, 其中P{·}表示某种概率测度.

以下定理给出了不确定条件下定期人寿保险公司破产概率区间的计算方法.

定理 3.1 在定期人寿保险模型中(T年期保单), 如果初始准备金为

U1 =
m∑

j=1
u1(j),

其中u1(j)是第j组的初始准备金, 第一年年初投保人总数为

N1 =
m∑

j=1
n1(j),

其中n1(j)是初始年年初时第j组的投保人人数. 那么, 保险公司到第t年年末的破产概率区

间为

Ψ±
t (U1, N1) =

m∑
j=1

n1(j)∑
k>d∗1(j)

n1(j)cj
m∑

j=1
n1(j)cj

Ck
n1(j)(q

±
j )k(p±j )n1(j)−k

+
m∑

j=1

d∗1(j)∑
k=0

n1(j)cj
m∑

j=1
n1(j)cj

Ck
n1(j)(q

±
j )k(p±j )n1(j)−kΨt−1(U2, N2), (3.1)

其中 



d∗1(j) =
(n1(j)cj + u1(j))(1 + i1)

b
, j = 1, 2, . . . , m,

d∗1 =
m∑

j=1
d∗1(j),

L±1 =
m∑

j=1
d1(j),

U±
2 =

(
U1 +

m∑
j=1

n1(j)cj

)
(1 + i1)− L±1 b,

N±
2 = N1 +

m∑
j=1

E(aj)− L±1 .
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证明: 因为死亡率为区间数, 所以各年的死亡或存活可看成一种推广的贝努利概型.

假设年初被保险人数为n, 则为n重Bernoulli概型.

因为死亡概率与年龄密切相关, 所以模型的建立是按被保险人的年龄分组. 虽然每组

的破产概率之和并不等于总破产概率之和(因为一组破产可能由其他组盈余来弥补), 但是,

我们可以考虑总破产概是各组破产概率加权求和. 又因为决定破产与否的关键因素是净资

产值的盈亏状况, 所以该权重的取值为各组收取的保费占总保费的比例.

先考虑第一年的情形. 第一年年末的时候, 保险公司由于要支付赔偿金, 可能导致公司

破产或不破产, 其破产临界点是研究此类问题的关键. 显然, 第一年保险公司的破产临界点

为第一年年初所收取的保费与初始准备金之和恰好等于第一年年末需要支付的赔偿金, 其

中第j组破产临界点的基本数学模型是

(n1(j)cj + uj)(1 + i1) = bd∗1(j), (j = 1, 2, . . . , m),

而

d∗1(j) =
(n1(j)cj + u1(j))(1 + i1)

b
, (j = 1, 2, . . . , m).

令

d∗1 =
m∑

j=1
d∗1(j).

因为对给定的n1(j), j = 1, 2, . . . , m, 在第一年内的死亡人数服从含区间参数的二项分

布B(n1(j), q±j ), 而第j组的权重, 即n1(j)个被保险人所收的保费占总保费的比例为

n1(j)cj
m∑

j=1
n1(j)cj

,

所以到第一年年末发生破产的概率区间为

Ψ±
1 (U1, N1) =

m∑
j=1

n1(j)∑
k>d∗1(j)

n1(j)cj
m∑

j=1
n1(j)cj

Ck
n1(j)(q

±
j )k(p±j )n1(j)−k.

若第一年年末未发生破产, 记

L±1 =
m∑

j=1
d±1 (j),

则第二年年初还未收取第二年的保费时的准备金为

U±
2 =

(
U1 +

m∑
j=1

n1(j)cj

)
(1 + i1)− L±1 b.
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接下来考虑第t (t > 1)年的临界状态. 记d∗t (j)为恰好导致第j组在第t年末发生破产时

的临界死亡人数. 因为受不确定性因素影响, 亦为如下区间数

(d∗t )
±(j) =

(n±t (j)cj + u±t (j))(1 + it)
b

, j = 1, 2, . . . , m.

令

(d∗t )
± =

m∑
j=1

(d∗t )
±(j).

如果第t年年未破产, 那么第t + 1年年初还未收取当年保费时的期望准备金为

U±
t+1 =

(
U±

t +
m∑

j=1
n±t (j)cj

)
(1 + it)− L±t b,

其中

L±t =
m∑

j=1
d±t (j).

上述U±
t , N±

t , u±t (j), n±t (j), (d∗t )±(j)和(d∗)±t 在下文的递推求解破产概率的过程起到

重要作用.

下面先推导到第2年年末破产概率区间的计算方法.

我们把第一年年末保险公司能出现的各种运营结果视为总样本空间Ω, 并对Ω做一个

分割

Ω = B1 ∪B2,

其中B1表示随机事件“公司在第一年年末破产”, B2表示随机事件“公司在第一年年末未破

产”, 则此寿险公司到第二年年末发生破产的概率区间等于到第一年年末发生破产的概率

区间加上第二年发生破产的概率区间(在第一年年末未发生破产的条件下), 即

Ψ±
2 (U±

1 , N±
1 ) =

m∑
j=1

n1(j)∑
k>d∗1(j)

n1(j)cj
m∑

j=1
n1(j)cj

Ck
n1(j)(q

±
j )k(p±j )n1(j)−k

+
m∑

j=1

d∗1(j)∑
k=0

n1(j)cj
m∑

j=1
n1(j)cj

Ck
n1(j)(q

±
j )k(p±j )n1(j)−kΨ±

1 (U2, N2), (3.2)

其中

U±
2 =

(
U1 +

m∑
j=1

n1(j)cj

)
(1 + i1)− L±1 b,

N±
2 = N1 +

m∑
j=1

E(aj)− L±1 , L±1 =
m∑

j=1
d±1 (j),

且与和式中的k, j均有关, Ψ±
1 (U2, N2)表示准备金为U±

2 , 被保险人总数为N±
2 的第一年年内

破产的概率区间.
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类似于第二年的推导过程, 可以得到到第t年年末的破产概率区间的计算方法

Ψ±
t (U1, N1) =

m∑
j=1

n1(j)∑
k>d∗1(j)

n1(j)cj
m∑

j=1
n1(j)cj

Ck
n1(j)(q

±
j )k(p±j )n1(j)−k

+
m∑

j=1

d∗1(j)∑
k=0

n1(j)cj
m∑

j=1
n1(j)cj

Ck
n1(j)(q

±
j )k(p±j )n1(j)−kΨ±

t−1(U
±
2 , N±

2 ), (3.3)

其中Ψ±
t−1(U

±
2 , N±

2 )表示准备金为U±
2 , 被保险人总数为N±

2 在t− 1年内破产的概率区间. 证

毕. ¤

注记 1 Ψ±
t 的计算不能直接利用Ψ±

t−1递推, 这是因为Ψ±
t−1(U1, N1)和Ψ±

t−1(U
±
2 , N±

2 )

的参数U、N不同. 不过, Ψ±
t−1(U

±
2 , N±

2 )的计算公式与Ψ±
t−1(U1, N1)的计算公式类似. 我们

有

Ψ±
t−1(U

±
2 , N±

2 ) =
m∑

j=1

n2(j)∑
k>d∗2(j)

n2(j)cj
m∑

j=1
n2(j)cj

Ck
n2(j)(q

±
j )k(p±j )n2(j)−k

+
m∑

j=1

d∗2(j)∑
k=0

n2(j)cj
m∑

j=1
n±2 (j)cj

Ck
n2(j)(q

±
j )k(p±j )n±2 (j)−kΨ±

t−2(U
±
3 , N±

3 ), (3.4)

其中Ψ±
t−2(U

±
3 , N±

3 )的计算公式与Ψ±
t−2(U1, N1)的计算公式类似, 依此类推.

§4. 泊松近似方法

由泊松定理, 我们知道当二项分布B(n, p)中n充分大,而p充分小时, 泊松分布可以很好

的逼近二项分布. 在定期保险中, 被保险人数充分大, 而被保险人的死亡概率非常小, 因此

在定期人寿保险中可以用泊松分布来逼近二项分布, 得到原破产概率区间的的近似表达式.

令

λ±k (j) = n±k (j)q±j ,

则得到如下结论.

定理 4.1 在定期人寿保险模型中(T年期保单), 设初始准备金为

U1 =
m∑

j=1
u1(j),

第一年年初被保险人的总数为

N1 =
m∑

j=1
n1(j),
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其他变量均满足模型假设的条件, 则保险公司到第t年年末的破产概率区间为

Ψ±
t (U1, N1) =

m∑
j=1

n1(j)∑
k>d∗1(j)

n1(j)cj
m∑

j=1
n1(j)cj

λ±1 (j)k

k!
e−λ±1 (j)

+
m∑

j=1

d∗1(j)∑
k=0

n1(j)cj
m∑

j=1
n1(j)cj

λ±1 (j)k

k!
e−λ±1 (j)Ψ±

t−1(U
±
2 , N±

2 ),

其中

U±
2 =

(
U1 +

m∑
j=1

n1(j)cj

)
(1 + i1)− L±1 b, (L1 ∈ {0, 1, . . . , d∗1},

N±
2 = N1 +

m∑
j=1

E(aj)− L±1 ,

L±1 =
m∑

j=1
d1(j), d1(j) ∈ {0, 1, . . . , d∗1(j)}.

§5. 结 论

本文建立了含不确定参数的定期人寿保险的破产模型, 其中死亡率和净年保单数分别

用区间数和随机参数刻画. 推导了破产概率区间的计算公式, 且用泊松分布近似时得到其

近似计算方法. 由于该模型的建立既考虑了初始准备金的利息积累和任何时刻的新投保人

的加入, 并采用了新的分组方式, 又考虑了实际问题中的不确定因素, 因而比以往模型更具

实用性.
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Computation of Interval Probability for Bankruptcy

Procedure in Term Life Insurance With Uncertain

Environment

Wan Zhong Hu Chaoming Yin Wei

(School of Mathematics Sciences and Computational Technology, Central South University,

Changsha, 410083 )

In this paper, a new model is constructed by taking uncertain environment into consideration for

the bankruptcy risk problems in term life insurance, where the mortality rate is regarded as an interval

parameter and the net insurance policy is a random parameter. Formula for computing the interval

probability of bankruptcy is obtained, an approximation method owing to Poisson distribution is studied.

Since some important aspects have been taken into consideration in the new formulation, such as the

accumulating interest of initial reserve, the entry of new customers at any time, the design of new grouping

fashion and the uncertain environment, the result obtained in this paper is more practical than the existing

models.
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