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摘 要

本文讨论了在最小Q-过程不中断的条件下Martin流入边界与Ray-Knight紧化之间的关系, 即

在Martin流入边界有限的条件下, Martin流入边界中的点与Ray-Knight紧化所添加的点之间具有一一

对应关系.
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§1. 引 言

设E = {0, 1, 2, . . .}, Q = (qij)i,j∈E是E上的拟Q-矩阵. 我们假定Q是全稳定且保守的,

并且满足Q-过程唯一性准则, Q所对应的最小Q-过程记作pmin
ij (t), 则pmin

ij (t)是诚实的, 由

[1] p.70定理2.2, pmin
ij (t)还满足Kolmogorov向后和向前方程组.

由于pmin
ij (t)是诚实的转移函数, 按照[2] p.57-63中的方法, 可以定义E的Ray-Knight紧

化E, pmin
ij (t)可以扩张成E上的Ray预解式Uα(x, dy). Uα(x, dy)对应的Ray半群记作Pt(x,

dy), E中的非分支点集记作D,令ER = {x|x ∈ E, U1(x,E) = 1}, E+ = ER∩D. 由[2] p.84-

89, 存在以Pt(x, dy)为转移函数的右过程X = (Ω,F ,Ft, Xt, θt,P
x), 其状态空间为E+. 因

为Pt(x, dy)限制在E上是pmin
ij (t),所以当x ∈ E时,在Px{·}下, {Xt}永远停留在E中, {Xt}即

为通常意义下pmin
ij (t)决定的Markov链. 当x /∈ E时, 在Px{·}下, {Xt}自x很快“流入”E中,

然后永远停留在E中. 对于任意的x ∈ E+, 令pxj(t) = Pt(x, {j}).
从Markov链的角度来看, 只有在Q = (qij)的Martin积极流入边界非空时, 才有自∞很

快“流入”E中然后永远停留在E中的情况出现, 因此Q = (qij)的Martin流入边界与E+之间

存在必然联系.

一般说来, E在pmin
ij (t)下的Ray-Knight紧化E、ER及E+是非常复杂的, 而且只有E+对

讨论右过程X有意义. 在通常情况下, 我们仅知道Q-矩阵Q = (qij)而不知道pmin
ij (t), 所以

只有将Q-矩阵Q = (qij)与E+联系起来才有意义. 在本文中, 我们将讨论Q-矩阵Q = (qij)

的Martin流入边界与E+的联系.

本文2009年11月20日收到, 2010年9月23日收到修改稿.
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§2. 主要结果及证明

定义 2.1 设P (t) = (pij(t))是E上诚实的转移函数, gk(t), t > 0是E上的一族有限测

度, 称gk(t)是P (t)的进入律, 如果对于任意的t > 0, s ≥ 0,

gk(t + s) =
∑

m∈E

gm(t)pmk(s), k ∈ E.

如果gk(t)是P (t)的进入律, 显然
∑

k∈E

gk(t)恒等于某个常数, 并且gk(t)关于t连续. 另外,

由Pt(x, dy)的半群性质可知, 对于每个x ∈ E+, pxj(t)是pmin
ij (t)的进入律.

定理 2.1 对任意的k ∈ E, 若gk(t)是pmin
ij (t)的进入律, 则存在E+上的有限测度µ, 使

得

gk(t) =
∫

E+

pxk(t)µ(dx), ∀k ∈ E, t > 0.

证明: 参考[3] p.316, Section 39. ¤

定理 2.2 如果gk(t)是P (t)的进入律, 令

ηk(λ) =
∫ ∞

0
e−λtgk(t)dt, λ > 0,

则ηk(λ)满足方程组

ηj(λ)− ηj(µ) + (λ− µ)
∑

k∈E

ηk(λ)Rkj(µ) = 0, ∀λ, µ > 0, j ∈ E, (2.1)

这里R(λ)=(R(λ))i,j∈E是P (t)的预解矩阵. 反之,如果ηk(λ)满足方程组(2.1),并且
∑

k∈E

ηk(1)

< ∞, 则存在P (t)的进入律gk(t), 使得

ηk(λ) =
∫ ∞

0
e−λtgk(t)dt, λ > 0.

证明: (i) 显然
∑

k∈E

ηk(1) < ∞. 任给λ, µ > 0, λ 6= µ,

∑
k∈E

ηk(λ)Rkj(µ) =
∑

k∈E

∫ ∞

0
e−λtgk(t)dt

∫ ∞

0
e−µspkj(s)ds

=
∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−λt−µs ∑

k∈E

gk(t)pkj(s)dsdt

=
∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−λt−µsgj(t + s)dsdt

=
ηj(λ)− ηj(µ)

µ− λ
,

所以(2.1)成立.
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(ii) 设ηk(λ)满足方程组(2.1), 并且
∑

k∈E

ηk(1) < ∞, 则

ηk(λ) = ηk(1)− (λ− 1)
∑

m∈E

ηm(1)Rmk(λ),

上式两端对k求和可知A(λ) =
∑

k∈E

ηk(λ) < ∞.

对于任意的α > 0, 令ξα
k (λ) = ηk(α + λ), 则ξk(λ)关于λ是单调减的, 并且

ξα
k (λ)− ξα

k (µ) + (λ− µ)
∑

m∈E

ξα
m(λ)Rmk(α + µ) = 0.

将ξα
k (λ), k ∈ E写成行向量的形式, 将上式也写成行向量的形式, 则有

ξα(λ)− ξα(µ) + (λ− µ)ξα(λ)R(α + µ) = 0,

容易看出
d
dλ

ξα(λ) = −ξα(λ)R(α + λ),

依此类推可得
dn

dλn
ξα(λ) = (−1)nn!ηα(λ)R(α + λ)n,

所以对于每个k ∈ E,

dn

dλn
ξα
k (λ) = (−1)nn!

∑
m∈E

ηm(λ)[R(α + λ)n]mk, (−1)n dn

dλn
ξα
k (λ) ≤ n!A(α)

(α + λ)n
.

应用完全单调定理, 可知存在(0,∞)上的非负可测函数fα
k (t), 使得

ξα
k (λ) =

∫ ∞

0
e−λtfα

k (t)dt, ∀λ > 0.

ηk(λ) = ξα
k (λ− α) =

∫ ∞

0
e−λt[eαtfα

k (t)]dt, ∀λ > α.

不妨假定fα
k (t)是Borel可测的. 由Laplace逆变换公式可知对于任意的s > 0,

∫ s

0
eαtfα

k (t)dt = lim
λ→∞

∑
n≤λs

(−1)n

n!
dn

dλn
ηk(λ),

所以eαtfα
k (t)与α的选取无关.

令hk(t) = eαtfα
k (t), 则

ηk(λ) =
∫ ∞

0
e−λthk(t)dt, ∀λ > 0.

由(2.1)易知对于任意的k ∈ E,

d
dλ

ηk(λ) = − ∑
m∈E

ηm(λ)Rmk(λ).
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令

gk(t) =
1
t

∫ t

0

∑
m∈E

hm(s)pmk(t− s)ds, k ∈ E.

任给T > 0, 在[0, T ]上, 当t′ → t时, hm(s)I(0,t′](s)pmk(t′ − s)几乎处处收敛于hm(s)I(0,t](s)

·pmk(t− s), 又由于

∫ T

0

∑
m∈E

hm(s)ds ≤ eT

∫ T

0

∑
m∈E

e−λthm(s)ds ≤ eT ∑
k∈E

ηk(1) < ∞, (2.2)

∫ t

0

∑
m∈E

hm(s)pmk(t− s)ds =
∫ T

0

∑
m∈E

hm(s)I(0,t](s)pmk(t− s)ds,

由控制收敛定理可知 ∫ t

0

∑
m∈E

hm(s)pmk(t− s)ds

是t ∈ [0, T ]的连续函数, 所以gk(t)是t ∈ (0,∞)的连续函数.

由于
∑

k∈E

pmk(u)是u ∈ (0,∞)的连续函数, 于是对于任意的T > 0, 在(0, T )上, 当t′ → t

时,
∑

k∈E

pmk(t′ − s)收敛于
∑

k∈E

pmk(t− s). 另外,

∫ t

0

∑
m∈E

hm(s)
∑

k∈E

pmk(t− s)ds =
∫ T

0

∑
m∈E

hm(s)I(0,t](s)
∑

k∈E

pmk(t− s)ds,

由(2.2)和控制收敛定理可知

∑
k∈E

tgk(t) =
∫ t

0

∑
m∈E

hm(s)
∑

k∈E

pmk(t− s)ds

是t ∈ [0, T ]的连续函数. 由Dini定理, 函数项级数
∑

k∈E

tgk(t)在[0, T ]上一致收敛.

此外, 对于任意的λ > 0,
∫ ∞

0
e−λttgk(t)dt =

∫ ∞

0
e−λt

[ ∫ t

0

∑
m∈E

hm(s)pmk(t− s)ds
]
dt

=
∫ ∞

0

[ ∫ ∞

s

∑
m∈E

e−λthm(s)pmk(t− s)dt
]
ds

=
∫ ∞

0

[ ∫ ∞

0

∑
m∈E

e−λ(s+u)hm(s)pmk(u)du
]
ds

=
∑

m∈E

∫ ∞

0
e−λshm(s)ds

∫ ∞

0
e−λupmk(u)du

=
∑

m∈E

ηm(λ)Rmk(λ) = − d
dλ

ηk(λ)

=
∫ ∞

0
e−λtthk(t)dt,
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所以gk(t)与hk(t)几乎处处相等. 从而

ηk(λ) =
∫ ∞

0
e−λtgk(t)dt.

如前所述, 函数项级数
∑

m∈E

tgm(t)在任何有限区间上都是一致收敛的, 所以二元函数

项级数
∑

m∈E

tgm(t)pmk(s)在任何有界区域内都一致收敛, 即
∑

m∈E

tgm(t)pmk(s)是{(s, t)|s, t ≥
0}上的连续函数, 故

∑
m∈E

gm(t)pmk(s)是区域{(s, t)|s, t > 0}上的连续函数.

为证明

gk(t + s) =
∑

m∈E

gm(t)pmk(s), (2.3)

在(2.3)两端对s, t作双重Laplace变换
∫ ∞

0

∫ ∞

0
· · · e−λt−µsdsdt, 对于任意的λ, µ > 0, λ 6= µ,

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∑
m∈E

gm(t)pmk(s)e−λt−µsdsdt =
∑

m∈E

ηm(λ)Rmk(µ),

对于每个t ≥ 0, 作为s的函数, gk(t + s)几乎处处等于hk(t + s); 由Fubini定理, 作为{(s, t)|s,
t ≥ 0}上的函数, 在二维Lebsgue测度意义下, gk(t + s)几乎处处等于hk(t + s), 显然,

∫ ∞

0

∫ ∞

0
gk(t + s)e−λt−µsdsdt =

∫ ∞

0

∫ ∞

0
hk(t + s)e−λt−µsdsdt

=
ηk(λ)− ηk(µ)

µ− λ
,

因此

∫ ∞

0

∫ ∞

0
gk(t + s)e−λt−µsdsdt =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∑
m∈E

gm(t)pmk(s)e−λt−µsdsdt. (2.4)

令µ → λ, 可知上式对于λ = µ的情形也成立, 因此(2.3)在{(s, t)|s, t ≥ 0}上几乎处处成
立. 再注意到(2.3)的两端在{(s, t)|s, t ≥ 0}上连续, 所以对每个s, t > 0, (2.3)都成立, 即

gk(t)是P (t)的进入律. ¤

命题 2.1 若(gk(t); k ∈ E)t>0是P (t)的进入律, 则对于任意的k ∈ E, 极限lim
t⇓0

gk(t)存

在且有限.

证明: 由于lim
t↓0

pkk(t) = 1, 故对于任意的0 < ε < 1, 存在δ > 0, 使得当t < δ时,

有pkk(t) > 1− ε. 任取t < t′ < δ, 我们有

gk(t′) =
∑
m

gm(t)pmk(t′ − t) ≥ gk(t)pkk(t′ − t)

≥ gk(t)(1− ε),
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并且gk(t′) < ∞, 因此

lim sup
t⇓0

gk(t) ≤ gk(t′)
1− ε

< ∞,

再令t′ ⇓ 0, 这时又有

lim sup
t⇓0

gk(t) ≤ lim inf
t′⇓0

gk(t′)
1− ε

< ∞,

由ε的任意性, 因而lim
t⇓0

gk(t)存在且有限. ¤

定理 2.3 给定λ > 0, 设η(λ) = (ηi(λ))i∈E满足方程η(λ)(λI −Q) = 0, 并且
∑
i

ηi(λ)

< ∞, 则存在唯一的关于pmin
ij (t)的进入律(Ki(t), i ∈ E)t>0, 使得

ηi(λ) =
∫ ∞

0
e−λtKi(t)dt, ∀i ∈ E,

并且lim
t↓0

Ki(t) = 0.

证明: (i) 存在性: 令

η(λ) = η − (λ− 1)ηRmin(λ),

对于任意的λ, µ > 0, 由Rmin(λ)满足预解方程, 则

η(λ)− η(µ)

= −(λ− 1)ηRmin(λ) + (µ− 1)ηRmin(µ)

= −(λ− 1)η[Rmin(µ)− (λ− µ)Rmin(λ)Rmin(µ)] + (µ− 1)ηRmin(µ)

= −(λ− µ)ηRmin(µ) + (λ− 1)(λ− µ)ηRmin(λ)Rmin(µ)

= −(λ− µ)η(µ)Rmin(λ),

所以η(λ)−η(µ)+(λ−µ)η(λ)Rmin(µ) = 0,即η(λ)满足方程组(2.1). 由定理2.2,存在pmin
ij (t)

的进入律gk(t), t > 0, k ∈ E使得

ηk(λ) =
∫ ∞

0
e−λtgk(t)dt, ∀k ∈ E.

令ak = lim
t⇓0

gk(t), gk(t) = gk(t)−
∑

m∈E

aip
min
mk (t), ηk(λ) =

∫ ∞

0
e−λtgk(t)dt, 则

η(λ) = η(λ) + aRmin(λ),

其中a表示行向量(ak, k ∈ E). 由[4] p.60引理2.11.3以及Rmin(λ)满足Kolmogorov向前方程

组, 可得

0 = η(1)[I −Q] = η(1)[I −Q] + aRmin(1)[I −Q] = a,
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所以a = 0, 即lim
t⇓0

gk(t) = 0, ∀k ∈ E.

(ii) 唯一性: 如果pmin
ij (t)的进入律fk(t), t > 0, k ∈ E和gk(t), t > 0, k ∈ E使得

ηk =
∫ ∞

0
e−tfk(t)dt =

∫ ∞

0
e−tgk(t)dt,

由定理2.2, fk(t)和gk(t)的Laplace变换ηf
k (λ)和ηg

k(λ)都满足(2.1), 因此

ηf (λ) = η − (λ− 1)ηRmin(λ) = ηg(λ),

由Laplace变换的唯一性及fk(t)和gk(t)的连续性可知fk(t) = gk(t). ¤

定理 2.4 如果Q = (qij)对应的极小转移函数pmin
ij (t)是诚实的, 则E+ = E的充分必

要条件是: 对于某个λ > 0, 方程组




v(λ · I −Q) = 0,

v = (v1, v2, . . .), vi ≥ 0, 并且
∑
i∈E

vi < ∞
(2.5)

没有非平凡解.

证明: (1) 必要性: 设E+ = E. 如果存在某个λ > 0, 方程组(2.5)存在非平凡解

(ηi(λ), i ∈ E), 由定理2.3, 存在pmin
ij (t)的进入律(Ki(t), i ∈ E)t>0, 使得∀i ∈ E, lim

t↓0
Ki(t) =

0, 并且

ηi(λ) =
∫ ∞

0
e−λtKi(t)dt.

由定理2.1, 存在E+上的有限测度µ(dx), 使得

Ki(t) =
∫

E+

pxi(t)µ(dx) =
∑

k∈E

pki(t)µ(k), ∀i ∈ E, t > 0.

由于µ({k}) ≤ lim
t↓0

Kk(t) = 0, 所以Ki(t) = 0, ∀i ∈ E, t > 0, 从而ηi(λ) = 0, ∀i ∈ E, 矛盾!

故方程组(2.5)没有非平凡解.

(2) 充分性: 如果方程组(2.5)没有非平凡解, 而存在x ∈ E+ \ E, 则(pxj(t))t>0是关于

pmin
ij (t)的进入律, 并且lim

t↓0
pxj(t) = 0. 由定理2.2,

ηi(λ) =
∫ ∞

0
e−λtpxi(t)dt, i ∈ E

满足(2.1), 再由定理2.3的证明方法, 存在ai, 使得ηi(λ) = ηi(λ) +
∑

k∈E

akR
min
ki (λ), 其中ηi(λ)

满足方程组(2.5), 由lim
t↓0

pxj(t) = 0可得ai = 0, 矛盾! 所以E = E+. ¤

该定理说明, 如果方程组(2.5)有非平凡解, 则即使在pmin
ij (t)诚实条件下, E+\E中仍可

能含有很多点. 如果E+ = E, 则由定理2.4可知方程组(2.5)无非平凡解, 即方程组(2.5)的
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解空间维数n+ = 0, 故Q为零流入, 这时由Martin流入边界理论我们知道对E没有Martin流

入边界点. 同时在此条件下X = (Ω,F ,Ft, Xt, θt,P
x)为取值于E的右过程. 因此, 我们只须

在E+\E非空时来讨论最小Q-过程X的Martin流入边界与Ray-Knight紧化的关系.

对任意的x ∈ E+ \ E, 则(pxj(t))t>0是关于pmin
ij (t)的进入律. 令

ηj(λ) =
∫ ∞

0
e−λtpxj(t)dt, j ∈ E,

则η(λ)是向后方程v(λI−Q) = 0的非负可和解.即方程组(2.5)解空间非空,故Q的Martin积

极流入边界非空, 且由Q确定的最小Q-过程X以正概率从∞很快跳回E中.

设B̂e为Q的Martin积极流入边界. 下面我们来说明X的Martin流入边界B̂e与E+的关

系, 我们有下面定理:

定理 2.5 设pmin
ij (t)诚实. 若E+\E有限, 则存在双射Φ : B̂e → E+ \ E.

证明: 设E+\E = {x1, x2, . . . , xn}, 由[4] p.206定理6.16.3, Martin积极流入边界B̂e仅

由n个原子边界点组成⇐⇒方程组(2.5)的解空间维数为n, 所以我们只须证明(2.5)仅有n个

线性独立解. 对于每个k ≤ n, 令

ηk
j (λ) =

∫ ∞

0
e−λtpxkj(t)dt,

从定理2.4的证明中容易看出ηk = (ηk
0 (λ), ηk

1 (λ), . . .)是方程组(2.5)的解. 如果ηk, k =

1, 2, . . . , n不是线性无关的, 取ak, k = 1, 2, . . . , n不全为零, 使得
∑
k

akη
k = 0. 令gi(t) =

∑
ak>0

akpxki(t), hi(t) = − ∑
ak<0

akpxki(t), 则gi(t)和hi(t)都是pmin
ij (t)的进入律, 由定理2.3,

gi(t)和hi(t)相同, 再由定理2.1, gi(t)和hi(t)对应的E+上的测度µ也相同, 但gi(t)和hi(t)对应

的测度分别是
∑

ak>0
akδxk

(·)和− ∑
ak<0

akδxk
(·), 矛盾! 所以ηk, k = 1, 2, . . . , n线性无关.

对于(2.5)的任意一个非平凡解ηi(λ), 由定理2.3, 可以取pmin
ij (t)的进入律Ki(t)使得

ηk(λ) =
∫ ∞

0
e−λtKi(t)dt,

并且lim
t⇓0

Ki(t) = 0. 又由定理2.1, 可取E+上的有限测度µ使得

Ki(t) =
∫

E+

pxi(t)µ(dx) =
∑

m∈E

µ({m})pmin
mi (t) +

n∑
k=1

µ({xk})pxki(t),

由lim
t⇓0

Ki(t) = 0可知µ({m}) = 0, 所以Ki(t) =
n∑

k=1

µ({xk})pxki(t), 从而

ηk(λ) =
n∑

k=1

µ({xk})ηk
i , ∀i ∈ E,

这说明(2.5)仅有n个线性无关解. ¤

同理我们可以得到
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定理 2.6 设pmin
ij (t)诚实. 若Q的Martin积极流入边界有限, 则存在双射Φ : B̂e →

E+ \ E.
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Keywords: Minimal Q-processes, Martin entrance boundary, Ray-Knight compactification, right

process.

AMS Subject Classification: 60J35, 60J50.

《
应
用
概
率
统
计
》
版
权
所
用




