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摘 要

从随机环境中分枝过程是随机环境中马氏链入手, 讨论了随机环境中分枝过程状态的暂留性、常

返性以及灭绝概率的性质.
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§1. 引言与模型

随机环境中分枝过程(BPRE)的研究始于二十世纪六十年代([1–4]), 是当前国际上随

机环境中随机过程研究中成果最丰富的方向之一, 已取得一系列十分深刻的结果, 但这些

结果中未见关于BPRE暂留性、常返性的讨论. 李应求将π-不可约、常返、暂留的概念引入

了随机环境中马氏链的研究中, 并讨论了各种暂留性、常返性之间的关系([5–9]). 本文首先

证明了BPRE是随机环境中马氏链, 然后借鉴李应求处理随机环境中马氏链的方法, 讨论

了BPRE的暂留性和常返性, 并得出在一定条件下过程必然趋于0或∞.

关于BPRE的灭绝概率已有很深入的研究, 详见文献[1–4]及其参考文献, 但基本上是

讨论BPRE灭绝的条件. 本文借助于BPRE的马氏性, 从转移概率入手, 讨论了灭绝概率与

转移概率之间的关系. 在GW分枝过程的研究中, 比例定理是一个重要结论([11]), 本文得到

了BPRE一个类似的结论(定理4.2).

设Z+ ={0, 1, 2, . . .}, N ={1, 2, . . .}, (Ω,F ,P)为一概率空间, (Θ,B)为环境空间, (X ,A)

为状态空间, 其中X = Z+, 而A是X离散σ域. 对于∀ θ ∈ Θ, {pn(θ) : n ∈ Z+}为概率分布列,

且满足
∞∑

j=0
jpj(θ) < +∞, 0 ≤ p0(θ) + p1(θ) < 1. (1.1)

令T是ΘZ+到ΘZ+上的推移算子, 即对于∀ k ∈ N , ~θ = (θ0, θ1, . . .) ∈ ΘZ+ , 有T k~θ = (θk,

θk+1, . . .). 对任意的序列~η = {ηn, n ∈ Z+}, 记~ηr
k = {ηn, k ≤ n ≤ r}, 0 ≤ k ≤ r ≤ ∞.
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定义 1.1 [10] 设~ξ = {ξn, n ∈ Z+}是(Ω,F ,P)上取值于(Θ,B)的随机变量序列, ~Z =

{Zn, n ∈ Z+}和{Xni , n ∈ Z+, i ∈ N}是(Ω,F ,P)上取值于(X ,A)的随机变量序列, 且满足

Zn+1 =
Zn∑
i=1

Xni , P(Xni = j|~ξ) = pj(ξn), j ∈ X , (1.2)

P(Xni = jni , 1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ n ≤ k|~ξ) =
k∏

n=0

m∏
i=1

P(Xni = jni |~ξ), jni ∈ X , (1.3)

则称~Z是随机环境~ξ中的分枝过程.

本文以下恒设~Z是随机环境~ξ中的分枝过程.

§2. 马 氏 性

为讨论BPRE的暂留性和常返性, 首先验证随机环境~ξ中的分枝过程是(单无限)随机环

境~ξ中马氏链.

定义 2.1 [5] 设~Y = {Yn, n ∈ Z+}是(Ω,F ,P)上取值于(X ,A)的随机变量序列, 如果

对任意A,B ∈ A, n ∈ Z+, 有

P(Y0 ∈ A|~ξ) = P(Y0 ∈ A|ξ0), (2.1)

P(Yn+1 ∈ B|Y0, Y1, . . . , Yn; ~ξ) = P(Yn+1 ∈ B|ξn;Yn), (2.2)

则称~Y为单无限随机环境~ξ中的马氏链.

定理 2.1 令

P (θ; i, j) =





P
∗(i)
j (θ), i ∈ N, j ∈ Z+,

δ0j , i = 0, j ∈ Z+,
(2.3)

其中P
∗(i)
j (θ) =

∑
r1+···+ri=j

pr1(θ) · · · pri(θ), ∀ θ ∈ Θ. 若对任意的k ∈ X , P(Z0 = k|~ξ∞0 ) =

P(Z0 = k|ξ0), 则~Z是以P (·; i, j)为一步转移概率的(单无限)随机环境~ξ中的马氏链.

证明: 只须证明∀ j ∈ X , n ∈ Z+,

P(Zn+1 = j|Z0, . . . , Zn; ~ξ) = P (ξn;Zn, j). (2.4)

由于式(2.4)两边均关于σ(Z0, . . . , Zn; ~ξ)可测, 要证式(2.4), 只须证: 对任意∆ ∈ σ(Z0, . . .,

Zn; ~ξ), ∫

∆
P(Zn+1 = j|Z0, . . . , Zn; ~ξ)dP =

∫

∆
P (ξn;Zn, j)dP, (2.5)
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从而只须对∆ = {Z0 = i0, . . . , Zn = in; ξ0 ∈ B0, . . . , ξl ∈ Bl}, 证明式(2.5)成立即可, 其

中i0, . . . , in ∈ X , B0, . . . , Bl ∈ B. 不妨设l ≥ n (因l < n可取Bn+1 = · · · = Bn = Θ ∈ B).

记C = {Z0 = i0, . . . , Zn = in}, D = {ξ0 ∈ B0, . . . , ξl ∈ Bl}.
由式(2.3), 式(2.5)右边可化为

∫

∆
P (ξn; in, j)dP =

∫

∆

∑
r1+···+rin=j

pr1(ξn) · · · prin
(ξn)dP;

由条件期望的定义及式(1.2)和(1.3), 式(2.5)左边等于
∫

∆
E(I(Zn+1=j)|Z0, . . . , Zn; ~ξ)dP =

∫

D
E
(
I( in∑

l=1
Xnl

=j
)IC |Z0, . . . , Zn; ~ξ

)
dP.

由于第n代单个粒子生成下一代的情况只与该粒子所处的环境有关, 而与以前各代粒子的

分布条件独立, 那么由条件独立性可得上式右边等于
∫

D
E
(
I( in∑

l=1
Xnl

=j
)|Z0, . . . , Zn; ~ξ

)
E(IC |Z0, . . . , Zn; ~ξ)dP

=
∫

D
P
( in∑

l=1

Xnl = j|~ξ
)
ICdP =

∫

D

∑
r1+···+rin=j

in∏
l=1

prl
(ξn)ICdP

=
∫

∆

∑
r1+···+rin=j

in∏
l=1

prl
(ξn)dP,

所以式(2.5)成立. ¤

令E = X ×ΘZ+ , E = A× BZ+ , 在(E, E)上定义转移函数:

π(i, ~θ; {j} ×B) = P (θ0; i, j)IB(T~θ), i, j ∈ X , B ∈ BZ+ .

定理 2.2 如果对任意的k ∈ X , P(Z0 = k|~ξ∞0 ) = P(Z0 = k|ξ0), 则{(Zn, Tn~ξ) : n ∈
N}是以π(i, ~θ; {j} ×B)为一步转移概率的马氏链.

证明: 要证{(Zn, Tn~ξ) : n ∈ N}是马氏链, 只须证: 对于∀ j ∈ X , B ∈ BZ+ ,

P(Zn+1 = j, Tn+1~ξ ∈ B|(Z0, ~ξ), . . . , (Zn, Tn~ξ)) = P(Zn+1 = j, Tn+1~ξ ∈ B|Zn, Tn~ξ). (2.6)

由于∀n ∈ N , σ(~ξ∞n ) ⊂ σ(~ξ∞0 ), 式(2.6)左边等于

P(Zn+1 = j, ~ξ∞n+1 ∈ B|(Z0, ~ξ
∞
0 ), . . . , (Zn, ~ξ∞n ))

= P(Zn+1 = j, ~ξ∞n+1 ∈ B|~Zn
0 , ~ξ∞0 ) = I

(~ξ∞n+1∈B)
P(Zn+1 = j|~Zn

0 , ~ξ∞0 )

= IB(Tn+1~ξ)P (ξn;Zn, j).
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由式(2.4)知最后的等式成立. 由条件期望的平滑性及式(2.4), 式(2.6)右边等于

P(Zn+1 = j, ~ξ∞n+1 ∈ B|Zn, ~ξ∞n )

= I
(~ξ∞n+1∈B)

P(Zn+1 = j|Zn, ~ξ∞n ) = IB(Tn+1~ξ)E[E(I(Zn+1=j)|~Zn
0 , ~ξ∞0 )|Zn, ~ξ∞n ]

= IB(Tn+1~ξ)E[P (ξn;Zn, j)|Zn, ~ξ∞n ] = IB(Tn+1~ξ)P (ξn;Zn, j), (2.7)

所以式(2.6)成立. 当Zn = i, Tn~ξ = ~θ时, 式(2.6)右边等于π(i, ~θ; {j} × B), 从而由式(2.6)

及(2.7)知定理2.2的结论成立. ¤

§3. 暂留性、常返性

借鉴文献[6–9]讨论双无限随机环境中马氏链状态的方法, 我们讨论了作为单无限环境

中马氏链的BPRE的状态的暂留性和常返性. 首先类似定义单无限随机环境中马氏链状态

暂留性和常返性.

定义 3.1 对任意的C ∈ A× BZ+ , 令[C]x = {(x, ~θ) : (x, ~θ) ∈ C}为集合C在x上的限

制, 令ηC =
∞∑

n=1
I{(Yn,T n~θ)∈C}为过程到达集合C的次数; ηx = η[E]x为过程到达点x的次数;

Q(x, ~θ;C) = P
x,~θ

( ∞⋂
m=1

∞⋃
n=m

((Yn, Tn~θ) ∈ C)
)

表示过程从(x, ~θ)出发, 无穷次到达集合C的概率;

L(x, ~θ;C) = P
x,~θ

( ∞⋃
n=1

((Yn, Tn~θ) ∈ C)
)

表示过程从(x, ~θ)出发, 经有限步到达集合C的概率;

fk(x, ~θ;C) = P
x,~θ

((Y1, T ~θ) ∈ C, . . . , (Yk−1, T
k−1~θ) ∈ C, (Yk, T

k~θ) ∈ C)

表示过程从(x, ~θ)出发, 经过k步首达集合C的概率; 特别地,

fk(x, ~θ; y) = P
x,~θ

(Y1 6= y, . . . , Yk−1 6= y, Yk = y)

表示过程从(x, ~θ)出发经k步首达y点的概率.

定义 3.2 称状态x是弱暂留的, 若存在~θ ∈ ΘZ+ , 使得L(x, ~θ; [E]x) < 1; 称状态x是

∗-暂留的, 若∀ ~θ ∈ ΘZ+ , y 6= x, L(y, ~θ; [E]x) < 1; 称状态x是暂留的, 若存在数列{Mi > 0,

i ≥ 1}及ΘZ+的划分{Bi, i ≥ 1}, 使得E
x,~θ

η{x}×Bi
≤ Mi, ∀ ~θ ∈ Bi, i ≥ 1; 称状态x是强暂留

的, 若E
x,~θ

ηx < ∞, ∀ ~θ ∈ ΘZ+ ; 称状态x是一致暂留的, 若存在M < ∞, 使得E
x,~θ

ηx < M ,

∀ ~θ ∈ ΘZ+ .

《
应
用
概
率
统
计
》
版
权
所
用



第一期 胡杨利 杨向群: 随机环境中分枝过程的暂留性与灭绝概率的性质 25

定义 3.3 称状态x是常返的, 若E
x,~θ

ηx = ∞, ∀ ~θ ∈ ΘN+ ; 称状态x是Harris常返的,

若Q(x, ~θ; [E]x) = 1, ∀ ~θ ∈ ΘZ+ .

定理 3.1 若状态x > 0, 则x是弱暂留的, 且对于∀ ~θ ∈ ΘZ+ , L(x, ~θ; [E]x) < 1.

证明: 取定环境~ξ = ~θ ∈ ΘZ+ .

i) 若∃ θm ∈ ~θ使得p0(θm) > 0, 则由式(2.3)有,

P (θm;Zm, 0) =
∑

r1+···+rZm=0
pr1(θm) · · · prZm

(θm) = [p0(θm)]Zm > 0,

若假设Z0 ≡ x, 那么

L(x, ~θ; [E]x) = P
x,~θ

( ∞⋃
n=1

(Zn = x, Tn~θ ∈ ΘZ+)
)

= P
x,~θ

( ∞⋃
n=1

(Zn = x)
)

≤ 1− P
x,~θ

( ∞⋂
n=m

(Zn+1 = 0)
)

= 1− P (θm;x, 0) < 1.

ii) 若对于∀ θn ∈ ~θ, 均有p0(θn) = 0, 由式(1.1)和(2.3)知, 单个粒子生成多个后代的概

率是大于0小于1的, 令A = {y ∈ X : y > x}, 则有

L(x, ~θ; [E]x) = P
x,~θ

( ∞⋃
n=1

(Zn = x)
)
≤ 1− P

x,~θ

( ∞⋂
n=1

(Zn ∈ A)
)

= 1− P (θ0;x,A) =
x∏

i=1
p1(θ0) < 1.

综上所述, 过程中所有大于零的状态都是弱暂留的, 而且经有限步返回到自身的概率均小

于1. ¤

定理 3.2 若状态x > 0, 则x是∗-暂留的.

证明: 取定环境~ξ = ~θ ∈ ΘZ+ , 任取状态y 6= x.

i) 若y = 0, 则显然有L(y, ~θ; [E]x) = 0.

ii) 若y > 0, 则由过程的转移性可得

L(y, ~θ; [E]x) =
∞∑

k=1

fk(y, ~θ;x)L(x, T k~θ; [E]x),

由于
∞∑

k=1

fk(y, ~θ;x) ≤ 1, 且各项非负, 而由定理3.1知L(x, T k~θ; [E]x) < 1, 所以此加权和一定

小于1, 即L(y, ~θ; [E]x) < 1. ¤

定理 3.3 若状态x > 0, 则x是暂留的.

证明: 对于状态x > 0, 任取n ∈ N , 令Fn = {~θ ∈ ΘZ+ : L(x, ~θ; [E]x) ≤ 1− 1/n}. 若
任取~θ ∈ Fn, 则有

1
n

E
x,~θ

η{x}×Fn
≤

∞∑
n=1

P
x,~θ

(Zn = x, Tn~θ ∈ Fn)(1− L(x, Tn~θ; [E]x)).
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由定理3.1知, 对非零状态x有L(x, ~θ; [E]x) < 1, 那么上式右边等于

∞∑
n=1

P
x,~θ

(Zn = x, Tn~θ ∈ Fn, Zn+k 6= x, k ≥ 1)

≤ L(x, ~θ; {x} × Fn) ≤ L(x, ~θ; [E]x) < 1,

所以E
x,~θ

η{x}×Fn
≤ n. 由于

∞⋃
n=1

Fn = ΘZ+ , 那么存在Θ的一个划分, 使之满足定义3.2, 所以

x是暂留的. ¤

定理 3.4 i) ∀x ∈ X , 存在δ(x) > 0, 使得对∀ ~θ ∈ ΘZ+ , L(x, ~θ;x) < 1− δ(x).

ii) 令µ为~ξ的分布, 若µ(B) > 0, B ∈ BZ+ , 则对任意的~θ ∈ ΘZ+ , 存在n(~θ) > 0, 使

得Tn(~θ)(~θ) ∈ B.

若i)或ii)成立, 则任意大于零的状态x ∈ X均是强暂留的, 而且当n ↑ ∞时, Zn → 0或

Zn →∞. 并且满足i)时, x还是一致暂留的.

证明: 类似文献[8]可以证明状态x的强暂留性或一致暂留性. 那么当n ↑ ∞时, 显然

有Zn → 0或Zn →∞. ¤

注记 1 此处条件ii)比文献[8]中的π-不可约性弱.

定理 3.5 ∀x > 0, 则x不是Harris常返的, 也不是常返的.

证明: 类似文献[6]可证: 状态x是Harris常返当且仅当L(x, ~θ; [E]x) = 1, ∀ ~θ ∈ ΘZ+ ,

再结合上述讨论易证此定理. ¤

§4. 灭绝概率的性质

鉴于BPRE是随机环境中马氏链, 我们从转移概率入手, 讨论了灭绝概率与转移概率

之间的关系, 特别是得到了一个类似于经典分枝过程中的比例定理的结论(定理4.2).

对任意的i, j ∈ X , i > 0, n ∈ Z+, s ∈ [0, 1], 令

P (~ξn
0 ; i, j) = P(Zn+1 = j|Z0 = i, ~ξ),

fi(ξn; s) = E(sZn+1 |Zn = i, ~ξ) =
∞∑

j=0
P (ξn; i, j)sj ,

fi(~ξn
0 ; s) = E(sZn+1 |Z0 = i, ~ξ) =

∞∑
j=0

P (~ξn
0 ; i, j)sj .

显然P (ξn; 1, j) = pj(ξn), ∀ j ∈ X , n ∈ Z+. 记f(~ξn
0 ; s) ≡ f1(~ξn

0 ; s), f(ξn; s) ≡ f1(ξn; s),

则由文献[2]显然有fi(ξn; s) = [f(ξn; s)]i, fi(~ξn
0 ; s) = [f(~ξn

0 ; s)]i, ∀ i > 0, i ∈ X , n ∈ Z+,

s ∈ [0, 1].
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引理 4.1 对任意固定的n, f(~ξn
0 ; s)关于s的k阶导数记为f (k)(~ξn

0 ; s), k ≥ 1, 则满足:

f (k)(~ξn
0 ; s) = an,k(s) + f ′(ξ0; f(~ξn

1 ; s)) · f (k)(~ξn
1 ; s), (4.1)

其中an,k(s)是幂级数形式的非负值随机变量.

证明: 由文献[2], f(~ξn
0 ; s) = f(ξ0; f(ξ1; · · · f(ξn; s) · · · )), 那么

f ′(~ξn
0 ; s) = [f(ξ0; f(~ξn

1 ; s))]′ = f ′(ξ0; f(~ξn
1 ; s)) · f ′(~ξn

1 ; s), (4.2)

即式(4.1)对k = 1, n ≥ 1成立, 其中an,k(s) = 0. 假设式(4.1)对固定的k成立, 下证其对

k + 1成立:

f (k+1)(~ξn
0 ; s) = [f (k)(~ξn

0 ; s)]′

= [an,k(s) + f ′(ξ0; f(~ξn
1 ; s)) · f (k)(~ξn

1 ; s)]′

= an,k+1(s) + f ′(~ξ0; f(~ξn
1 ; s)) · f (k+1)(~ξn

1 ; s),

其中an,k+1(s) = a′n,k(s) + f ′′(ξ0; f(~ξn
1 ; s)) · f ′(~ξn

1 ; s)) · f (k)(~ξn
1 ; s), 显然是幂级数形式的非负

随机变量. ¤

引理 4.2 若对任意固定的n ∈ Z+, P(p1(ξn) 6= 0) = 1, 则

P (~ξn
0 ; 1, j)

P (~ξn
0 ; 1, 1)

≥ P (~ξn
1 ; 1, j)

P (~ξn
1 ; 1, 1)

, ∀ j ≥ 1, n ≥ 1. (4.3)

证明: 由定理2.1,

P (~ξn
0 ; 1, 1) =

∞∑
j=1

P (~ξn−1
0 ; 1, j) · P (ξn; j, 1) ≥ P (~ξn−1

0 ; 1, 1) · P (ξn; 1, 1)

≥ P (~ξn−2
0 ; 1, 1) · P (ξn−1; 1, 1) · P (ξn; 1, 1)

≥ · · · ≥ P (ξ0; 1, 1) · · ·P (ξn; 1, 1), (4.4)

由于P(p1(ξn) 6= 0) = 1, 且P (ξn; 1, 1) ≡ p1(ξn), ∀n ∈ Z+, 所以P
( n∏

i=0
P (ξi; 1, 1) > 0

)
= 1,

从而P(P (~ξn
0 ; 1, 1) > 0) = 1, ∀n ∈ N . 由此, 对任意的j ≥ 1, n ∈ N , 由引理4.1有

P (~ξn
0 ; 1, j)

P (~ξn
0 ; 1, 1)

=
f (j)(~ξn

0 ; 0)

j! · f ′(~ξn
0 ; 0)

=
an,j(0) + f ′(ξ0; f(~ξn

1 ; 0)) · f (j)(~ξn
1 ; 0)

j! · f ′(~ξn
0 ; 0)

≥ f ′(ξ0; f(~ξn
1 ; 0)) · f (j)(~ξn

1 ; 0)

j! · f ′(ξ0; f(~ξn
1 ; 0)) · f ′(~ξn

1 ; 0)
=

f (j)(~ξn
1 ; 0)

j! · f ′(~ξn
1 ; 0)

=
P (~ξn

1 ; 1, j)

P (~ξn
1 ; 1, 1)

. ¤

令Bn = {ω : Zn(ω) = 0}, n ∈ N , B =
∞⋃

n=1
Bn, qi(~ξ) = P(B|Z0 = i, ~ξ), 则

qi(~ξ) = lim
n→∞P(Zn = 0|Z0 = i, ~ξ) = lim

n→∞P (~ξn−1
0 ; i, 0),

qi(T ~ξ) = lim
n→∞P(Zn = 0|Z0 = i, T ~ξ) = lim

n→∞P (~ξn
1 ; i, 0),
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∀ i ≥ 1. 记q(~ξ) ≡ q1(~ξ), q(T ~ξ) ≡ q1(T ~ξ).

定理 4.1 若P(p1(ξn) 6= 0) = 1, ∀n ∈ Z+, 则

P (~ξn
0 ; 1, 1)

P (~ξn
1 ; 1, 1)

↑ f ′(ξ0; q(T ~ξ)), n →∞. (4.5)

证明: 由式(4.4)有P(P (~ξn
0 ; 1, 1) > 0) = 1, P(P (~ξn

1 ; 1, 1) > 0) = 1, ∀n ∈ N , 所以由

式(4.3), 对∀n ∈ N ,

P (~ξn
0 ; 1, 1)

P (~ξn−1
0 ; 1, 1)

=

+∞∑
k=1

P (~ξn−1
0 ; 1, k)P (ξn; k, 1)

P (~ξn−1
0 ; 1, 1)

=
+∞∑
k=1

P (~ξn−1
0 ; 1, k)

P (~ξn−1
0 ; 1, 1)

· P (ξn; k, 1)

≥
+∞∑
k=1

P (~ξn−1
1 ; 1, k)

P (~ξn−1
1 ; 1, 1)

· P (ξn; k, 1) =
P (~ξn

1 ; 1, 1)

P (~ξn−1
1 ; 1, 1)

,

所以
P (~ξn

0 ; 1, 1)

P (~ξn
1 ; 1, 1)

≥ P (~ξn−1
0 ; 1, 1)

P (~ξn−1
1 ; 1, 1)

, ∀n > 1,

又由式(4.2)有

P (~ξn
0 ; 1, 1)

P (~ξn
1 ; 1, 1)

=
f ′(~ξn

0 ; 0)

f ′(~ξn
1 ; 0)

=
f ′(ξ0; f(~ξn

1 ; 0)) · f ′(~ξn
1 ; 0)

f ′(~ξn
1 ; 0)

= f ′(ξ0; f(~ξn
1 ; 0)),

由于f(~ξn
1 ; 0) ≡ P (~ξn

1 ; 1, 0) ≤ 1, f ′(ξ0; f(~ξn
1 ; 0)) ≤ f ′(ξ0; 1) =

+∞∑
k=1

kpk(ξ0) < +∞, 所以两边

关于n →∞求极限, 得

lim
n→∞

P (~ξn
0 ; 1, 1)

P (~ξn
1 ; 1, 1)

= lim
n→∞ f ′(ξ0; f(~ξn

1 ; 0)) = f ′(ξ0; q(T ~ξ)). ¤

定理 4.2 若P(p1(ξn) 6= 0) = 1, ∀n ∈ Z+, 那么

lim
n→∞

P (~ξn
0 ; i, 1)

P (~ξn
0 ; 1, 1)

= i · [q(~ξ)]i−1, ∀ i ≥ 1. (4.6)

证明: 由于fi(~ξn
0 ; s) = [f(~ξn

0 ; s)]i, 两边在s = 0处求导, 得

f ′i(~ξ
n
0 ; 0) = i · [f(~ξn

0 ; 0)]i−1 · f ′(~ξn
0 ; 0),

即

P (~ξn
0 ; i, 1) = i · [P (~ξn

0 ; 1, 0)]i−1 · P (~ξn
0 ; 1, 1),

由于P(P (~ξn
0 ; 1, 1) > 0) = 1, ∀n ∈ N , 所以

P (~ξn
0 ; i, 1)

P (~ξn
0 ; 1, 1)

= i · [P (~ξn
0 ; 1, 0)]i−1.

两边关于n →∞求极限即得定理结论. ¤
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推论 4.1 若P(p1(ξn) 6= 0) = 1, ∀n ∈ Z+, 那么

lim
n→∞

P (~ξn
1 ; i, 1)

P (~ξn
1 ; 1, 1)

= i · [q(T ~ξ)]i−1, ∀ i ≥ 1. (4.7)

定理 4.3 若P(p1(ξn) 6= 0) = 1, ∀n ∈ Z+, 且P(q(~ξ) < 1) = 1, 则

f ′(ξ0; q(T ~ξ)) =
[ 1− q(~ξ)

1− q(T ~ξ)

]2
. (4.8)

证明: 由定理2.1,

P (~ξn
0 ; k, 1)

P (~ξn
0 ; 1, 1)

· P (~ξn
0 ; 1, 1)

P (~ξn
1 ; 1, 1)

=

∞∑
j=1

P (ξ0; k, j)P (~ξn
1 ; j, 1)

P (~ξn
1 ; 1, 1)

=
∞∑

j=1
P (ξ0; k, j)

P (~ξn
1 ; j, 1)

P (~ξn
1 ; 1, 1)

.

两边关于n →∞求极限, 由式(4.5), (4.6)和(4.7)有

k[q(~ξ)]k−1 · f ′(ξ0; q(T ~ξ)) =
∞∑

j=1
P (ξ0; k, j) · j · [q(T ~ξ)]j−1, ∀ k ≥ 1. (4.9)

由于对任意固定的j ≥ 1,
∞∑

k=1

P (ξ0; k, j) = 1, 所以式(4.9)两边关于k求和, 得

f ′(ξ0; q(T ~ξ))
[ q(~ξ)

1− q(~ξ)

]′
=

∞∑
j=1

j · [q(T ~ξ)]j−1 ·
∞∑

k=1

P (ξ0; k, j) =
[ q(T ~ξ)

1− q(T ~ξ)

]′
,

即

f ′(ξ0; q(T ~ξ)) · 1

[1− q(~ξ)]2
=

1

[1− q(T ~ξ)]2
. ¤

推论 4.2 若P(p1(ξn) 6= 0) = 1, ∀n ∈ Z+, 且P(q(~ξ) < 1) = 1, 则

1

1− q(~ξ)
=

1

1− q(T ~ξ)
+

p0(ξ0)
1− p0(ξ0)

.

证明: 由于fk(~ξn−1
0 ; s) = [f(~ξn−1

0 ; s)]k, 式(4.8)右边等于

f ′k(ξ0; q(T ~ξ)) = {[f(ξ0; q(T ~ξ)]k}′ = k · [f(ξ0; q(T ~ξ)]k−1 · f ′(ξ0; q(T ~ξ)), ∀ k ≥ 1.

所以由式(4.9),

[q(~ξ)]k−1 = [f(ξ0; q(T ~ξ))]k−1, ∀ k ≥ 1.

当k = 2时,

q(~ξ) = f(ξ0; q(T ~ξ)). (4.10)

式(4.10)代入式(4.8), 求解微分方程即得结论. ¤
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Based on the fact that branching processes in random environments are Markovian chains in random

environments, transience and recurrence of the states are discussed and some properties of the extinction

probability are obtained.

Keywords: Branching process in random environment, transience, recurrence, extinction proba-

bility.

AMS Subject Classification: 60K37, 60J80.

《
应
用
概
率
统
计
》
版
权
所
用




