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摘 要

零膨胀Poisson回归模型是研究零观测值过多的计数数据的常用工具, 本文提出了一类拟合具

有这类特征的集群数据的层次零膨胀泊松回归模型, 并给出了相应的贝叶斯推断方法, 参数估计通

过Gibbs抽样获得, 模型比较与选择则通过拟合优度检验与BIC准则实现. 最后, 利用一个船舶受损事

故数据来展示本文方法的实现及应用.

关键词: 零膨胀, 层次回归模型, Gibbs抽样, BIC准则.

学科分类号: O212.8.

§1. 引 言

计数数据(count data)广泛存在于金融、保险、临床医学、遗传学以及抽样调查等多

个研究领域中, 常用的拟合分布有负二项分布、Poisson分布、广义Poisson分布等. 如果

零观测值出现的概率大于其分布所允许的概率, 我们则认为该数据出现了零膨胀(zero-

inflation)现象. 在实际问题中, 普遍存在具有零膨胀特征的计数数据. 例如在流行病学研

究中, 由于个体观测者自身携带抗体导致其感染某病毒的次数为零, 使得总体感染次数出

现零膨胀现象; 在保险精算研究中, 由于损失过小导致保户放弃索赔的情况频繁发生, 零

索赔率的增大导致总体索赔次数出现零膨胀. 近年来, 统计学家对具有零膨胀特征的计数

数据进行了多方面研究, 如Fahrmeir和Echavarŕıa (2006)研究了一类零膨胀的可加性模型;

Yip和Yau (2005)讨论了各类零膨胀回归模型在保户赔付中的应用; Xie等人(2009, 2008)系

统研究了带有零膨胀的广义Poisson混合效应回归模型的Score检验问题和统计诊断与局部

影响分析; Ghosh等人(2006)研究了零膨胀回归模型的贝叶斯方法. 从目前已有研究来看,

对零膨胀数据的研究主要集中在基于各种分布的参数回归模型或具有混合效应的参数模

型的建模方面.

近年来, 层次回归模型的研究取得了重大进展, 这类模型是一族灵活、广泛的统计模

型, 综合了线性回归模型和随机效应模型的优势, 日益发展成为分析集群数据、重复测量数

据或层次数据等复杂数据的标准工具. 相关研究成果参见文献[6]-[10], 回顾已有成果, 关于

零膨胀集群数据的层次回归模型的研究较少, 有待于进一步讨论.
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552 应用概率统计 第二十八卷

本文借鉴Lee等人(2006)的工作, 针对具有零膨胀特征的集群数据提出两层次的回归

模型, 然后利用数据添加的思想给出模型的贝叶斯推断方法, 进而在贝叶斯拟合优度检验

与BIC准则之下讨论模型的比较与选择问题, 并通过一个实例分析说明方法的实现及应用.

本文安排如下: 第二节介绍零膨胀集群数据层次回归模型; 第三节研究贝叶斯建模与

推断; 第四节讨论模型的拟合检验和模型选择; 第五节通过实例展示本文方法的实现及应

用.

§2. 模型设定

首先, 我们给出零膨胀Poisson分布(Zero-Inflated Poisson Distribution)的定义, 简记

为ZIP. 假设Y服从ZIP(φ, λ), 若

P{Y = y} =





φ + (1− φ) exp(−λ), y = 0;

(1− φ) exp(−λ)λy/y!, y > 0,
(2.1)

其中0 < φ < 1为零膨胀参数, 显然, 当φ = 0时, ZIP分布变为Poisson分布.

进一步, 我们给出集群数据下零膨胀混合效应模型的定义, 假设Yij为感兴趣的响应变

量, yij为其观察值, 表示第i个群第j个样本的观察计数值, 相应的协变量为xij , zij , i = 1, 2,

. . . ,m, j = 1, 2, . . . , ni, N =
m∑

i=1
ni, 若Yij ∼ ZIP(φij , λij), 考虑集群间的相关性, 我们分别

针对零膨胀参数φij与模型均值部分λij建立如下的混合效应模型:




ξij = log(λij) = xT
ijβ + ui;

ηij = log
( φij

1− φij

)
= zT

ijγ + vi,
(2.2)

其中β与γ分别为对应于协变量xij与zij的回归系数, ui与vi为随机效应, 按照通常的假设,

设ui与vi相互独立, 分别服从均值为0, 方差为σ2
u, σ2

v的正态分布.

在实际问题中, 由于数据收集过程或集群间嵌套关系的影响, 上述的混合效应模型还

可能呈现内在关联或具有层次结构, 受Lee等人(2006)结果的启发, 为了更加准确且灵活地

刻画数据的这类关系, 我们定义基于上述ZIP混合效应模型的两层次回归模型为

ξij = log(λij) = β0i + xT
ijβ1i + ε

(1)
ij , (2.3)

其中 



β0i = α00 + wT
i α01 + u0i,

β1i = α10 + wT
i α11 + u1i,

(2.4)

而

ηij = logit(φij) = γ0i + zT
ijγ1i + ε

(2)
ij , (2.5)
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其中 



γ0i = δ00 + wT
i δ01 + v0i,

γ1i = δ10 + wT
i δ11 + v1i,

(2.6)

其中(2.3)与(2.5)为第一层回归方程, β0i, γ0i与β1i, γ1i分别是个体层次回归分析的截距项

与斜率项, ε
(1)
ij , ε

(2)
ij 是个体层次回归分析的误差项, 分别服从N(0, σ2

1)与N(0, σ2
2), 而(2.4)

与(2.6)为第二层回归方程, 分别针对个体层次的截距项和斜率项进行回归, wT
i = (w1i,

. . . , wpi)是集群层次的协变量, 表示群之间的嵌套或关联关系, 往往以哑变量或二分变

量为主, 而uT
i = (u0i, u1i), vT

i = (v0i, v1i)分别是集群层次回归模型的随机效应, 且假设

ui ∼ N(0,Σu), vi ∼ N(0,Σv), 其中Σu与Σv为未知的协方差矩阵.

若记α = (αT
0 , αT

1 ),而αT
0 = (α00, α01), αT

1 = (α10, α11); δ = (δT
0 , δT

1 ),而δT
0 = (δ00, δ01),

δT
1 = (δ10, δ11)为感兴趣参数, 则上述(2.3)-(2.6)对应的层次回归模型可以表示为如下的矩

阵、向量形式: 



ξ = Xβ + ε(1);

η = Zγ + ε(2),





β = Wα + u;

γ = Wδ + v,
(2.7)

其中ξ, η为(2.3)、(2.5)式中对应的向量, 其余记号有类似含义.

§3. 贝叶斯建模与推断

相比于似然方法, 贝叶斯方法综合了样本中的先验信息, 对于某些分布与复杂模型的

建模具有特别的灵活性. 下面, 我们具体讨论本文模型的贝叶斯建模.

3.1 关于潜变量的数据添加方法

根据Ghosh等人(2006)的工作, 零膨胀回归模型中的响应变量Yij可以表示为Yij =

Dij(1−Bij),其中Bij是具有参数φij的二点分布随机变量,而Dij服从参数为λij的Poisson分

布, 于是Yij作为观测数据可以分解为由潜变量(Dij , Bij)组成的完全数据, 而基于完全数

据(Dij , Bij)的建模可以通过下列条件分布进行数据添加来实现.

给定Yij = yij , (Dij , Bij)的联合条件分布为:

当yij > 0时,

P (Dij = yij , Bij = 0|Yij = yij) = 1,

当yij > 0时,

P (Dij = dij , Bij = 1|Yij = yij) =
φijP (Dij = dij)

φij + (1− φij)P (Dij = 0)
,

P (Dij = 0, Bij = 0|Yij = yij) =
(1− φij)P (Dij = 0)

φij + (1− φij)P (Dij = 0)
,
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554 应用概率统计 第二十八卷

对应于观测数据{Yij = yij : i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , ni}, 我们可以得到潜变量{Dij , Bij}的
样本, 用(D, B)表示其向量形式.

3.2 先验分布的选择

设θ = (α, δ, σ2,Σ)为全体参数组成的向量, 其中α, δ为感兴趣参数, σ2 = (σ2
1, σ

2
2), Σ =

(Σu,Σv)为未知的多余参数, 根据参数的意义, 在后面的贝叶斯分析中选择如下的独立先验

分布, 即

π(θ) = π(α)π(δ)π(σ2)π(Σ),

其中π(α)选择为正态先验N(0,Ωα), π(δ)为N(0,Ωδ), 而Ωα = diag(σ2
α), Ωδ = diag(σ2

δ ), σ2
α

与σ2
δ为给定的超参数. π(σ2)选择为逆Gamma分布, 即

σ−2
1 ∼ Gamma(a1, b1), σ−2

2 ∼ Gamma(a2, b2),

π(Σ)选择为逆Wishart分布, 即

Σ−1
u ∼ Wishart(ρ, (ρRu)−1), Σ−1

v ∼ Wishart(ρ, (ρRv)−1),

而其中a1, b1, a2, b2, ρ, Ru, Rv均为事先给定的超参数.

超参数的选取可通过给定的先验信息来实现, 若无如何先验信息, 通常的选择为σ2
α =

σ2
δ = 1000, ai = bi = 0.001 (i = 1, 2), Ru = Rv = I, I为单位阵, ρ = 2.

3.3 Gibbs抽样与M-H算法

基于上述先验设定与数据添加方法, 我们给出下列通过满条件分布来获得随机样本的

Gibbs抽样过程:

第一步: 设置初始值(θ(0), u(0), v(0), ε(0)), 然后计算

φ
(0)
ij =

exp(η(0)
ij )

1 + exp(η(0)
ij )

,

其中η
(0)
ij 可以通过(2.5)式计算得到.

第二步: 在当前值(θ(t), u(t), v(t), ε(t))之下, 由(2.3)与(2.5)式计算φ
(t)
ij 与λ

(t)
ij , 然后, 对所

有{yij : i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , ni}, 产生潜变量(D(0)
ij , B

(0)
ij )如下:

若yij = 0, 抽取B
(t)
ij ∼ Bernoulli(φ(t)

ij ), 然后若B
(t)
ij = 0, 则令D

(t)
ij = 0; 否则, 抽取

D
(t)
ij ∼ Poisson(λ(t)

ij );

若yij > 0, 则令B
(t)
ij = 0及D

(t)
ij = yij .
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第三步: 在当前值(θ(t), u(t), v(t), ε(t))及(D(t), B(t))之下, 分别从下列满条件后验分布中

抽取所需后验样本,

P ((ε(1))(t+1)|rest) ∝ exp
{
− 1

2(σ2
1)(t)

(ξ(t) −Xβ(t))T (ξ(t) −Xβ(t))
}

,

其中“rest”表示除ε(1)之外的所有θ与u, v中的参数及未观测量.

P (β(t+1)|rest) ∝ exp
{ m∑

i=1

ni∑
j=1

[D(t)
ij · ξ(t)

ij − exp(ξ(t)
ij )]

− 1
2
(β(t) −Wα(t))T [Σ(t)

u ]−1(β(t) −Wα(t))
}

,

P (u(t+1)|rest) ∼ N(β(t) −Wα(t),Σ(t)
u ),

P ((σ−2
1 )(t+1)|rest) ∼ Gamma

(N

2
+ a1,

(
b−1
1 +

1
2
‖(ε(1))(t)‖

)−1)
,

P (Σ(t+1)
u |rest) ∼ Wishart

(
m + ρ,

( m∑
i=1

u
(t)
i · u(t)T

i + ρRu

)−1)
.

类似地, 我们有

P ((ε(2))(t+1)|rest) ∝ exp
{
− 1

2(σ2
2)(t)

(η(t) − Zγ(t))T (η(t) − Zγ(t))
}

,

P (γ(t+1)|rest) ∝ exp
{ m∑

i=1

ni∑
j=1

[B(t)
ij · η(t)

ij − exp(η(t)
ij )]

− 1
2
(γ(t) −Wδ(t))T [Σ(t)

v ]−1(γ(t) −Wδ(t))
}

,

P (v(t+1)|rest) ∼ N(γ(t) −Wδ(t),Σ(t)
v ),

P ((σ−2
2 )(t+1)|rest) ∼ Gamma

(N

2
+ a2,

(
b−1
2 +

1
2
‖(ε(2))(t)‖

)−1)
,

P (Σ(t+1)
v |rest) ∼ Wishart

(
m + ρ,

( m∑
i=1

v
(t)
i · v(t)T

i + ρRv

)−1)
.

在上述抽取过程中, P (ε(1)|rest), P (ε(2)|rest), P (β|rest), P (γ|rest)是复杂的非标准分布, 需

要利用M-H算法来实现, 具体过程参见Gelman和Rubin (1992), 得到上述抽样样本后, 参数

α(t+1)与δ(t+1)可以根据模型(2.7)利用最小二乘估计得到, 综上, 样本(θ(t+1), u(t+1), v(t+1),

ε(t+1))得到.

第四步: 重复第二步与第三步, 直到样本收敛.

3.4 贝叶斯推断

在后验样本的抽样过程中, 抽样的收敛情况可以通过Gelman & Rubin统计量来监测

(参见Gelman和Rubin (1992)), 在实际分析过程中, 也可以通过不同初始值的样本分布图

来判断, 且Gibbs抽样的顺序不会影响Bayes估计的结果, 当样本收敛后, 样本观察值的序
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556 应用概率统计 第二十八卷

列{(θ(j), u(j), v(j), ε(j)) : j = 1, . . . , J}也视为所需的后验样本的观察值(参见Geyer (1992)),

于是可以得到相应感兴趣参数的估计值为

θ̂ =
1
T

T∑
t=1

θ(t), Σ̂u =
1
T

T∑
t=1

u(t) · u(t)T
, Σ̂v =

1
T

T∑
t=1

v(t) · v(t)T
,

其中t = 1, . . . , T对应于收敛样本中足够大的子集.

类似地, 我们也可以得到相应估计值的标准误的估计值.

§4. 模型的拟合检验与模型选择

4.1 拟合检验统计量

根据讨论数据与设定模型的特点, 我们采用Johnson (2004)给出的贝叶斯拟合检验统

计量来评价模型对数据的拟合程度, 定义

G(θ̃) =
K∑

k=1

[mk(θ̃)−Npk]2/Npk,

其中K为等概率分组的组数, N为所有观察值的总和, 令pk = 1/K, 而mk(θ̃)是给定模型之

下的第k个分组中的实际观测的样本点数, θ̃是前述的参数的贝叶斯估计. mk(θ̃)可以通过如

下步骤计算:

第一步: 对所有的{yij : i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , ni}, 计算参数估计值θ̃之下的累积概率

Fij(yij |θ̃), 即
yij∑
l=0

[φij + (1− φij)e−λij ]I(l=0)
[
(1− φij)e−λij

λl
ij

l!

]I(l>0)
.

第二步: 对所有的{yij : i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , ni}, 按如下规则抽取相应的uij : 若yij

= 0, 则抽取uij ∼ U(0, Fij(0|θ̃)); 若yij > 0, 则抽取uij ∼ U(Fij(yij − 1|θ̃), Fij(yij |θ̃)).
第三步: 计算

mk(θ̃) = ]
{k − 1

K
< uij <

k

K

}
,

对所有i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , ni, k = 1, . . . , K. 通常情况下, 我们选取K ≈ N0.4.

在得到检验统计量的基础上, 我们可以通过计算如下的p-值来评估模型的拟合程度,

P[χ2
K−1 ≥ G(θ̃)], 即上述p-值表示自由度为(K − 1)的χ2分布对应的上尾概率, p-值越小表

明拟合程度越差.

4.2 模型选择准则

我们给出下列BIC作为模型选择的准则:

BIC = −2 log l(θ̃|Y ) + log N · Par,
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其中log l(θ̃|Y )是基于贝叶斯估计θ̃的观察数据对应的对数似然值, Par是给定模型中的所有

参数的个数. BIC值越小, 表明模型对数据的拟合越好, 也就越能够被选择.

在实际应用中, 与本文给出的层次ZIP模型一起, 一般的ZIP模型, ZIP混合效应模型,

以及分栏Poisson模型(Hurdle Poisson Model)也常常作为候选模型对数据进行拟合, 我们

可以综合上述的拟合检验p-值和BIC值来对模型进行比较和选择.

§5. 实际例子

本节中我们以McCullagh和Nelder (1989)中讨论过的船舶受损数据为实际例子, 说明

本文给定模型与方法的应用.

5.1 数据及模型

该数据是Lloyd社记录的34条船只在一个5年使用时期中发生事故导致受损的情况, 是

一组重复测量数据, 同时, 船只的种类, 建造时间及已服务年限是重要的协变量. 对数据的

基本分析可以发现零膨胀的特征. 为了深入分析上述协变量对受损情况及零膨胀情况的影

响, 确定潜在的非同质风险因素, 我们建立如下的两层次ZIP模型:

对应个体观测层次, 假设




[yij |φij , λij ] ∼ ZIP(φij , λij)

log(λij) = β0i + β1itij + ε
(1)
ij

logit(φij) = γ0i + γ1itij + ε
(2)
ij

i = 1, . . . , 34, j = 1, 2, . . . , ni.

对于集群层次, 假设




βmi = αm0 +
5∑

k=1

x
(1)
ki α

(1)
mk +

4∑
l=1

x
(2)
li α

(2)
ml +

2∑
s=1

x
(3)
si α

(3)
ms + umi

γmi = δm0 +
5∑

k=1

x
(1)
ki δ

(1)
mk +

4∑
l=1

x
(2)
li δ

(2)
ml +

2∑
s=1

x
(3)
si δ

(3)
ms + vmi

m = 0, 1.

其中yij表示第i条船在5年间第j段观测期间的受损次数, tij为对应的累积使用时间取log后

的值, x
(1)
ki , x

(2)
li , x

(3)
si (k = 1, . . . , 5, l = 1, . . . , 4, s = 1, 2)是0 – 1变量, 分别表示第i条船属于

的船舶类型(A, B, C, D, E), 建造年代(Y1, . . . , Y4)和服务年限(S1, S2).

5.2 模型比较与估计结果

除了上述的两层次ZIP模型之外, 我们还利用一般的ZIP模型, ZIP混合效应模型, 以及

分栏Poisson模型(简记为HPM)来对该数据进行拟合, 通过贝叶斯拟合优度检验与BIC准则

来选择模型, 计算结果如表1所示.
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表1 候选模型的p-值与BIC值

模型 层次ZIP ZIP ZIP混合效应 HPM

p-值 0.673 0.198 0.519 0.028

BIC值 12443.17 13209.08 13141.26 14532.83

从表1可以看出, 层次ZIP模型的p-值最大而BIC值最小, 说明在所给候选模型中最为适

合, 其次依次为ZIP混合效应模型, ZIP模型与HPM模型.

具体的层次ZIP模型估计结果见表2.

表2 层次ZIP模型的参数估计值

Poisson成分 logistic成分

截距 斜率 截距 斜率

参数 均值 标准差 均值 标准差 均值 标准差 均值 标准差

常数 2.116 0.180 -3.472 0.163 -1.565 0.214 -10112 0.113

A 0.869 0.144 0.817 0.192 0.382 0.057 1.047 0.236

B -0.289 0.125 0.370 0.038 -0.218 0.013 0.403 0.019

C -1.360 0.140 1.313 0.096 0.378 0.049 0.951 0.045

D -1.195 0.141 -0.525 0.040 0.384 0.092 1.462 0.131

E 0.367 0.121 0.457 0.095 -0.457 0.074 1.471 0.097

Y1 1.504 0.129 1.462 0.269 -0.767 0.165 0.645 0.042

Y2 0.749 0.182 1.741 0.214 1.535 0.103 0.417 0.051

Y3 1.623 0.142 0.658 0.254 0.292 0.083 0.499 0.156

Y4 -0.292 0.082 1.316 0.169 -0.901 0.125 1.242 0.069

S1 2.793 0.181 0.535 0.013 -0.862 0.043 0.939 0.171

S2 -1.676 0.201 0.471 0.025 0.832 0.033 1.432 0.149

5.3 结果分析及应用

由表2中的估计结果计算后可知, 最大与最小的零膨胀参数分别为0.2624 (φ10,3)与

0.1035 (φ24,2), 均离0较远, 说明数据集的零膨胀现象很明显, 且变化较大, 模型的设定是合

理的.

根据表2的结果可以对三个协变量定义的不同属性进行风险评价和估计, 例如第2条记

录是A类船舶, Y2年建造, S1服务年限, 对这类船舶, 其个体层次的Poisson成分的截距与斜
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率的估计值为

β02 = 2.116 + 0.869x(1) − 0.749x(2) + 2.793x(3) = 5.029,

β12 = −3.472 + 0.817x(1) + 1.741x(2) + 0.471x(3) = −0.443.

对应的logist回归成分的γ02 = −1.721, γ12 = 0.341, 进而可以估计这类风险分类的船舶的

平均受损次数为

[
1− 1

1 + exp(−1.721 + 0.341× 1.2)

]
exp(5.029− 0.443× 1.2) = 19.051.

其余风险分类可类似讨论.
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Bayesian Inference of Hierarchical Regression Model for

Zero-Inflated Clustered Count Data

Shi Hongxing

(School of Primary Education, Chuxiong Normal University, Chuxiong, 675000 )

Zero-inflated Poisson (ZIP) regression model is a popular tool for analyzing count data with excess

zeros. In this paper, a flexible hierarchical ZIP regression model is proposed to handle with such data with

cluster and Bayesian approach is develop. A Gibbs sampler is employed to produce the Bayesian estimate,

a goodness-of-fit and a Bayesian information criterion (BIC) are used for model comparison and selection.

Finally, an application of data from a ship damage incident study illustrates the proposed method.

Keywords: Zero-inflation, hierarchical regression model, Gibbs sampler, BIC.
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