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二元贝叶斯聚合风险模型中保费的后验厘定 ∗

章 溢
(江西师范大学财政金融学院, 南昌, 330022; 江西财经大学金融学院, 南昌, 330013)

摘 要: 将索赔额区分为大额索赔和小额索赔, 在方差相关保费原理下研究了二元贝叶斯聚合风险模

型中风险保费的贝叶斯估计. 结论显示, 风险的条件期望和条件方差都能表达为样本函数和聚合保费

的加权形式, 其中权重满足 “信度因子”的性质. 进而, 证明了贝叶斯估计的强相合性和渐近正态性.

最后, 利用数值模拟的方法验证了贝叶斯估计的大样本性质.
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§1. 引 言

在汽车保险中, 常用的奖惩系统都只是基于索赔次数的一种奖惩机制. 然而, 同一次索

赔中, 对索赔额小的事故与索赔额大的事故进行相同的惩罚显然是不公平的. 因此, 更好

的奖惩系统不仅需要考虑索赔次数, 也应该考虑索赔额的大小. Lemaire [1] 指出, 只有当

索赔额与索赔次数相互独立的时候, 仅考虑索赔次数的奖惩系统才是合理的. Frangos和

Vrontos [2] 提出汽车保险的频率和额度的二元奖惩系统设计方法, Gómez-Déniz等 [3] 利用

信度理论方法对总索赔分布的奖惩保费设计进行了分析, Gómez-Déniz [4] 对区分两种类型

索赔的聚合风险模型给出了基于信度理论的奖惩系统设计. 研究结果和索赔数据的经验显

示, 汽车保险中索赔额和索赔次数常常呈现正相依性. Liu和Wang [5]研究了具有不确定性

相依的聚合风险模型, Cossette等 [6] 研究了聚合风险模型的一般相依结构. 近年来, 关于

聚合风险模型中索赔次数和索赔额相依的研究是非寿险精算的热点问题, 相关研究可参考

文献 [7–9]等.

在对聚合风险模型的总风险制定保费时, 不仅需要考虑总风险的数学期望, 而且需要

考虑总风险的方差. 由风险的数学期望或方差组合构成的保费原理包括期望值保费原理、

方差保费原理、标准差保费原理和修正方差保费原理等 [10]. Bühlmann [11]指出, 标准差原

理是财产保险与意外事故保险中使用最多的保费原理, 而方差保费原理是理论研究广泛的
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一种保费原理. 本文将在更一般的保费原理——方差相关保费原理中研究聚合风险的后

验厘定问题. 方差相关保费原理是 Guerra和 Centeno [12] 在最优再保险的研究中首次提出

的, 相关的研究可参考文献 [13, 14]等. 本文后面的内容安排如下. 第二节建立区分额度索

赔的贝叶斯聚合风险模型, 第三节研究方差相关保费原理中风险保费的贝叶斯估计, 并给

出估计的统计性质. 在第四节中, 利用数值模拟的方法验证估计的统计性质, 进一步说明本

文估计的优势.

§2. 区分额度索赔的聚合风险模型

设 N 表示该保单期内的索赔次数, 为取非负整数值的离散型随机变量, 而 {Yi, i > 1}
为每次的索赔额, 则总风险为 Y1 + Y2 + · · ·+ YN . 称该模型为聚合风险模型

[14]. 在传统的

聚合风险模型中, 常常假设索赔次数和索赔额相互独立, 且每次的索赔额 {Yi, i > 1}相互
独立并具有共同的分布. 在实际的运用中, 索赔次数和索赔额常常呈现一定的相依性, 例如

一次大的交通事故常常导致索赔次数和索赔额有正的相依性. 为了刻画这种相依性, 本文

将建立区分大额索赔和小额索赔的贝叶斯二元聚合风险模型.

在二元聚合风险模型中, 根据某个临界值 d将索赔额 {Yi, i > 1}分成两类索赔: 若 Yi

< d, 则称该索赔为小额索赔, 若 Yi > d, 则称该索赔为大额索赔, 这里 d为已知的确定的实

数 [4]. 令 Xi = I(Yi > d)与 Zi = I(Yi < d)表示额度索赔的示性变量, 则 Xi + Zi = 1且

Xi和 Zi服从两点分布随机变量. 记 Z =
N∑
i=1

Zi和 X =
N∑
i=1

Xi分别表示所有索赔中小额索

赔和大额索赔的索赔次数. 本文将在二元贝叶斯聚合风险模型中探讨 (X,Z)的联合分布

和函数 h(X,Z)的预测问题. 因此, 给定下面的假设.

假设 1 假定在 θ1 给定条件下, 索赔次数 N1, N2, · · · , Nm, Nm+1 相互独立且服从泊

松分布, 其条件概率函数为

P(Ni = k | θ1) =
θk1
k!

e−θ1 , k = 0, 1, 2, · · · . (1)

假设 2 假定在 θ2 给定条件下, 二元随机向量 {(Xij , Zij), i > 1, j > 1}相互独立且
服从相同的分布, 其边际分布为两点分布:

P(Zij = 1 | θ2) = θ2 = 1− P(Zij = 0 | θ2) 且 Xij + Zij = 1. (2)

记

Xi =
Ni∑
j=1

Xij 以及 Zi =
Ni∑
j=1

Zij (3)

分别表示第 i个保单的大额索赔和小额索赔次数总数, 其中 i = 1, 2, · · · ,m,m+ 1. 这里m

表示可观测到的样本容量.
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假设 3 在风险参数 θ = (θ1, θ2)给定条件下, 索赔次数 {N1, N2, · · · , Nm, Nm+1}与
索赔示性变量 {Xij , Zij , i > 1, j > 1}相互独立, 且风险参数 θ1 和 θ2 为相互独立的随机变

量, 边际先验分布密度分别为

π1(θ1) =
βα

Γ(α)
θα−1
1 e−βθ1I(θ1 > 0) (4)

以及

π2(θ2) =
1

Be(a, b)
θa−1
2 (1− θ2)

b−1I(0 < θ2 < 1). (5)

在假设 1 – 3中, 记 S̃ = {N1, · · · , Nm, X11, · · · , Xm,Nm , Z11, · · · , Zm,Nm}表示所有样
本, 其观测值记为 s̃ = {n1, · · · , nm, x11, · · · , xm,nm , z11, · · · , zm,nm}. 而

Xm+1 =
Nm+1∑
j=1

Xm+1,j 和 Zm+1 =
Nm+1∑
j=1

Zm+1,j

为待预测的量. 更一般地, 需要预测 Xm+1与 Zm+1的线性组合, 定义待预测的风险为

V = wlXm+1 + wsZm+1,

其中 wl 和 ws分别表示大额索赔和小额索赔的权重系数.

§3. 风险保费的贝叶斯估计

设 R为风险随机变量, 定义

H(R) = ER+ g(ER,Var (R)), (6)

称为风险 R的方差相关保费原理, 其中 g(x, y)为连续的二元函数. 当 g(x, y)取为不同的

函数时, 该保费原理退化为一些常用的保费原理. 例如, 当 g(x, y) = ξx时为期望值保费原

理; 当 g(x, y) = ξy时为方差保费原理; 当 g(x, y) = ξ
√
y时为标准差保费原理, 等等. 关于

保费原理的总结, 可参考文献 [10].

在寿险精算中, 精算师可以根据生命表较为精确地估计不同年龄的被保险人的生存概

率和死亡概率. 因此, 净保费原理或期望值保费原理在寿险精算中使用较为广泛. 例如, 在

年金的计算或寿险责任准备金的计算中, 常常根据净保费原理下的平衡原则计算年金的净

值或责任准备金总额 [15]. 而对于非寿险精算, 由于风险因素较多, 影响索赔额和索赔次数

的变量较多, 需要更多地关注风险的二阶甚至更高阶矩. 因此, 同时基于风险的数学期望和

方差的保费原理得到了更广泛的应用. 例如, 在财产保险和责任保险中, 精算师 Bühlmann

更推荐标准差保费原理定价保费 [11]. 关于标准差保费原理、方差保费原理、修正方差保

费原理的应用, 更多的可参考文献 [16–18]. 本文提出的方差相关保费原理是这几种保费原

理的综合, 通过选取二元函数 g(x, y), 得到不同的保费计算原理. 因此在实际中有更广泛的

应用.
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注记 4 文献 [12]在最优再保险的研究中首次提出方差相关保费原理, 定义为

H(R) = ER+ h(Var (R)), (7)

其中 h(x)为一元连续函数. 然而, 该保费原理不能包含修正方差保费原理, 而 (6)不仅可

以包含修正方差保费原理, 而且当 g(x, y) = h(x)时退化为 (7)的保费原理. 因此, 本文提

出的相关保费原理是文献 [12]的简单推广.

在二元贝叶斯聚合风险模型中, 风险 V 的条件期望和条件方差分别记为

µv(θ) = E(V | θ) 和 σ2
v(θ) = Var (V | θ).

在方差相关保费原理 (6)中, 风险 V 的风险保费为

Rv(θ) = µv(θ) + g(µv(θ), σ
2
v(θ)).

引理 5 在假设 1 – 3中, 若 θ = (θ1, θ2)给定, 则风险V 的条件期望和条件方差分别为

µv(θ) = (wl − ws)θ1θ2 + wsθ1 以及 σ2
v(θ) = (w2

l − w2
s)θ1θ2 + w2

sθ1. (8)

因而得到方差相关保费原理中的风险保费为

Rv(θ) = (wl − ws)θ1θ2 + wsθ1 + g((wl − ws)θ1θ2 + wsθ1, (w
2
l − w2

s)θ1θ2 + w2
sθ1).

证明: 注意到Xm+1 + Zm+1 = Nm+1, 且在 Nm+1和 θ给定条件下 (Xm+1 |Nm+1, θ)

与 (Zm+1 |Nm+1, θ)分别服从二项分布 B(Nm+1, θ2)和 B(Nm+1, 1− θ2). 因此有

E(Xm+1 |Nm+1, θ) = Nm+1θ2, E(Zm+1 |Nm+1, θ) = Nm+1(1− θ2)

以及

Var (Xm+1 |Nm+1, θ) = Nm+1θ2(1− θ2), Var (Zm+1 |Nm+1, θ) = Nm+1θ2(1− θ2).

根据双重期望公式有

µv(θ) = E(wlXm+1 + wsZm+1 | θ)

= wlE(Xm+1 | θ) + wsE(Zm+1 | θ)

= wlE[E(Xm+1 | θ,Nm+1) | θ] + wsE[E(Zm+1 | θ,Nm+1) | θ]

= wlE(Nm+1θ2 | θ) + wsE[Nm+1(1− θ2) | θ]

= wlθ1θ2 + wsθ1(1− θ2)

= (wl − ws)θ1θ2 + wsθ1.
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另一方面, 再次根据双重条件方差公式, 有

Var (Xm+1 | θ) = E[Var (Xm+1 |Nm+1, θ) | θ] + Var [E(Xm+1 |Nm+1, θ) | θ]

= E[Nm+1θ2(1− θ2) | θ] + Var (Nm+1θ2 | θ)

= θ1θ2(1− θ2) + θ1θ
2
2

= θ1θ2

以及

Var (Zm+1 | θ) = E[Var (Zm+1 |Nm+1, θ) | θ] + Var [E(Zm+1 |Nm+1, θ) | θ]

= E[Nm+1θ2(1− θ2) | θ] + Var [Nm+1(1− θ2) | θ]

= θ1θ2(1− θ2) + θ1(1− θ2)
2

= θ1(1− θ2).

根据双重协方差公式得到

Cov (Xm+1, Nm+1 | θ)

= E[Cov (Xm+1, Nm+1 |Nm+1, θ) | θ] + Cov [E(Xm+1 |Nm+1, θ), Nm+1 | θ]

= Cov (Nm+1θ2, Nm+1 | θ)

= θ1θ2.

因此得到

Cov (Xm+1, Zm+1 | θ) = Cov (Xm+1, Nm+1 −Xm+1 | θ) = 0. (9)

最后, 经过计算有

σ2
v(θ) = Var (wlXm+1 + wsZm+1 | θ)

= w2
l Var (Xm+1 | θ) + w2

sVar (Zm+1 | θ) + 2wlwsCov (Xm+1, Zm+1 | θ)

= w2
l θ1θ2 + w2

sθ1(1− θ2)

= (w2
l − w2

s)θ1θ2 + w2
sθ1.

引理得证. �

在假设 1 – 3中, 分别计算 µv(θ)和 σ2
v(θ)的后验分布, 可以得到相应的贝叶斯估计, 叙

述为下面的定理.

定理 6 在平方损失函数下, 假设 1 – 3中参数 µv(θ)和 σ2
v(θ)的贝叶斯估计为

µ̂v(θ)
B
=

(α+N�)[(wla+ wsb) + (wlX� + wsZ�)]

(β +m)(a+ b+N�)
(10)
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以及

σ̂2
v(θ)

B
=

(α+N�)[w2
l (a+X�) + w2

s(b+ Z�)]

(β +m)(a+ b+N�)
.

因此在方差相关保费原理 (6)中风险保费的贝叶斯估计为

R̂v(θ)
B
= µ̂v(θ)

B
+ g
(
µ̂v(θ)

B
, σ̂2

v(θ)
B)

. (11)

证明: 在平方损失函数下, 最小化风险函数

min
h2(S̃)

E
[
(µv(θ)− h(S̃))2

]
和 min

h1(S̃)
E
[
(σ2
v(θ)− h2(S̃))

2
]
.

得到参数 µv(θ)和 σ2
v(θ)的贝叶斯估计为

µ̂v(θ)
B
= E[µv(θ) | S̃] 以及 σ̂2

v(θ)
B
= E[σ2

v(θ) | S̃].

根据条件分布的链式法则, 参数 (θ1, θ2)的联合后验分布为

π(θ1, θ2 | s̃) ∝ π1(θ1)π2(θ2)p(n1, n2, · · · , nm | θ)

· f(x11, · · · , xm,nm , z11, · · · , zm,nm | θ, n1, n2, · · · , nm)

∝ θα−1
1 e−βθ1θa−1

2 (1− θ2)
b−1

m∏
i=1

(θni
1 e−θ1)

m∏
i=1

ni∏
j=1

[θ
xij
2 (1− θ2)

zij ]

∝ θα+n�−1
1 e−(β+m)θ1θa+x�−1

2 (1− θ2)
b+z�−1,

其中

n� =
m∑
i=1

ni, x� =
m∑
i=1

xi =
m∑
i=1

ni∑
j=1

xij 以及 z� =
m∑
i=1

zi =
m∑
i=1

ni∑
j=1

zij .

容易看出, 在样本给定为观测值 s̃条件下, 参数 θ1与 θ2后验分布独立, 且有

π1(θ1 | s̃) =
(β +m)α+n�

Γ(α+ n�)
θα+n�−1
1 e−(β+m)θ1I(θ1 > 0),

以及

π2(θ2 | s̃) =
1

Be(a+ x�, b+ z�)
θa+x�−1
2 (1− θ2)

b+z�−1I(0 < θ2 < 1).

注意到 xij+zij = 1, xi+zi = ni以及 x�+z� = n�, 得到参数 θ1与 θ2的后验均值估计分别为

θ̂1
B
= E(θ1 | S̃) =

α+N�
β +m

以及 θ̂2
B
= E(θ2 | S̃) =

α+X�
a+ b+N�

.

则得到

µ̂v(θ)
B
= E

[
(wl − ws)θ1θ2 + wsθ1 | S̃

]
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= (wl − ws)E(θ1 | S̃)E(θ2 | S̃) + wsE(θ1 | S̃)

= (wl − ws)
α+N�
β +m

× a+X�
a+ b+N�

+ ws
α+N�
β +m

=
(α+N�)[wl(a+X�) + ws(b+ Z�)]

(β +m)(a+ b+N�)

=
(α+N�)[(wla+ wsb) + (wlX� + wsZ�)]

(β +m)(a+ b+N�)

以及

σ̂2
v(θ)

B
= E

[
(w2

l − w2
s)θ1θ2 + w2

sθ1 | S̃
]

= (w2
l − w2

s)
α+N�
β +m

× a+X�
a+ b+N�

+ w2
s

α+N�
β +m

=
(α+N�)[w2

l (a+X�) + w2
s(b+ Z�)]

(β +m)(a+ b+N�)
.

代入后即可得到方差相关保费原理中风险保费的贝叶斯估计. �

注意到参数 µv(θ)和 σ2
v(θ)关于先验分布的无条件均值分别为

µv0 = E[µv(θ)] = (wl − ws)E(θ1)E(θ2) + wsE(θ1) =
α(wla+ wsb)

β(a+ b)

以及

σ2
v0 = E[σ2

v(θ)] = (w2
l − w2

s)E(θ1)E(θ2) + w2
sE(θ1) =

α(w2
l a+ w2

sb)

β(a+ b)
.

则得到下面的定理.

定理 7 在平方损失函数下, 假设 1 – 3中参数 µv(θ)和 σ2
v(θ)的贝叶斯估计可以表达

为下面的信度形式

µ̂v(θ)
B
= Zvh1(N�, X�, Z�) + (1− Zv)µv0 (12)

以及

σ̂2
v(θ)

B
= Zvh2(N�, X�, Z�) + (1− Zv)σ

2
v0. (13)

其中

h1(N�, X�, Z�) =
(α+N�)(wlX� + wsZ�) +N�(wla+ wsb)

m(a+ b+N�) + βN�
,

h2(N�, X�, Z�) =
(α+N�)(w2

lX� + w2
sZ�) +N�(w2

l a+ w2
sb)

m(a+ b+N�) + βN�

以及

Zv =
m(a+ b+N�) + βN�

m(a+ b+N�) + βN� + β(a+ b)
.
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证明: 根据定理 6, 有

µ̂v(θ)
B
=

(α+N�)[(wla+ wsb) + (wlX� + wsZ�)]

(β +m)(a+ b+N�)

=
α(wla+ wsb)

m(a+ b+N�) + βN� + β(a+ b)
+

(α+N�)(wlX� + wsZ�) +N�(wla+ wsb)

m(a+ b+N�) + βN� + β(a+ b)

= (1− Zv)µv0 + Zvh1(N�, X�, Z�).

类似地可以证明式 (13). �

注记 8 在对风险保费的估计过程中,若无任何样本信息,则 µv0和 σ2
v0分别是 µv0(θ)

和 σ2
v(θ)的聚合估计, 则称 R0 = µv0 + g(µv0, σ

2
v0)为聚合保费. 而 h1(N�, X�, Z�)与 h2(N�,

X�, Z�)是 µv0(θ)和 σ2
v(θ)经验估计. 定理 7说明, 参数 µv0(θ)和 σ2

v(θ)的贝叶斯估计均能

表达为聚合估计和经验估计的加权平均, 其中权重 0 6 Zv 6 1, 且 Zv 是样本容量 m的增

函数.

注记 9 在传统的信度理论中, Bühlmann [19]给出了净保费原理下风险保费的信度估

计, 表达为

µ̂(θ) = ZX + (1− Z)µ0, (14)

其中 µ(θ) = E(X | θ), µ0 = E[µ(θ)], X = m−1
m∑
i=1

Xi, 而

Z =
mVar [µ(θ)]

mVar [µ(θ)] + E[Var (X | θ)]

为信度因子. 注意到, 本模型中, 不仅将经典的信度理论推广到聚合风险模型, 而且将净保

费原理推广到方差相关保费原理. 这时得到的保费估计仍然能表达为经验保费和聚合保费

的加权平均. 但传统信度因子不依赖于样本观测值, 是非随机变量. 而定理 7中的权重因子

Zv 依赖于索赔样本 N�, 因此是随机变量. 然而, 我们仍然可以验证: 当m → 0时 Zv → 0,

a.s.; 当m → ∞时 Zv → 1, a.s.. 这与传统的信度因子解释相吻合: 样本容量越大, 则在经

验估计上分配较大的权重, 当样本容量较小时, 在聚合估计上分配更多的权重. 因而也称

Zv 为信度因子.

定理 10 参数 µv(θ)和 σ2
v(θ)的贝叶斯估计都是强相合的, 即当 θ给定且m → ∞有

µ̂v(θ)
B a.s.−−→ µv(θ), σ̂2

v(θ)
B a.s.−−→ σ2

v(θ).

进而, 若二元函数 g(x, y)是连续函数, 则有 R̂v(θ)
B a.s.−−→ Rv(θ).

证明: 由于当 θ 给定 (Ni, Xi, Zi) 对 i = 1, 2, · · · ,m 相互独立且同分布, 其中

Xi =
Ni∑
j=1

Xij 以及 Zi =
Ni∑
j=1

Zij . 注意到 E(Ni | θ) = θ1, 则有

E(Xi | θ) = E[(Xi |Ni, θ) | θ] = θ1θ2
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以及

E(Zi | θ) = E[(Zi |Ni, θ) | θ] = θ1(1− θ2),

其中 X = m−1
m∑
i=1

Xi, Z = m−1
m∑
i=1

Zi, N = m−1
m∑
i=1

Ni, 则根据强大数定律, 有

N → θ1, X → θ1θ2, Z → θ1(1− θ2), a.s..

因此

h1(N�, X�, Z�) =
(α/m+N)(wlX + wsZ) + (wla+ wsb)N/m

[(a+ b)/m+N ] + βN/m

→ wlθ1θ2 + wsθ1(1− θ2)

= µv(θ), a.s.

以及

h2(N�, X�, Z�) =
(α/m+N)(w2

lX + w2
sZ) +N(w2

l a+ w2
sb)

[(a+ b)/m+N ] + βN/m

→ w2
l θ1θ2 + w2

sθ1(1− θ2)

= σ2
v(θ), a.s..

类似地, 容易验证

Zv =
m(a+ b+N�) + βN�

m(a+ b+N�) + βN� + β(a+ b)
=

(a+ b)/m+N�/m+ βN�/m2

(a+ b)/m+N�/m+ β(a+ b)/m2
→ 1, a.s..

则根据几乎处处收敛的性质, 有

µ̂v(θ)
B
= Zvh1(N�, X�, Z�) + (1− Zv)µv0 → µv(θ), a.s.

以及

σ̂2
v(θ)

B a.s.−−→ σ2
v(θ).

再根据连续性定理可得 R̂v(θ)
B a.s.−−→ Rv(θ). �

根据中心极限定理和 Crámer定理 [20], 可以证明下面的渐近正态性.

定理 11 参数 µv(θ)和 σ2
v(θ)的贝叶斯估计都是渐近正态的, 即有

√
m
[
µ̂v(θ)

B
− µv(θ)

]
σv(θ)

L−→ N(0, 1) (15)

以及
√
m
[
σ̂2
v(θ)

B
− σ2

v(θ)
]

σvv(θ)

L−→ N(0, 1), (16)
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其中 σ2
vv(θ) = w4

l θ1θ2 + w4
sθ1(1− θ2). 进而, 有

√
m
[
R̂v(θ)

B
−Rv(θ)

]
σψ(θ)

L−→ N(0, 1), (17)

其中

σ2
ψ(θ) = [1 + ġx(θ)]

2[w2
l θ1θ2 + w2

sθ1(1− θ2)]

+ 2ġy(θ)[1 + ġx(θ)][w
3
l θ1θ2 + w3

sθ1(1− θ2)] + (ġy)
2[w4

l θ1θ2 + w4
sθ1(1− θ2)].

证明: 记 Ti = wlXi + wsZi, i = 1, 2, · · · ,m, 则有

T =
1

m

m∑
i=1

Ti = wlX + wsZ.

在 θ给定条件下 T1, T2, · · · , Tm相互独立且具有共同的分布. 注意到在 θ给定条件下

Cov (Xi, Zi | θ) = 0,

因此可以得到 Ti的条件期望和条件方差为

E(Ti | θ) = wlE(Xi | θ) + wsE(Zi | θ) = wlθ1θ2 + wsθ1(1− θ2) = µv(θ)

以及

Var (Ti | θ) = w2
l Var (Xi | θ) + w2

sVar (Zi | θ) = w2
l θ1θ2 + w2

sθ1(1− θ2) = σ2
v(θ).

根据中心极限定理, 有 √
m [T − µv(θ)]

σv(θ)

L−→ N(0, 1).

又因为

√
m
[
µ̂v(θ)

B
− µv(θ)

]
−

√
m
[ N�(wlX� + wsZ�)

(β +m)(a+ b+N�)
− µv(θ)

]
=

√
m
{(α+N�)[(wla+ wsb) + (wlX� + wsZ�)]

(β +m)(a+ b+N�)
− N�(wlX� + wsZ�)

(β +m)(a+ b+N�)

}
=

√
m

(wla+ wsb)(α+N) + α(wlX + wsZ)

(β +m)[(a+ b)/m+N ]

→ 0

以及

√
m
[ N�(wlX� + wsZ�)

(β +m)(a+ b+N�)
− µv(θ)

]
−

√
m [T − µv(θ)]
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=
N�(wlX� + wsZ�)

(β +m)(a+ b+N�)
− (wlX + wsZ)

=
√
m

mN� − (β +m)(a+ b+N�)

(β +m)(a+ b+N�)
(wlX + wsZ)

=
√
m

−(β +m)(a+ b) + βN�
(β +m)(a+ b+N�)

(wlX + wsZ)

=
1√
m

−(β/m+ 1)(a+ b) + βN

(β/m+ 1)[(a+ b)/m+N ]
(wlX + wsZ)

→ 0.

因此, 根据 Slustky定理 [20], 可得 (15)式. 类似地, 记

Ui = w2
lXi + w2

sZi, i = 1, 2, · · · ,m,

则 U1, U2, · · · , Um条件独立同分布且

E(Ui | θ) = σ2
v(θ) 以及 Var (Ui | θ) = w4

l θ1θ2 + w4
sθ1(1− θ2) = σ2

vv(θ).

则类似地可证明 (16)式. 进一步地, 记

Qi = (Ti, Ui)
T = (wlXi + wsZi, w

2
lXi + w2

sZi), i = 1, 2, · · · ,m.

则在 θ给定条件下 Q1, Q2, · · · , Qm条件独立且具有共同的条件分布, 容易验证

E(Qi | θ) = (µv(θ), σ
2
v(θ))

T

以及

Var (Qi | θ) =

(
w2
l θ1θ2 + w2

sθ1(1− θ2) w3
l θ1θ2 + w3

sθ1(1− θ2)

w3
l θ1θ2 + w3

sθ1(1− θ2) w4
l θ1θ2 + w4

sθ1(1− θ2)

)
, Φ(θ).

根据随机向量的中心极限定理, 有

√
m [Q− E(Q1 | θ)]

L−→ N(0,Φ(θ)).

即

√
m

[(
wlX + wsZ

w2
lX + w2

sZ

)
−

(
µv(θ)

σ2
v(θ)

)]
L−→ N(0,Φ(θ)).

根据前面的计算, 可以证明

√
m

(wlX + wsZ

w2
lX + w2

sZ

)
−

µ̂v(θ)
B

σ̂2
v(θ)

B

 L−→ 0.
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再次根据 Slustky定理, 得到

√
m

µ̂v(θ)
B

σ̂2
v(θ)

B

−

(
µv(θ)

σ2
v(θ)

) L−→ N(0,Φ(θ)).

令 φ(x, y) = x+ g(x, y), 则

∂φ

∂x
= 1 + ġx(x, y),

∂φ

∂y
= ġy(x, y).

记

ġx(θ) = ġx(µv(θ), σ
2
v(θ)), ġy(θ) = ġy(µv(θ), σ

2
v(θ)),

则 φ(x, y)的偏导数在点 (µv(θ), σ
2
v(θ))处的值为:

∂φ

∂x
(µv(θ), σ

2
v(θ)) = 1 + ġx(θ) 以及

∂φ

∂y
(µv(θ), σ

2
v(θ)) = ġy(θ).

注意到

(1 + ġx(θ), ġy(θ))Φ(θ)

(
1 + ġx(θ)

ġy(θ)

)
= [1 + ġx(θ)]

2[w2
l θ1θ2 + w2

sθ1(1− θ2)] + 2ġy(θ)[1 + ġx(θ)][w
3
l θ1θ2 + w3

sθ1(1− θ2)]

+ (ġy)
2[w4

l θ1θ2 + w4
sθ1(1− θ2)]

= σ2
ψ(θ),

根据随机向量的 Crámer定理 [20]可得

√
m
[
φ
(
µ̂v(θ)

B
, σ̂2

v(θ)
B)

− φ
(
µv(θ), σ

2
v(θ)

)] L−→ N

(
0, (1 + ġx(θ), ġy(θ))Φ(θ)

(
1 + ġx(θ)

ġy(θ)

))
,

即证明了 (17)式. �

§4. 实证分析和模拟

在实际运用中, 第三节得到的贝叶斯估计中仍然存在一些未知参数, 这些参数是贝叶

斯假设中先验分布的超参数, 在非寿险精算中称为结构参数. 为了估计这些结构参数, 需要

根据一定的统计方法利用实际数据对模型进行拟合.

本数据来源于文献 [21], 可从网站 http://blog.sina.com.cn/mengshw进行下载. 数据

集包含 dat2和 dat3两个数据集, 其中 dat2是 413 169张汽车第三者责任保险保单的的索

赔次数数据, dat3记录了数据集 dat2中汽车第三者责任保险的所有保单每次的索赔金额.

根据这两个数据, 可以得到下面的分析结果.
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表 1 索赔次数 {N1, N2, · · · , Nm}的观测值统计

k 0 1 2 3 4

nk 397 779 14 633 726 28 3

fk 96.27513 7.541615 0.17571 0.00678 0.00073

其中 nk 和 fk 分别表示索赔次数样本 {N1, N2, · · · , Nm}中取值为 k 的样本个数以及

相应的频率. 根据上表一的数据可以计算得到索赔次数 N 的样本均值和样本方差分别为

N =
4∑

k=1

kfk = 0.03916 以及 V̂ =
4∑

k=1

k2fk −N
2
= 0.04164.

注意到在假设 1 – 3成立条件下有

EN = E[E(N | θ)] = E(θ1) =
α

β

以及

Var (N) = E[Var (N | θ)] + Var [E(N | θ)] = E(θ1) =
α(1 + β)

β2
.

令 EN = N , Var (N) = V̂ , 解得

α̂ =
N

2

V̂ −N
= 0.6199 以及 β̂ =

N

V̂ −N
= 15.83.

如果取 d = 1000, 即超过索赔额 1 000即认为是大额索赔, 否则认为是小额索赔, 对

data2中的数据进行统计, 得到 X1, X2, · · · , Xm的频率表.

表 2 大额索赔次数 {X1, X2, · · · , Xm}的频率表

k 0 1 2 3

rk 412 627 525 15 2

pk 99.8688 0.1271 0.0036 0.0005

在表 2中, rk 和 pk 分别表示大额索赔样本 {X1, X2, · · · , Xm}中取值为 k的样本个数

以及相应的频率. 计算得到 {X1, X2, · · · , Xm}的样本均值和样本方差分别为

X =
1

m

m∑
i=1

Xi =
3∑

k=1

kfk = 0.001358 和 Ŵ =
3∑

k=1

k2rk −X
2
= 0.001548.

根据假设 1 – 3, 有

EX1 = E[E(X1 | θ)] = E(θ1θ2) =
αa

β(a+ b)
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以及

Var (X1) = E[Var (X1 | θ)] + Var [E(X1 | θ)]

= E(θ1θ2) + Var (θ1θ2)

=
αa

β(a+ b)
+

αab

β2(a+ b)2(a+ b+ 1)
+

αa2

β2(a+ b)2
+

α2ab

β2(a+ b)2(a+ b+ 1)

=
αa[α(a+ b+ 1) + β(a+ b)(a+ b+ 1) + b(α+ 1)]

β2(a+ b)2(a+ b+ 1)
.

根据矩估计思想, 令 EX1 = X, 则得到 b = a · c1, 其中 c1 = (α−Xβ)/(Xβ). 再令 Var (X1)

= Ŵ , 则得到

a =
αc1(1 + α)− β2(1 + c1)

2c2
β2(1 + c1)3c2

以及

c1 =
α−Xβ

Xβ
, c2 = M̂ − α

β(1 + c1)
− α

β2(1 + c1)2
.

将 α̂、β̂ 代入后得到 â = 0.02485以及 b̂ = 0.6919.

根据真实数据得到的 α̂、β̂、â、b̂, 下面对四种保费原理中风险保费的贝叶斯估计进行

数值模拟,验证相应的统计性质. 取wl = 1.5、ws = 0.8,对不同的二元函数 g1(x, y) = α1x,

g2(x, y) = α2y, g3(x, y) = α3
√
y 以及 g4(x, y) = α4y/x, 分别对应期望值保费原理、方差

保费原理、标准差保费原理以及修正方差保费原理. 取不同的 θ分别计算贝叶斯估计条件

均方标准误差, 定义为

stdk(θ) =

√
E
[(
R̂v(θ)

B
−Rv(θ)

)2 ∣∣ θ],
其中 k = 1, 2, 3, 4分别表示期望值保费原理、方差保费原理、标准差保费原理和修正方差

保费原理中贝叶斯估计的条件均方误差. 为了方便计算和比较, 在四种保费原理中, 取安全

负荷系数均 αk = 0.5, k = 1, 2, · · · , 4. 每次模拟重复 10 000次, 得到四种方差保费原理下

风险保费的贝叶斯估计条件均方误差如下表.

表 3 风险保费的贝叶斯估计及其均方标准差

std(θ) m = 10 m = 50 m = 200

(θ1, θ2) (3, 0.1) (5, 0.3) (8, 0.8) (3, 0.1) (5, 0.3) (8, 0.8) (3, 0.1) (5, 0.3) (8, 0.8)

std1(θ) 2.362 7.629 9.999 0.918 1.843 7.959 0.272 0.592 1.255

std2(θ) 2.303 7.807 11.398 0.898 1.917 7.514 0.270 0.619 1.432

std3(θ) 1.866 7.537 7.411 0.711 1.385 2.896 0.211 0.443 0.914

std4(θ) 1.579 7.090 6.668 0.614 1.230 2.640 0.183 0.396 0.838
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从表 3的结果看, 当参数 θ给定时, 四种保费原理中贝叶斯估计的条件均方误差均随

着样本的增大而显著较小, 说明这贝叶斯估计是风险保费的相合估计.
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The Posterior Ratemaking of Premium in Binary Bayesian

Collective Risk Model
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Abstract: In the Collective risk model, the claim amount is divided into large claims and small claims.

Under the variance-related premium principle, the Bayesian estimation of the risk premium in the binary

Bayesian collective risk model is derived. The conclusion shows that both the conditional expectation

and conditional variance parts of risk premium can be expressed as a weighted form of sample function

and aggregate premium, where the weight satisfies the property of “credibility factor”. Furthermore, the

strong consistency and asymptotic normality of Bayesian estimation is proved. Finally, the method of

numerical simulation is used to verify the large sample properties of Bayesian estimation.

Keywords: collective risk model; risk premium; variance-related premium principle; credibility estima-

tion; asymptotic normality
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