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摘 要

本文针对呈正态分布的过程数据, 讨论当过程参数(µ, σ2)已知或未知时单参数变化、双参数

变化的过程控制问题. 针对均值未知情况, 利用Quesenberry提出的Q统计量构造了一系列标准化

的CUSUM图; 对于方差未知时的复杂情形, 给出了一种构造更为简单的CUSUM图的方法; 对于未

知(或不关心) (µ, σ2)中何者变化的特殊情形, 文章提出了纯变化的概念, 给出了相应统计量及由该统

计量构造的CUSUM-D图, 针对每个考虑的情形, 通过模拟计算本文给出了相应于统计量的条件期望

延时(CED), 同时在文章最后给出了本文提出的CUSUM图与已有的CUSUM图(Q图)的模拟比较, 结

果表明新的CUSUM图是可行的.

关键词: 累积和, Q统计量, 单(双)参数变化, 纯变化问题, 条件期望延时.

学科分类号: O213.1.

§1. 引 言

自1954年Page[1]提出CUSUM(累积和)图, 并指出该图比常规(休哈特)控制图能更灵敏

的检测过程中的小偏移问题以来, 各种CUSUM图相继出现, 从不同的方面对过程偏移检测

问题进行改进, [2]、[3]回顾并总结了这些CUSUM图. 然而以往的CUSUM图往往都假定过

程初始均处于受控状态, 并持续足够长时间, 在欲考察的过程性能参数未知时, 可以通过过

程正常时的数据估计该参数[4]. 但实际操作中, 上述假定并不一定都能够满足. 此外, 通常

情况下, 只对过程均值与过程方差只有一个发生变化的情况下进行讨论. 但在实际问题中,

两者同时发生变化的情形也经常发生; 有时人们可能并不关心均值和方差中究竟何者发生

了变化, 只关心过程是否发生异常, 即纯变化问题. 本文即是在过程为正态分布的情况下考

虑过程参数(µ, σ2)已知或未知时两参数中只有一个参数变化、两个参数同时变化问题以及

纯变化问题.

特别指出, 本文中“参数已知”是指: 过程参数的真实值在问题提出时已知; 或过程的真

实参数虽未知, 但过程初始处于受控状态并持续足够长时间, 因而可以利用这部份数据得

到参数的有效估计; 反之, 则“参数未知”.

设随机变量X为正态过程的某种质量特性, X ∼ N(µ, σ2), 其中µ、σ2可已知、可未知.

x1, x2, · · ·为从过程中抽取的一系列独立观测值,并假定过程在某个未知时刻t (t≥1)后突然

本文2004年7月19日收到, 2005年12月12日收到修改稿.
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136 应用概率统计 第二十四卷

发生变化, 即观测值x1, x2, · · · , xt独立同分布于某一正态分布: x1, x2, · · · , xt ∼ N(µ0, σ
2
0),

i.i.d.; 而观测值xt+1, xt+2, · · ·独立同分布于另一正态分布: xt+1, xt+2, · · · ∼ N(µ1, σ
2
1),

i.i.d., 且µ1 6= µ0或σ2
1 6= σ2

0中至少有一个成立. 显然, 若t =∝, 则说明过程一直处于受控状

态, CUSUM图应该显示出此状态. 如果t <∝, 则说明过程在t时刻以后失控, CUSUM图应

该尽快的给出警报.

假设已抽取m个观测值, 用假设检验的形式描述上述问题:

H0 : Xi ∼ N(µ0, σ
2
0), i = 1, 2, · · · ,m;

Ht : Xi ∼ N(µ0, σ
2
0), i = 1, 2, · · · , t;

Xi ∼ N(µ1, σ
2
1), i = t + 1, t + 2, · · · ,m, 1 ≤ t ≤ m.

利用序贯概率比检验理论, 序贯概率比为:

P =
Lt(µ1, σ

2
1)

L0(µ0, σ2
0)

=

t∏
i=1

f0(xi)
m∏

i=t+1
f1(xi)

m∏
i=1

f0(xi)
,

其中f0(·)为N(µ0, σ
2
0)的密度函数, f1(·)为N(µ1, σ

2
1)的密度函数.

确定常数A和B, 使得:

若P ≥ A, 则相应的备择假设成立, 过程失控;

若P ≤ B, 则原假设成立, 过程受控;

若B < P < A, 则不能给出定论, 待抽取下一观测值, 重复进行以上检验.

根据P ≥ A可以得到用于构造CUSUM图的统计量及其递推公式. 通常A通过以下方

法确定: 令ϑ表示第一类错误的概率, β表示第二类错误的概率, 取A = (1− β)/ϑ; 或首先确

定所要求的过程平稳时的平均链长(ARL0), 根据ARL0确定A的大小.

在计算CUSUM图的质量指标平均链长(ARL)时, 无论是Hoteling统计量方法, 还

是Markov链方法, 都需要知道控制图统计量的分布. 但本文所用到的大部分统计量在过程

异常时的分布并不是常见或已知的分布. 因此, 在给出一定的已知的统计量的分布同时,

所有CUSUM的性能指标和应用范围皆通过条件期望延时(conditional expected delay, 简

作CED,[2])表示.

若RL为过程警报首次发生时的样本点数, τ (τ > 0)为过程开始发生异常的时刻, 则条

件期望延时(CED)定义为:

E{RL− τ |RL > τ}.

CED与ARL有如下关系:

当过程参数变化γ时, CED(τ=0) = ARLγ .
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第二期 涂玉娟 冯士雍: 几类正态过程的CUSUM图 137

当过程一直处于正常状态, 且样本量为n, 此时τ > n, CED无意义,

ARL0 = E{RL}.

CED的模拟计算结果和某些给定的常数在相应的部分给出, 当参数未产生变化时给出

的计算结果的意义类似于ARL0.

§2. (µ0, σ
2
0)已知情形

将Xi标准化, Yi = (Xi − µ0)/σ0, 令µ1 − µ0 = δσ0, σ2
1 = α2σ2

0, α > 0, 其中δ = 0,

α2 = 1不同时成立. 又因为当方差变小时, 意味着过程性能的提高, 此时CUSUM图无需报

警, 因此本文假定α2 ≥ 1. 上述假设检验问题可表述为:

H0 : Yi ∼ N(0, 1), i = 1, 2, · · · ,m;

Ht : Yi ∼ N(0, 1), i = 1, 2, · · · , t;

Yi ∼ N(δ, α2), i = t + 1, t + 2, · · · ,m, 1 ≤ t ≤ m.

相应的序贯概率比P为:

P =

t∏
i=1

1√
2π

exp
(
− y2

i

2

) m∏
i=t+1

1√
2πα

exp
(
− (yi − δ)2

2α2

)

m∏
i=1

1√
2π

exp
(
− y2

i

2

)

=
( 1

α

)m−t
exp

[
− 1

2α2

m∑
i=t+1

(yi − δ)2 +
1
2

m∑
i=t+1

y2
i

]
.

(i) 当δ 6= 0, α2 = 1时, 即过程均值发生偏移, 方差未变, 此时P的形式和已有结果[5]一

致:

P = exp
[
δ

m∑
i=t+1

(
yi − δ

2

)]
;

失控判据为:

m∑
i=t+1

(yi − δ/2) ≥ lnA/δ, 若 δ > 0;

m∑
i=t+1

(yi − δ/2) ≤ lnA/δ, 若 δ < 0.

用于构造CUSUM图的统计量递推公式为:

S1,(i+1) = S1,i +
(
yi+1 − δ

2

)
, (S1,0 = 0). (2.1)

其中, 过程受控时yi − δ/2 ∼ N(−δ/2, 1), 过程失控时yi − δ/2 ∼ N(δ/2, α2).
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138 应用概率统计 第二十四卷

(ii) 当δ = 0, α2 > 1时, 说明过程均值未变, 仅方差变大, 所得P和已有结果一致[5]:

P =
( 1

α

)m−t
exp

(
− 1− α2

2α2

m∑
i=t+1

y2
i

)
;

失控判据为:
m∑

i=t+1
y2

i ≥
2α2

α2 − 1
lnA + (m− t)

2α2

α2 − 1
lnα;

CUSUM统计量的递推公式为:

S2,(i+1) = S2,i + y2
i+1, (S2,0 = 0), (2.2)

其中, 过程受控时y2
i ∼ χ2(1), 即中心卡方分布; 过程失控时y2

i /α2 ∼ χ2(1, δ2/α2), 即非中

心卡方分布.

(iii) 当δ 6= 0, α2 > 1时, 即过程均值与方差均发生变化(也即双参数变化), 此时P为:

P =
( 1

α

)m−t
exp

[
− 1− α2

2α2

m∑
i=t+1

(
yi − δ

1− α2

)2
+

(m− t)δ2

2(1− α2)

]
;

失控判据为:
m∑

i=t+1

(
yi +

δ

α2 − 1

)2
≥ 2α2

α2 − 1
lnA + (m− t)

2α2

α2 − 1

(
lnα +

δ2

2(α2 − 1)

)
;

CUSUM统计量的递推公式为:

S3,(i+1) = S3,i +
(
yi+1 +

δ

α2 − 1

)2
, (S3,0 = 0), (2.3)

其中, 过程受控时(yi + δ/(α2−1))2 ∼ χ2(1, δ2/(α2−1)2); 过程失控时(yi + δ/(α2−1))2/α2

∼ χ2(1, α2δ2/(α2 − 1)2).

相应的CED模拟计算结果见表1. 从表1可以看出, 若过程参数已知:

1) 当δ和α都非常小, 即均值和方差变化皆非常小时, CED偏大;

2) 当δ和α之一较大, 即均值偏移或方差变化较大时, CED较小, 即报警及时;

3) 同时考察均值和方差变化比考察单参数变化报警更及时.

表1 (µ0, σ
2
0)已知时CED的模拟结果

CED α2 = 1 α2 = 1.252 α2 = 1.52 α2 = 1.752 α2 = 22

δ = 0 427.36a 24.63 11.30 7.83 6.19

δ = 0.25 27.12 18.51 10.53 7.42 6.16

δ = 0.5 10.10 12.16 8.91 6.95 5.94

δ = 0.75 6.68 8.94 7.56 6.28 5.45

δ = 1 5.30 7.32 6.21 5.66 5.10

每次试验样本量n为500, 试验次数为10000次, A = 1.82.

a表示过程一直处于受控状态下, 用S3监测过程是否发生(δ, α2) = (0.5, 1.52)变化时首次警报时刻.

《
应
用
概
率
统
计
》
版
权
所
有



第二期 涂玉娟 冯士雍: 几类正态过程的CUSUM图 139

§3. µ0未知、σ2
0已知情形

利用Q统计量Zn = [(n− 1)/n]1/2 · [(xn − xn−1)/σ0] ([6]), 其中, xn−1 = [1/(n− 1)] ·
n−1∑
i=1

xi.

设过程当中存在时间点t > 1, 且过程自t后失控, 则可以证明Zn有以下性质:
1) 过程受控即: Xi ∼ N(µ0, σ

2
0), i = 1, · · · , t时

Zi ∼ N(0, 1), i = 2, · · · , t;

2) 过程失控后, 即Xi ∼ N(µ0 + δ, α2σ2
0), i > t,

Zi ∼ N
( tδ√

i(i− 1)
,
i(i− 1)α2 − (α2 − 1)t

i(i− 1)

)
,

其中i = t + 1, · · · ,m; 2 ≤ t ≤ m.
此时的检验问题与引言中所述问题有所不同: 当过程失控后, 所得观测值非独立同分

布.
记ξit = tδ/

√
i(i− 1), η2

it = [i(i− 1)α2 − (α2 − 1)t]/[i(i− 1)], ηit > 0 (以下结果的推
导过程与第2节类似):

(iv) 当δ 6= 0, α2 = 1时, η2
it = 1, 失控判据为:

m∑
i=t+1

ξit(zi − ξit

2
) ≥ lnA.

CUSUM统计量的递推公式为:

S4,(i+1) = S4,i + ξ(i+1)t(z(i+1) −
ξ(i+1)t

2
), (S4,1 = 0). (3.1)

(v) 当δ = 0, α2 > 1时, ξit = 0, 失控判据为:

m∑
i=t+1

η2
it − 1
2η2

it

z2
i ≥ lnA +

m∑
i=t+1

ln(ηit).

CUSUM统计量的递推公式为:

S5,(i+1) = S5,i +
η2
(i+1)t − 1

2η2
(i+1)t

z2
i+1, (S5,1 = 0). (3.2)

(vi) 当δ 6= 0, α2 > 1时, 失控判据为:

m∑
i=t+1

[η2
it − 1
2η2

it

(
zi +

ξit

η2
it − 1

)2
− ξ2

it

2(η2
it − 1)

]
≥ lnA +

m∑
i=t+1

ln(ηit).

CUSUM统计量的递推公式为:

S6,(i+1) = S6,i +
η2
(i+1)t − 1

2η2
(i+1)t

(
zi+1 +

ξ(i+1)t

η2
(i+1)t − 1

)2
−

ξ2
(i+1)t

2(η2
(i+1)t − 1)

, (S6,1 = 0). (3.3)
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140 应用概率统计 第二十四卷

其中,

ξ2
it

η2
it − 1

=
t2δ2

(α2 − 1)[i(i− 1)− t]
,

ξit

η2
it − 1

=
t
√

i(i− 1)δ
(α2 − 1)[i(i− 1)− t]

,

η2
it − 1
η2

it

=
(α2 − 1)[i(i− 1)− t]
α2[i(i− 1)− t] + t

.

显然, 使用S4, S5, S6需明确t的大小, 即知道变化发生的时刻, 这对于本文要解决的问
题是不可能做到的. 因为如果t事先已知, 就无谓再用CUSUM图进行过程监控了. 因此,
用δ/i代替ξit, α2代替η2

it, 并对上述统计量作适当处理:

1. S4,(i+1) = S4,i + (z(i+1) − δ/i), 相应判据为S4,i ≥ lnA/δ;

2. S5,(i+1) = S5,i+z2
(i+1),相应判据为S5,i≥ [2(α2)/(α2−1)]·lnA+(i−1)·[2α2/(α2−1)]

· lnα;

3. S6,(i+1) = S6,i + [(α2 − 1)/(2α2)] · [z(i+1) + δ/[i(α2 − 1)]]2 − δ2/[2i2(α2 − 1)], 相应
判据为S6,i ≥ lnA + (i− 1) ln α.

替代后, 相应的CED模拟计算结果见表2, 其中t是预设的变化时刻, 统计量中并未使
用. 从表2中可以看出:

1) 当α较小时, CED偏大;

2) 对α, t的大小对CED的影响不明显; 对δ, t的大小对CED的影响较为显著, 且当只有
均值偏移时, CED在t较小时较大, 说明此统计量不能及时报警;

3) 同时考察均值和方差变异比考察单参数变异报警更及时.

表2 µ0未知、σ2
0已知时CED的模拟结果

CED (tc= 2) α2 = 1 α2 = 1.252 α2 = 1.52 α2 = 1.752 α2 = 22

δ = 0 407.12b 25.46 11.87 8.25 6.67

δ = 0.25 85.30 24.51 11.59 8.19 6.53

δ = 0.5 43.61 23.22 11.02 7.83 6.38

δ = 0.75 29.01 20.69 10.21 7.75 6.27

δ = 1 21.45 17.54 9.40 7.17 5.89

CED (tc= 5) α2 = 1 α2 = 1.252 α2 = 1.52 α2 = 1.752 α2 = 22

δ = 0 406.37b 26.90 13.06 9.18 7.47

δ = 0.25 67.34 26.25 12.64 9.16 7.25

δ = 0.5 26.86 24.05 11.70 8.58 7.15

δ = 0.75 14.92 20.01 10.85 8.17 6.92

δ = 1 8.95 16.70 9.67 7.50 6.35
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CED (tc= 10) α2 = 1 α2 = 1.252 α2 = 1.52 α2 = 1.752 α2 = 22

δ = 0 402.66b 29.43 14.97 10.89 8.95

δ = 0.25 51.42 28.32 14.17 10.79 8.63

δ = 0.5 17.26 24.94 13.35 10.05 8.39

δ = 0.75 6.96 20.56 11.54 9.39 7.89

δ = 1 3.59 15.24 9.90 8.08 7.15

对每个确定的t, 样本量500, 试验10000次, A = 1.82.

§4. µ0已知、σ2
0未知情形

当方差未知时, Quesenberry提出的Q统计量在理论上是非常有意义的, 但在实际操

作中, 直接利用该统计量很难及时进行过程监控. 因为使用Q统计量需要先计算一个变

量的t分布函数, 再将之转化为服从正态分布的变量值, 这几乎不可能在短时间内完成(濮

晓龙, [7]). 此时, 利用Arthur B.Yeh等人[4]的想法, 本文构造了一系列基于Q统计量的简

单CUSUM统计量. 因Q统计量的限制, 将过程控制分为均值监控与方差监控两个情形分别

进行考虑.

4.1 均值监控

利用Q统计量Qn = Φ−1{Tn−1((Xn − µ0)/S0,n−1)}d, n = 2, 3, · · · , 其中, S2
0,n = (1/n) ·

n∑
i=1

(xi − µ0)2. 从Quesenberry的文章([6])知: 当过程受控时, Qn服从标准正态分布, 此时

令Wn = Φ(Qn):

∀ 0 < y < 1, P(wn ≤ y) = P(Φ(Qn) ≤ y) = P(Qn ≤ Φ−1(y)) = Φ(Φ−1(y)) = y.

由此可见, 在过程受控时, Wn ∼ U(0, 1)e.

令

S7,(i+1) =
i+1∑
j=1

(
wj − 1

2

)
= S7,i +

(
wi+1 − 1

2

)
, (S7,1 = 0). (4.1)

若过程均值增大, 即xi − µ0 > 0, 则wi − 1/2 > 0, 最终导致S7,i值的增加, 故可预先

给出某一定值Hu, 如果S7,i > Hu, 则认为过程已经失控; 若过程均值减小, 即xi − µ0 < 0,

则wi − 1/2 < 0, 最终导致S7,i值的减少, 类似地, 预先确定某值Hl, 如果S7,i < Hl, 则认为

过程已经失控. 又因为∀ i, S7,i关于0对称, 因此可取|Hl| = Hu.

b表示过程一直处于受控状态下, 用S6监测过程是否发生(δ, α2) = (0.5, 1.52)变化时首次警报时刻.
c表示过程在t时刻后发生相应变化.
dΦ(·), 标准正态分布的分布函数; Φ−1(·), 标准正态分布的分布函数的逆函数; Tn(·), 自由度为n的t分布的分布函数;

Fm,n(·), 自由度为(m, n)的F分布的分布函数. 下同.
e同理可证下文出现的Vn、W ∗

n、V ∗n服从(0, 1)上的均匀分布.
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由于均值增大与均值减小情形类似, 我们进行模拟计算只考虑均值增大情形. 又因计

算量的问题, 因此适当调整试验次数. 通过模拟计算, 过程发生变化的时刻对CED没有太

大影响. 从表3可以看出:

1) 当过程正常时, CED并不十分令人满意;

2) 当均值偏移较大时, CED与已有结果具可比性.

表3 µ0已知、σ2
0未知且均值变化时CED的模拟结果

CED δ = 0 δ = 0.25 δ = 0.5 δ = 0.75 δ = 1

α2 = 1 213.18f 32.72 16.75 12.29 10.27

每次试验样本量500, 试验次数为1000次, Hu = 2.

4.2 方差监控

利用Q统计量Qn = Φ−1{F1,n−1 · [(Xn − µ0)2/S2
0,n−1]}, n = 2, 3, · · · , 当过程受控时服

从标准正态分布. 令Vn = Φ(Qn), 同样可以证明: 当过程受控时, Vn ∼ U(0, 1).

令

S8,(i+1) =
i+1∑
j=1

(
vj − 1

2

)
= S8,i +

(
vi+1 − 1

2

)
, (S8,1 = 0). (4.2)

若过程方差变大, 即过程趋于不稳定, 当i较大时, 有vi − 1/2 > 0, 最终导致S8i值的增

加. 故可预先给出某一定值Hu, 如果S8,i > Hu, 则认为过程已经失控; 若过程方差变小, 即

过程越来越稳定, 因此可不予以考虑, 但理论上有类似结果: vi − 1/2 < 0, 最终导致S8,i值

的减少, 类似地, 预先确定某值Hl, 如果S8,i < Hl, 则认为过程稳定性增强.

从表4可以看出, 当过程方差增大, 尤其增加程度较大时, 该统计量能够较好的监控过

程; 但当过程正常, 该统计量的CED偏小, 即易发生错误报警.

表4 µ0已知、σ2
0未知且方差变化时CED的模拟结果

CED α2 = 12 α2 = 1.252 α2 = 1.52 α2 = 1.752 α2 = 22

δ = 0 129.20g 35.03 21.46 16.03 10.33

每次试验样本数为500, 试验次数为1000次, Hu = 2.

§5. (µ0, σ
2
0)未知情形

依照第4节, 将过程控制分为均值控制与方差控制两个问题分别进行考虑.

f表示过程一直处于受控状态下, 用S7监测过程是否发生变化(δ, α2) = (0.5, 1)时首次警报时刻.
g表示过程一直处于受控状态下, 用S8监测过程是否发生变化(δ, α2) = (0, 1.52)时首次警报时刻.
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5.1 均值监控

当过程受控时, Q统计量Qn = Φ−1{Tn−2[((n− 1)/n)1/2 · ((Xn −Xn−1)/Sn−1)]} (n =

3, 4, · · · )服从标准正态分布, 其中S2
n = [1/(n− 1)] ·

n∑
i=1

(Xi −Xn)2, Xn = (1/n) ·
n∑

i=1
Xi.

令W ∗
n = Φ(Qn), 可以证明: 当过程受控时, W ∗

n ∼ U(0, 1).
令

S9,(i+1) =
i+1∑
j=1

(
w∗j −

1
2

)
= S9,i +

(
w∗i+1 −

1
2

)
, i ≥ 2, (5.1)

其中S9,2 = 0. 若过程均值变大, 则w∗i − 1/2 > 0, 最终导致S9,i值的增加, 给定Hu, 如
果S9,i > Hu, 则认为过程已经失控; 若过程均值变小, 则w∗i − 1/2 < 0, 最终导致S9,i值的减

少, 给定Hl, 如果S9,i < Hl, 则认为过程已经失控, 亦可取|Hl| = Hu (原因同上).
表5是模拟结果. 从表中可以看出, 该统计量不适用δ较小情形.

表5 (µ0, σ
2
0)未知且均值变化时CED的模拟结果

CED δ = 0 δ = 0.25 δ = 0.5 δ = 0.75 δ = 1

α2 = 12 71.36h 49.74 34.05 23.35 16.18

每次试验样本数为100, 试验次数为1000次, Hu = 2.

5.2 方差监控

记Rn = Xn − Xn−1. Q统计量为: Qn = Φ−1{F1,ν [νR2
n/(R2

2 + R2
4 + · · ·+ R2

n−2)]},
n = 4, 6, · · · , ν; ν = n/2− 1.
当过程受控时, 该统计量也服从标准正态分布(见[6]). 令V ∗

n = Φ(Qn), 有结论: 当过程
受控时, V ∗

n ∼ U(0, 1).
令

S10,2(i+1) =
i+1∑
j=1

(
v∗2j −

1
2

)
= S10,2i +

(
v∗2(i+1) −

1
2

)
, i ≥ 1, (5.2)

其中S10,2 = 0. 其它讨论与4.2类似.

事实上, 可令S10,2(i+1) =
i+1∑
j=1

(vj − k) = S10,2i + (v2(i+1) − k), k根据对ARL0的要求或

模拟计算确定. 本文中, k取1/2, 是基于模拟计算而得.
从表6数据可以看出, 该统计量总体来说并不好, k和相应Hu的确定有待进一步研究.

表6 (µ0, σ
2
0)未知且方差变化时CED的模拟结果

CED α2 = 12 α2 = 1.252 α2 = 1.52 α2 = 1.752 α2 = 22

δ = 0 82.13i 30.57 27.78 24.54 22.98

每次试验样本数为100, 试验次数为1000次, Hu = 2.

h表示过程一直处于受控状态下, 用S9监测过程是否发生变化(δ, α2) = (0.5, 1)时首次警报时刻.
i表示过程一直处于受控状态下, 用S10监测过程是否发生变化(δ, α2) = (0, 1.52)时首次警报时刻.
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§6. 纯变化问题

当实际问题只是关心过程是否发生异常时, 若按以上方法, 则需用两个判据来分别考
虑过程可能发生的变化: 均值变化和方差变化. 但纯变化问题并不关心均值和方差中究竟
何者发生了变化, 因此可以改进以上方法, 以节省时间和费用, 尤其在考察多个指标、或多
个过程时, 可以减少计算量和绘制CUSUM图的费用. 本节综合利用了统计假设检验中的
极大似然比([8])和序贯概率比检验的原理, 给出了一种新的考察方法以及用于解决此问题
的判据、递推公式和用于构造控制图的统计量.

设过程自时间t + 1发生变化, 即检验问题是:

H0 : µi = µ0, σ2
i = σ2

0, 1 ≤ i ≤ m;

Htm : µ1 = · · · = µt = µ0, µt+1 = · · · = µm 6= µ0,

or σ2
1 = · · · = σ2

t = σ2
0, σ2

t+1 = · · · = σ2
m 6= σ2

0.

极大似然比为:

max
θ∈Θt

Ltm

max
θ∈Θ0

L0
=

max
θ∈Θt

m∏
i=1

1√
2πσi

exp
{
− (xi − µi)2

2σ2
i

}

m∏
i=1

1√
2πσ0

exp
{
− (xi − µ0)2

2σ2
0

}

=
(2π)−(m−t)/2

( m∑
i=t+1

(xi − xt,m)2
)−(m−t)/2

(m− t)(m−t)/2e−(m−t)/2

( 1√
2πσ0

)m−t
exp

{
−

m∑
i=t+1

(xi − µ0)2
/

(2σ2
0)

}

=
σm−t

0

( m∑
i=t+1

(xi − xt,m)2
)−(m−t)/2

(m− t)(m−t)/2e−(m−t)/2

exp
{
−

m∑
i=t+1

(xi − µ0)2
/

(2σ2
0)

}

=
[ m∑
i=t+1

(xi − xt,m

σ0

)2/
(m− t)

]−(m−t)/2
exp

{1
2

[ m∑
i=t+1

(xi − µ0

σ0

)2
− (m− t)

]}
.

由此可得判据为:

m∑
i=t+1

(xi − µ0

σ0

)2
− (m− t)

[
ln

( m∑
i=t+1

(xi − xt,m

σ0

)2/
(m− t)

)
+ 1

]
≥ 2 ln A.

其中, xt,m = [1/(m− t)] ·
m∑

i=t+1
xi.

记λi =
i∑

j=1
((xj − µ0)/σ0)2, τi = i

[
ln

(
(1/i) ·

i∑
j=1

((xj − x0,i)/σ0)2
)

+ 1
]
, 其中, x0,i =

(1/i) ·
i∑

j=1
xj .
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因此有以下递推公式:

λi = λi−1 +
(xi − µ0

σ0

)2
,

τi = i
{

ln
( i− 1

i2

[
i · exp

{ τi−1

i− 1
− 1

}
+

(xi − x0,i−1

σ0

)2])
+ 1

}
, i ≥ 2.

用于构造控制图的统计量为:

S11,i = λi − τi,

S11,1 =
(x1 − µ0

σ0

)2
− 1. (6.1)

S11,i的形式与通常的CUSUM统计量稍不同, 为区别通常的CUSUM图, 将此控制图命
名为CUSUM-D图.

CED的模拟结果见表7. 从表中可以看出, 该方法能够比以上方法更快地给出警报.

表7 纯变化问题的条件期望延时(CED)的模拟结果

CED α2 = 1 α2 = 1.25 α2 = 1.52 α2 = 1.752 α2 = 22

δ = 0 60.53j 12.06 6.81 5.13 4.33

δ = 0.25 16.01 9.73 6.49 4.99 4.31

δ = 0.5 8.56 7.45 5.88 4.90 4.22

δ = 0.75 6.27 5.91 5.15 4.56 4.02

δ = 1 5.11 4.95 4.55 4.09 3.83

每次试验样本数为100, 试验次数为10000次, lnA = 2.

§7. 各CUSUM图之间的比较

表8给出了S3、S11与S1、S2 (即最常见的CUSUM图, S1用于控制均值, S2用于控制方

差)的比较, 其中, 样本数为500 (如无特别声明, 下列计算的样本数皆为500), “—”表示该统
计量不用于检验此种过程偏移(下同).从结果可以看出,本文提出的S3、S11比S1、S2的CED
要小; 在过程受控下, S11的CED偏小. 但总体而言, S3、S11的结果是令人满意的.

表8 S1、S2与S3、S11的CED比较

(δ, α) (0, 1) (0.5, 1) (0, 1.5) (0.25, 1.25) (0.5, 1.5)

S1(δ,1) 467.03 10.10 — 27.12 11.47

S2(0,α) 423.79 — 11.30 21.17 9.08

S3(δ,α) 427.36 — 15.45 18.51 8.91

S11(δ,α) 270.27 8.56 6.81 9.73 5.88

j表示过程一直处于受控状态下, 用S11监测过程是否发生变化(δ, α2) = (0.5, 1.52)时首次警报时刻.
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表9给出了S4、S5、S6与Q统计量(图)的比较, 其中,

Q1 =
(n− 1

n

)1/2 (xn − xn−1)
σ0

, 用于控制过程均值,

Q2 = Φ−1
{

H1

( R2
r

2σ2
0

)}
, 用于控制过程方差.

从模拟结果可以看出, S4的CED稍大于Q1, 但当均值偏移较大时, 二者相差不大; S5

与Q2的CED差别不大、S6的CED与S5几乎一致.

表9 S4、S5、S6与Q1、Q2的比较

(δ, α) (0, 1) (0.5, 1) (0, 1.5) (0.25, 1.25) (0.5, 1.5)

Q1(δ,1) 431.03 15.94 — 37.90 13.05

S4(δ,1) 301.79 17.26 — 39.13 11.04

Q2(0,α) 392.16 — 12.43 25.23 11.29

S5(0,α) 412.35 — 14.97 28.57 13.79

S6(δ,α) 402.66 — 15.09 28.32 13.35

表10将S7、S9与Q3、Q4比较, 其中,

Q3 = Φ−1
{

Tn−1

(Xn − µ0

S0,n−1

)}
, Q4 = Φ−1

{
Tn−2

[(n− 1
n

)1/2(Xn −Xn−1

Sn−1

)]}
.

表10 S7、S9与Q3、Q4的比较

(δ, α) (0, 1) (0.25, 1) (0.5, 1) (0.75, 1) (1, 1)

Q3 304.33 23.60 11.79 10.76 9.10

S7 213.18 32.72 16.75 12.29 10.27

Q4 346.65 28.36 19.01 17.83 14.57

S9 218.02 49.74 34.05 22.35 16.18

表11给出S8、S10与Q5、Q6的比较结果(样本数为100), 其中,

Q5 = Φ−1
{

F1,n−1
(Xn − µ0)2

S2
0,n−1

}
, Q6 = Φ−1

{
F1,ν

( νR2
n

R2
2 + R2

4 + · · ·+ R2
n−2

)}
.

表11 S8、S10与Q5、Q6的比较

(δ, α) (0, 1) (0, 1.25) (0, 1.5) (0, 1.75) (0, 2)

Q5 89.22 27.91 19.56 17.84 13.00

S8 90.37 35.03 21.46 16.03 10.33

Q6 91.05 28.80 23.78 20.35 18.91

S10 82.13 30.57 27.19 24.54 22.98
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从表10、表11可以看出, σ2未知时, 特别是偏移较小时, 新统计量的CED稍大于相应
的Q统计量; 在偏移较大时, S7, · · · , S10的CED与Q统计量的CED相差较小. 但正如前问所
述, S7, · · · , S10更易计算, 因此, 在偏移较大时, 相应的CUSUM图具有一定优势.

特别指出, 如无特别说明, 本节计算所用参数及计算结果的意义与前文计算相应参数
时一致.
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Several Types of CUSUM Charts for Normal

Distribution Process

Tu Yujuan1,2 Feng Shiyong1
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According to different cases of normal-distribution process parameters (µ, σ2), several problems

are studied in this paper, for monitoring the process with parameters known or unknown, with single-

parameter-deviation or with double-parameter-deviation. A series of CUSUM Charts are proposed in

standardized or simpler forms mainly based on Q-statistics proposed by Quesenberry. In the last part

of the paper, the concept of deviation-interested-only (DIO) is put forward and the relevant statistics

are given where there is no need to know which has deviated, process mean or process variance. The

simulation results of Conditional Expected Delay (CED) are shown in each case, and the comparisons in

the end of the paper show which new CUSUM charts act well.

Keywords: CUSUM, Q-Statistics, Single(Double)-parameter-deviation, DIO, CED.
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