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摘 要

Dryakhlov和Tempelman对具有有限记忆的随机分形集的Hausdorff维数进行了研究, 本文对具

有有限记忆的随机分形集K(ω)的重分形分解集Kα(ω)进行研究, 得到了在一定条件下, 这种随机分形

集重分形分解集Kα(ω)的Hausdorff维数表达式.
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§1. 引言与预备知识

重分形分解是研究分形的一个重要手段. Mauldin和Williams 1986年对一类随机递
归结构进行了研究, 在这类随机递归结构中, 每个随机集生成下一代随机集的个数是未
必有限的, 并且要求随机比率是独立同分布的; 他们研究了由这类随机递归结构产生
的随机集的Hausdorff维数. 苏峰和赵兴球于1997年考虑了Mauldin和Williams引入的随
机结构的特殊情形, 即限制每个随机集生成下一代随机集的个数是有限的; 他们研究了
由这类随机递归结构产生的随机集的重分形分解问题. 然而应该指出的是, 在Mauldin
和Williams, 苏峰和赵兴球所研究的随机结构中, 都要求随机比率是独立同分布的. 继而,
Dryakhlov和Tempelman 2001年考虑了更一般的情形, 他们并不要求随机比率是同分布的,
而是将随机比率同分布的条件放宽为: 随机比率的分布由前m(m > 1)步的分布来决定, 称
之为有限记忆性. Dryakhlov和Tempelman对这种具有有限记忆的随机结构, 通过构造一个
转移算子V (β), 证明了具有有限记忆的随机分形集的Hausdorff维数是方程ρ(β) = 1的唯一
解d, 其中ρ(β)是V (β)的谱半径. 本文对具有有限记忆的随机分形集重分形分解进行研究,
获得了这种随机分形集重分形分解集的Hausdorff维数的结果.

先叙述符号空间中的一些概念. 设N(≥ 2)是正整数, 记

4 := {1, 2, · · · , N}, 4n := {σ : σ = (σ1, σ2, · · · , σn), σi ∈ 4, i = 1, 2, · · · , n},
4∗ :=

∞⋃
n=1

4n, 4N := {σ : σ = (σ1, σ2, · · · ), σi ∈ 4, i = 1, 2, · · · },

规定40 = ∅; 4∗中的两个元素σ, τ的连接记为(σ, τ)或σ ∗ τ = (σ1, σ2, · · ·, σn, τ1, τ2, · · ·, τm),
对任意的σ ∈ 4∗, 再记|σ| =“符号序列的长度”, 例如若σ = (σ1, σ2, · · · , σk), 则|σ| = k. 对
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562 应用概率统计 第二十六卷

任意的自然数k, σ ∈ 4∗, 且|σ| ≥ k, 则记σ|k = (σ1, σ2, · · · , σk)为包含σ前k个符号的序列;
4∗上的偏序结构定义为σ ≺ τ⇔∃ η ∈ 4∗, s.t. (σ, η) = τ .

设Rd为欧氏空间, I为Rd中的紧子集, 且I = int(I). 设(Ω, Σ, P)为概率空间. 若∀ω ∈
Ω, Rd中的非空闭子集族I(ω) := {Iσ(ω) : σ ∈ 4∗}满足

lim
n→∞ max

σ∈4n
diam(Iσ(ω)) = 0, ∀ω ∈ Ω, (1.1)

和

Iσ ⊂ Iη, ∀ η ≺ σ, (1.2)

则称I为随机结构.
定义随机集

K(ω) :=
∞⋂

n=1

⋃
σ∈4n

Iσ(ω). (1.3)

∀σ ∈ 4N, 令Cn(σ)为由与σ的前n个符号相同的无限长符号序列所组成的的集合, 即

Cn(σ) := {τ : τ ∈ 4N, τ |n = σ|n},

称之为4N中的柱集.
记diam(Iσ) = lσ, ∀σ ∈ 4∗.
设b > 0, N0 ∈ N, r > 0: 若blσ|N0

≥ r, 则记k(r, σ, b) ≥ N0为满足blσ|k(r,σ,b)+1 < r ≤
blσ|k(r,σ,b)的正整数; 若blσ|N0

< r, 则令k(r, σ, b) = N0.
设n ≥ N0, ∀σ ∈ 4N,记Ln,σ(b)为满足条件“使得B(σ, blσ|n)∩Ck(blσ|n,τ (i),b)(τ

(i)) 6= ∅的
两两不交的柱集Ck(blσ|n,τ (i),b)(τ

(i)), τ (i) ∈ 4N的数目不超过Ln,σ(b)”的最小数目. 令Lω(b)
:= sup{Ln,σ(b) : σ ∈ 4N, n ≥ N0}, 称之为对应于常数b关于ρ的Moran指数.

记Lσ∗x := lσ∗x/lσ, ∀σ ∈ 4∗.
设下列条件满足:
(1) ∀σ ∈ 4∗, 随机向量族(Lσ∗1, Lσ∗2, · · · , Lσ∗N )独立;
(2) 存在整数m > 1,使得∀σ ∈ 4∗, ∀ η ∈ 4m−1, (Lσ∗η∗1, Lσ∗η∗2, · · · , Lσ∗η∗N )与(Lη∗1,

Lη∗2, · · · , Lη∗N )同分布.
有时, 我们还要求下列条件成立:
(3) 若σ 6≺ η且η 6≺ σ, 则对几乎处处的ω, 有

Iσ(ω) ∩ Iη(ω) ∩K(ω) = ∅; (1.4)

(4) 对几乎处处的ω, 成立

lim
n→∞

log l[π|n+1](ω)
log l[π|n](ω)

= 1, ∀π ∈ 4N; (1.5)

(5) 对几乎处处的ω, 存在b = b(ω) > 0, 使得

Lω(b) < +∞. (1.6)
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今记gω(σ) :=
∞⋂

k=1

Iσ|k(ω), σ ∈ 4N, 易证gω具有如下性质:

(1) gω为4N到K(ω)上的连续映射;
(2) 若条件(3)成立, 则gω是一个一一映射.
下面通过定义码空间4N上的无穷乘积测度来定义随机集K(ω)上的随机测度.
设{(pσ∗1, pσ∗2, · · · , pσ∗N ) : σ ∈ 4∗}是一列独立的随机向量, 满足
(1) ∀σ ∈4∗, ∀ η ∈4m−1, 随机向量(pσ∗η∗1, pσ∗η∗2, · · ·, pσ∗η∗N )与(pη∗1, pη∗2, · · ·, pη∗N )

同分布;
(2) 当σ ∈ 4∗时, (pσ∗1, pσ∗2, · · · , pσ∗N )与(Lσ∗1, Lσ∗2, · · · , Lσ∗N )独立;

(3) ∀σ ∈ 4∗,
N∑

i=1
pσ∗i = 1, a.s.;

(4) 存在p1, p2, L1, L2∈R, 使得0 < p1 ≤ pσ ≤ p2 <1, 0 < L1 ≤ Lσ ≤ L2 <1, ∀σ∈4∗.

利用测度论的知识可以定义4N上的无穷乘积测度µω(Cn(σ)) :=
n∏

i=1
pσ|i, ∀σ ∈ 4N.

以下为方便起见, 记Pσ :=
|σ|∏
i=1

pσ|i, ∀σ ∈ 4∗.

设µω为由gω导出的随机集K(ω)上的测度, 即µω(A) = µω(g−1
ω (A)), A ⊂ K(ω) ⊂ Rd.

定义 1.1 对实数α及几乎处处的ω, 定义

Kα(ω) :=
{

σ ∈ 4N : lim
k→+∞

log Pσ|k
log lσ|k

= α
}

, Kα(ω) := gω(Kα(ω)), (1.7)

则称集簇为{Kα(ω)}对应于测度µω构成K(ω)的重分形分解集, 其中Kα(ω)叫做K(ω)多重
分形分解的分量.

§2. 辅助函数的性质

设m > 1, 考虑Nm−1维实向量空间Φ = {u(x1, x2, · · · , xm−1) : 1 ≤ x1, x2, · · · , xm−1 ≤
N}. 对任意的q ∈ R, β ∈ R, 在Φ中定义算子V (q,β) : u 7−→ uV (q,β) = ω, 满足

V (q,β)(u) = ω(x2, · · · , xm) :=
∑

x1∈4
u(x1, · · · , xm−1)E(pq

x1,··· ,xm
Lβ

x1,··· ,xm
). (2.1)

设 ρ(q, β)表示V (q,β)的谱半径. 由于V (q,β)是一个不可约的非负矩阵, 利用Perron-
Frobenius定理可以得到ρ(q, β)的一些基本性质.

性质 2.1 (1) ρ(q, β) : R×R 7−→ (0,∞)是解析的.
(2) ρ(q, β)关于q, β均是严格递减的.
(3) 固定q,

lim
β→+∞

ρ(q, β) = 0, lim
β→−∞

ρ(q, β) = +∞;

固定β,
lim

q→+∞ ρ(q, β) = 0, lim
q→−∞ ρ(q, β) = +∞.
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注记 1 对于固定的q, 函数ρ(q, β)是关于β的连续函数, ρ(q, β)的取值范围从0 (β →
+∞)到+∞ (β → −∞), 因此由介值定理知存在β, 满足ρ(q, β)=1, 又由性质2.1(2)知ρ(q, β)
关于β是严格递减的, 从而β是唯一的. 如此, 可以定义关于q的函数β(q), 满足ρ(q, β(q)) =
1.

性质 2.2 设β = β(q)满足ρ(q, β(q)) = 1, 则

(1) β是关于变量q的解析函数;

(2) β是严格递减的, 即若q1 < q2, 则β(q1) > β(q2);

(3) lim
q→−∞β(q) = +∞, lim

q→+∞β(q) = −∞.

以下考虑β′(q). 记β = β(q). 由于V (q,β)是不可约矩阵, 由Perron-Frobenius定理知, 对
应于ρ(q, β) = 1, 存在一维正的右特征向量r

(q,β)
1 := (r(q,β)

1 (x2, · · · , xm) : 1 ≤ x2, · · · , xm ≤
N). 令

r(q,β)(x2, · · · , xm) :=
r
(q,β)
1 (x2, · · · , xm)

∑
x2,··· ,xm∈4

r
(q,β)
1 (x2, · · · , xm)

,

r(q,β) := (r(q,β)(x2, · · · , xm) : 1 ≤ x2, · · · , xm ≤ N),

则r(q,β)是唯一的;对应于ρ(q, β) = 1,存在一维的正的左特征向量r
(q,β)
2 = (r(q,β)

2 (x1, x2, · · · ,
xm−1) : 1 ≤ x1, x2, · · · , xm−1 ≤ N), 令

r(q,β)(x1, · · · , xm−1) :=
r
(q,β)
2 (x1, x2, · · · , xm−1)∑

x1,··· ,xm−1∈4
r
(q,β)
2 (x1, x2, · · · , xm−1)r(q,β)(x1, · · · , xm−1)

,

r(q,β) := (r(q,β)(x1, · · · , xm−1) : 1 ≤ x1, · · · , xm−1 ≤ N),

则r(q,β)(x1, · · · , xm−1)是唯一的, 利用与文献[5]中类似的方法得

β′(q) = −

∑
x1,··· ,xm∈4

r(q,β)(x1, · · ·, xm−1)E(pq
x1,··· ,xmLβ

x1,··· ,xm log px1,··· ,xm)r(q,β)(x2, · · ·, xm)

∑
x1,··· ,xm∈4

r(q,β)(x1, · · ·, xm−1)E(pq
x1,··· ,xmLβ

x1,··· ,xm log Lx1,··· ,xm)r(q,β)(x2, · · ·, xm)
.

(2.2)
于是β′(q) < 0, 与性质2.2(2)相一致.

令α = −dβ/dq, 则α > 0, 且

α =

∑
x1,··· ,xm∈4

r(q,β)(x1, · · · , xm−1)E(pq
x1,··· ,xmLβ

x1,··· ,xm log px1,··· ,xm)r(q,β)(x2, · · · , xm)

∑
x1,··· ,xm∈4

r(q,β)(x1, · · · , xm−1)E(pq
x1,··· ,xmLβ

x1,··· ,xm log Lx1,··· ,xm)r(q,β)(x2, · · · , xm)
.

(2.3)

在以下的论述中, 记f(q) = qα + β(q).
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§3. Kα(ω)的Hausdorff维数的上界

定义随机变量

S
(x2,··· ,xm)
q,β,n :=

∑
σ∈4n

σn−m+2=x2,··· ,σn=xm

P q
σ lβσ , x2, · · · , xm ∈ 4, n ≥ m,

记Sq,β,n := (S(x2,··· ,xm)
q,β,n : 1 ≤ x2, · · · , xm ≤ N).

考虑σ-代数: Fn := σ({Lσ, pσ : σ ∈ 4∗, |σ| ≤ n}), F :=
∞∨

n=1
Fn = σ

( ∞⋃
n=1

Fn

)
.

引理 3.1 ∀ q, β ∈ R, n ≥ m, 成立E[Sq,β,n|Fn−1] = Sq,β,n−1V
(q,β).

证明: 对于任意的x2, · · · , xm ∈ 4, 有

E[S(x2,··· ,xm)
q,β,n |Fn−1] = E

[ ∑
σ∈4n

σn−m+2=x2,··· ,σn=xm

P q
σ lβσ |Fn−1

]

= E
[ ∑

x1∈4

∑
σ∈4n−m

P q
σ,x1,··· ,xm

lβσ,x1,··· ,xm
|Fn−1

]

=
∑

x1∈4

∑
σ∈4n−m

P q
σ,x1,··· ,xm−1

lβσ,x1,··· ,xm−1
E[pq

σ,x1,··· ,xm
Lβ

σ,x1,··· ,xm
|Fn−1]

=
∑

x1∈4

∑
σ∈4n−m

P q
σ,x1,··· ,xm−1

lβσ,x1,··· ,xm−1
E(pq

σ,x1,··· ,xm
Lβ

σ,x1,··· ,xm
)

=
∑

x1∈4

∑
σ∈4n−m

P q
σ,x1,··· ,xm−1

lβσ,x1,··· ,xm−1
E(pq

x1,··· ,xm
Lβ

x1,··· ,xm
)

=
∑

x1∈4
S

(x1,··· ,xm−1)
q,β,n−1 E(pq

x1,··· ,xm
Lβ

x1,··· ,xm
),

故命题获证. ¤
由于V (q,β)是一个不可约的非负矩阵, 利用Perron-Frobenius定理知ρ(q, β)是V (q,β)的

一个特征值, 且对应ρ(q, β)存在一个正的右特征向量r(q,β) = (r(q,β)(x2, · · · , xm) : 1 ≤ x2,
· · · , xm ≤ N), 记u(q,β)(x1, · · · , xm) = E(pq

x1,··· ,xmLβ
x1,··· ,xm), 作如下的变换:

u(q,β)(x1, · · · , xm) :=
u(q,β)(x1, · · · , xm)r(q,β)(x2, · · · , xm)

ρ(q, β)r(q,β)(x1, · · · , xm−1)
,

于是u(q,β) = (u(q,β)(x1, · · · , xm) : 1 ≤ x1, · · · , xm ≤ N), 满足
∑

xm∈4
u(q,β)(x1, · · · , xm) = 1.

记

S
(x2,··· ,xm)
q,β,n :=

r(q,β)(x2, · · · , xm)S(x2,··· ,xm)
q,β,n

ρn(q, β)
, n ≥ m,

Sq,β,n := (S(x2,··· ,xm)
q,β,n : 1 ≤ x2, · · · , xm ≤ N).

引理 3.2 ∀ q, β ∈ R, n ≥ m, 成立E[Sq,β,n|Fn−1] = Sq,β,n−1u
(q,β).
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证明: 对于任意的x2, · · · , xm ∈ 4,有

E[S(x2,··· ,xm)
q,β,n |Fn−1]

=

r(q,β)(x2, · · · , xm)
∑

x1∈4
S

(x1,··· ,xm−1)
q,β,n−1 E(pq

x1,··· ,xmLβ
x1,··· ,xm)

ρn(q, β)

=
∑

x1∈4

r(q,β)(x1, · · · , xm−1)S
(x1,··· ,xm−1)
q,β,n−1

ρn−1(q, β)
· E(pq

x1,··· ,xmLβ
x1,··· ,xm)r(q,β)(x2, · · · , xm)

ρ(q, β)r(q,β)(x1, · · · , xm−1)

=
∑

x1∈4
S

(x1,··· ,xm−1)
q,β,n−1 u(q,β)(x1, · · · , xm),

于是引理获证. ¤
记随机变量Zq,β,n :=

∑
x2,··· ,xm∈4

S
(x2,··· ,xm)
q,β,n , n ≥ m.

引理 3.3 随机序列(Zq,β,n,Fn)n≥m是正鞅.

证明: 由于

E[Zq,β,n|Fn−1] =
∑

x2,··· ,xm∈4
E[S(x2,··· ,xm)

q,β,n |Fn−1]

=
∑

x2,··· ,xm∈4

∑
x1∈4

S
(x1,··· ,xm−1)
q,β,n−1 u(q,β)(x1, · · · , xm)

=
∑

x1,··· ,xm−1∈4
S

(x1,··· ,xm−1)
q,β,n−1

∑
xm∈4

u(q,β)(x1, · · · , xm)

=
∑

x1,··· ,xm−1∈4
S

(x1,··· ,xm−1)
q,β,n−1 = Zq,β,n−1,

所以(Zq,β,n,Fn)n≥m是正鞅. 利用鞅收敛定理知 lim
n→∞Zq,β,n几乎处处ω存在; 记

Xq := lim
n→∞Zq,β(q),n, a.s. ω. ¤

定理 3.1 ∀ q ∈ R, P(dimHKα(q) ≤ f(q)) = 1.

证明: 设β > β(q),由ρ(q, β)关于β严格递减知0 < ρ(q, β) < 1,记Zq,β,n :=
∑

σ∈4n

P q
σ lβσ .

由Perron-Frobenius定理知, 对应ρ(q, β)存在正的右特征向量r(q,β) = (r(q,β)(x1, · · ·, xm−1) :
1 ≤ x1, · · · , xm−1 ≤ N). 记1/r0 := min

x1,··· ,xm−1∈4
r(q,β)(x1, · · · , xm−1) > 0, 再记Ω0 :=

{
ω :

Xq,β = lim
n→∞Zq,β,n

} ∩ {
ω : lim

n→∞ max
σ∈4n

diam(Iσ(ω)) = 0
}
, 则P(Ω0) = 1.

任取ω ∈ Ω0, 对于给定的n ≥ m, 有

Zq,β,n =
∑

x2,··· ,xm∈4

r(q,β)(x2, · · · , xm)S(x2,··· ,xm)

q,β,n

ρn(q, β)
≥ ∑

x2,··· ,xm∈4

S
(x2,··· ,xm)

q,β,n

r0ρn(q, β)
=

Zq,β,n

r0ρn(q, β)
,

于是0 ≤ Zq,β,n ≤ r0ρ
n(q, β)Zq,β,n, 令n →∞, 由0 < ρ(q, β) < 1得 lim

n→∞Zq,β,n = 0.
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(1) q = 0时的情形

此时结论显然成立.

(2) q > 0时的情形

令As(k) := {σ ∈ 4N : Pσ|k ≥ (lσ|k)s}, As(k) = gω(As(k)), 则

Kα(q) ⊂
⋂

α(q)<s

⋃
j≥1

⋂
k≥j

As(k).

因为 lim
n→∞ max

σ∈4n
diam(Iσ(ω)) = 0, 所以∀ ε > 0, ∃N ∈ N, 当k ≥ N时, max

σ∈4k
lσ < ε, 因此

{lσ : σ ∈ 4k ∩{σ ∈ 4∗ : Pσ ≥ (lσ)s}}为 ⋂
k≥j

As(k) (j ≥ 1)的一个ε-覆盖. 对这个覆盖经计算

有

∑
σ∈4k∩{σ∈4∗:Pσ≥(lσ)s}

lqs+β
σ =

∑
σ∈4k∩{σ∈4∗:Pσ≥(lσ)s}

lqs
σ lβσ

≤ ∑
σ∈4k∩{σ∈4∗:Pσ≥(lσ)s}

P q
σ lβσ ≤

∑
σ∈4k

P q
σ lβσ

= Zq,β,k −→ 0 (k →∞),

于是Hqs+β
( ⋂

k≥j

As(k)
)

= 0, 故据Hausdorff维数的定义知

dimH

( ⋂
k≥j

As(k)
)
≤ qs + β, j ≥ 1.

再利用Hausdorff维数的σ-稳定性知

dimH

( ⋃
j≥1

⋂
k≥j

As(k)
)

= sup
j≥1

dimH

( ⋂
k≥j

As(k)
)
≤ qs + β,

进而有

dimH

( ⋂
α(q)<s

⋃
j≥1

⋂
k≥j

As(k)
)
≤ inf

α(q)<s
(qs + β) = qα(q) + β, ∀β > β(q).

从而

dimH

( ⋂
α(q)<s

⋃
j≥1

⋂
k≥j

As(k)
)
≤ qα(q) + β(q);

再利用Hausdorff维数的单调性知

dimH(Kα(q)(ω)) ≤ qα(q) + β(q) = f(q), a.s. ω.

(3) q < 0时的情形类似可证.

综合(1)、(2)、(3)知定理获证. ¤
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§4. Kα(ω)的Hausdorff维数的下界

任取σ ∈ 4∗, 记

S
(x2,··· ,xm)
σ,q,β,n :=

∑
η∈4n−m+1

P q
σ,η,x2,··· ,xm lβσ,η,x2,··· ,xm

P q
σ lβσ

,

Sσ,q,β,n := (S(x2,··· ,xm)
σ,q,β,n : 1 ≤ x1, · · · , xm ≤ N).

引理 4.1 ∀ q, β ∈ R, 有E[Sσ,q,β,n|Fn+|σ|−1] = Sσ,q,β,n−1V
(q,β), n ≥ m.

证明: 任取x2, · · · , xm ∈ 4, 有

E[S(x2,··· ,xm)
σ,q,β,n |Fn+|σ|−1]

= E
[ ∑

x1∈4

∑
η∈4n−m

pq
σ,η,x1,··· ,xmLβ

σ,η,x1,··· ,xmP q
σ,η,x1,··· ,xm−1 l

β
σ,η,x1,··· ,xm−1

P q
σ lβσ

∣∣∣Fn+|σ|−1

]

=
∑

x1∈4

∑
η∈4n−m

P q
σ,η,x1,··· ,xm−1 l

β
σ,η,x1,··· ,xm−1

P q
σ lβσ

· E(pq
σ,η,x1,··· ,xm

Lβ
σ,η,x1,··· ,xm

)

=
∑

x1∈4
S

(x1,··· ,xm−1)
σ,q,β,n−1 E(pq

σ,η,x1,··· ,xm
Lβ

σ,η,x1,··· ,xm
),

于是引理获证. ¤

记

Zσ,q,β,n :=

∑
x2,··· ,xm∈4

r(q,β)(x2, · · · , xm)S(x2,··· ,xm)
σ,q,β,n

ρn(q, β)
.

引理 4.2 (Zσ,q,β,n,Fn+|σ|)n≥m是鞅.

证明: 利用引理4.1的证明过程, 有

E[Zσ,q,β,n|Fn+|σ|−1]

=
∑

x2,··· ,xm∈4

r(q,β)(x2, · · · , xm)
ρn(q, β)

E[S(x2,··· ,xm)
σ,q,β,n |Fn+|σ|−1]

=
∑

x2,··· ,xm∈4

r(q,β)(x2, · · · , xm)
ρn(q, β)

∑
x1∈4

S
(x1,··· ,xm−1)
σ,q,β,n−1 E(pq

x1,··· ,xm
Lβ

x1,··· ,xm
)

=
∑

x1,··· ,xm−1∈4

r(q,β)(x1, · · · , xm−1)S
(x1,··· ,xm−1)
σ,q,β,n−1

ρn−1(q, β)

· ∑
xm∈4

r(q,β)(x2, · · · , xm)E(pq
x1,··· ,xmLβ

x1,··· ,xm)
ρ(q, β)r(q,β)(x1, · · · , xm−1)

= Zσ,q,β,n−1
∑

xm∈4
u(q,β)(x2, · · · , xm) = Zσ,q,β,n−1,
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故(Zσ,q,β,n,Fn+|σ|)n≥m是鞅. ¤
利用鞅收敛定理知 lim

n→∞Zσ,q,β,n几乎处处ω存在; 记Xσ,q := lim
n→∞Zσ,q,β(q),n, a.s. ω.

引理 4.3 (1) X∅,q = Xq/(P q
∅ lβ∅ );

(2) P q
σ lβσXσ,q =

∑
η∈4k

P q
σ,ηl

β
σ,ηXσ,η,q;

(3) Xq =
∑

η∈4k

P q
η lβη Xη,q.

证明: (1) 对于任意的n ≥ m, x2, · · · , xm ∈ 4, 有

S
(x2,··· ,xm)
∅,q,β,n =

∑
η∈4n−m+1

P q
η,x2,··· ,xm lβη,x2,··· ,xm

P q
∅ lβ∅

=
S

(x2,··· ,xm)
q,β,n

P q
∅ lβ∅

,

从而Z∅,q,β,n = Zq,β,n/(P q
∅ lβ∅ ). 再令n →∞, 即得X∅,q = Xq/(P q

∅ lβ∅ ).
(2) 固定x2, · · · , xm ∈ 4, 记4n−m+1 := {γ ∈ 4n : γn−m+2 = x2, · · · , γn = xm}, 则

S
(x2,··· ,xm)
σ,q,β,n =

∑
γ∈4n−m+1

P q
σ,γlβσ,γ

P q
σ lβσ

=
∑

γ∈4n−m+1

n∏
t=1

pq
σ,γ|tL

β
σ,γ|t. (4.1)

设η ∈ 4k, 则

Pσ,ηlσ,η = Pσlσ
k∏

t=1
pσ,η|tLσ,η|t, (4.2)

又如果γ ∈ 4n−m+1, 则∀σ ∈ 4∗显然有

(σ, η|t) = (σ, (η, γ)|t), 1 ≤ t ≤ k, (4.3)

(σ, η, γ|t) = (σ, (η, γ)|t + k), 1 ≤ t ≤ n, (4.4)

于是由(4.1)、(4.2)、(4.3)、(4.4), 有
∑

η∈4k

P q
σ,ηl

β
σ,ηS

(x2,··· ,xm)
σ,η,q,β,n

=
∑

η∈4k

P q
σ,ηl

β
σ,η

( ∑
γ∈4n−m+1

n∏
t=1

pq
σ,η,γ|tL

β
σ,η,γ|t

)

= P q
σ lβσ

∑
η∈4k

( k∏
t=1

pq
σ,(η γ)|tL

β
σ,(η γ)t

∑
γ∈4n−m+1

k+n∏
t=k+1

pq
σ,(η γ)|tL

β
σ,(η γ)|t

)

= P q
σ lβσ

( ∑
η∈4k

k+n∏
t=1

pq
σ,(η γ)|tL

β
σ,(η γ)|t

)

= P q
σ lβσ

∑
η∈4n+k−m+1

k+n∏
t=1

pq
σ,η|tL

β
σ,η|t = P q

σ lβσS
(x2,··· ,xm)
σ,q,β,n+k .

故对于任意的σ ∈ 4∗, n ≥ m和k, 有

P q
σ lβσZσ,q,β,n+k =

∑
η∈4k

P q
σ,ηl

β
σ,ηZσ,η,q,β,n.
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再对上式令n →∞取极限, 便得

P q
σ lβσXσ,q =

∑
η∈4k

P q
σ,ηl

β
σ,ηXσ,η,q.

(3) 利用已证的结论(1)和(2)有

Xq = X∅,qP
q
∅ lβ∅ =

∑
η∈4k

P q
∅,ηl

β
∅,ηX∅,η,q =

∑
η∈4k

P q
η lβη Xη,q. ¤

定理 4.1 对每一σ ∈ 4∗, 随机序列{Zσ,q,β(q),n, n ≥ m}是Lk-有界的, 这里k ∈ N.

证明: 为简便计, 设σ = ∅, 对σ 6= ∅的情形类似可证. 此时有

Zq,β,n =

∑
σ∈4n−m+1

∑
x2,··· ,xm∈4

P q
σ,x2,··· ,xm lβσ,x2,··· ,xmr(q,β)(x2, · · · , xm)

ρn(q, β)
.

以下记Ẑq,β,n := ρn(q, β)Zq,β,n.
下面用数学归纳法证明∀ q ∈ R, β ≥ β(q), t ∈ N, 有

E(Ẑt
q,β,n) ≤ abn, n ≥ m, (4.5)

其中a = a(q, β, t) > 0, b = b(q, β, t) ∈ (0, 1].
当t = 1时, (Zq,β,n,Fn)是一个鞅, 此时

E(Ẑq,β,n) = E(Zq,β,n)ρn(q, β),

其中b = ρn(q, β), a = E(Zq,β,n), 即当t = 1时(4.5)成立.
设k > 1, 假定(4.5)对任意t ∈ {1, 2, · · · , k − 1}成立, 则对t = k, 由于

Ẑq,β,n+1 =
∑

η=(σ,x1,··· ,xm−1)∈4n

P q
η lβη

( ∑
xm∈4

pq
η,xm

Lβ
η,xm

r(q,β)(x2, · · · , xm)
)
,

从而

Ẑk
q,β,n+1 =

k∑
h=1

∑
j1≥···≥jh≥1
j1+···+jh=k

∑
η(1),··· ,η(h)∈4n

η(s) 6=η(t),s 6=t

h∏
i=1

P jiq

η(i) l
jiβ

η(i)

·
( ∑

xm∈4
pq

η(i),xm
Lβ

η(i),xm
r(q,β)(x(i)

2 , · · · , x
(i)
m−1, xm)

)ji

,

其中 η(i) = (σ(i), x
(i)
1 , · · · , x

(i)
m−1) ∈ 4n.

因为
{ ∑

xm∈4
P q

η,xm lβη,xmr(q,β)(x2, · · · , xm) : η ∈ 4n
}
独立, 且它与Fn独立, 故得

E(Ẑk
q,β,n+1|Fn) =

k∑
h=1

∑
j1≥···≥jh≥1
j1+···+jh=k

∑
η(1),··· ,η(h)∈4n

η(s) 6=η(t),s 6=t

h∏
i=1

P jiq

η(i) l
jiβ

η(i)

·E
[( ∑

xm∈4
P q

η(i),xm
lβ
η(i),xm

r(q,β)(x(i)
2 , · · · , x

(i)
m−1, xm)

)ji
]
. (4.6)
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在(4.6)中, 若h = k, 则有j1 = · · · = jk = 1. 又

∑
xm∈4

E(pq
x1,··· ,xm

Lβ
x1,··· ,xm

)r(q,β)(x2, · · · , xm) = ρ(q, β)r(q,β)(x1, · · · , xm−1),

从而在(4.6)式的右端中, 当h = k时的那一项为

∑
η(1),··· ,η(h)∈4n

η(s) 6=η(t),s6=t

h∏
i=1

P q

η(i) l
β

η(i)E
( ∑

xm∈4
P q

η(i),xm
lβ
η(i),xm

)
r(q,β)(x(i)

2 , · · · , x
(i)
m−1, xm)

= ρk(q, β)
∑

η(1),··· ,η(h)∈4n

η(s) 6=η(t),s6=t

h∏
i=1

P q

η(i) l
β

η(i)r
(q,β)(x(i)

1 , · · · , x
(i)
m−1) ≤ ρk(q, β)Ẑk

q,β,n, (4.7)

在(4.6)中, 若h < k, 则j1 ≥ 2. 因为

max
1≤j≤k

max
x1,··· ,xm−1∈4

E[(pq
x1,··· ,xm

Lβ
x1,··· ,xm

r(q,β)(x2, · · · , xm))j ] < +∞,

且

min
1≤j≤k

min
x1,··· ,xm−1∈4

r(jq,jβ)(x1, · · · , xm−1) > 0,

故存在常数c1 = c1(q, β, k), 使得

∑
η(1),··· ,η(h)∈4n

η(s) 6=η(t),s6=t

h∏
i=1

P jiq

η(i) l
jiβ

η(i)E
[( ∑

xm

P q

η(i),xm
lβ
η(i),xm

r(q,β)(x(i)
2 , · · · , x(i)

m )
)ji

]

≤ c1
∑

η(1),··· ,η(h)∈4n

η(s) 6=η(t),s 6=t

h∏
i=1

P jiq

η(i) l
jiβ

η(i)r
(jiq,jiβ)(x(i)

1 , · · · , x
(i)
m−1) ≤ c1

h∏
i=1

Zjiq,jiβ,n, (4.8)

从而由(4.6)、(4.7)、(4.8)得

E(Ẑk
q,β,n+1|Fn) ≤ ρk(q, β)Ẑk

q,β,n + c1

k−1∑
h=1

∑
j1≥···≥jh≥1
j1+···+jh=k

h∏
i=1

Zjiq,jiβ,n, (4.9)

对(4.9)两边取数学期望, 并利用Hölder不等式的推广形式

E
( h∏

i=1
Ẑjiq,jiβ,n

)
≤

h∏
i=1

‖Ẑjiq,jiβ,n‖h,

便有

E(Ẑk
q,β,n+1) ≤ ρk(q, β)E(Ẑk

q,β,n) + c1

k−1∑
h=1

∑
j1≥···≥jh≥1
j1+···+jh=k

E
( h∏

i=1
Ẑjiq,jiβ,n

)
, (4.10)
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记Mn :=
k−1∑
h=1

∑
j1≥···≥jh≥1
j1+···+jh=k

h∏
i=1

‖Ẑjiq,jiβ,n‖h, 则得

E(Ẑk
q,β,n+1) ≤ ρk(q, β)E(Ẑk

q,β,n) + c1Mn. (4.11)

对(4.11)式进行迭代得

E(Ẑk
q,β,n+1) ≤ ρ(n−m+1)k(q, β)E(Ẑk

q,β,m) + c1

n∑
t=m

(ρ(q, β))(n−t)kMt. (4.12)

现在h ≤ k − 1, 由jiβ ≥ β(jiq), 利用归纳假设, 如果ji ≥ 1, 有sup
n
‖Ẑjiq,jiβ,n‖h < +∞.

因为j1 ≥ 2, j1β ≥ β(j1q), 再次利用归纳假设得

E(Ẑh
j1q,j1β,n) ≤ a(j1q, j1β, h)b(j1q, j1β, h)n,

其中a(j1q, j1β, h) > 0, b(j1q, j1β, h) ∈ (0, 1), 从而由(4.12)知(4.5)当t = k时成立. ¤

推论 4.1 ∀σ ∈ 4∗, k ∈ N, 有E(Xk
σ,q) < +∞.

推论 4.2 P(Xσ,q > 0) = 1, ∀σ ∈ 4∗.

证明: 因为 ∀σ ∈ 4∗, Xσ,q是鞅 (Zσ,q,n,F|σ|+n)n≥m的右闭元, 所以有E(Xσ,q) =
E(Zσ,q,β,m) > 0, 从而有P(Xσ,q > 0) > 0. 考虑σ-代数Fn

n = σ{pη, Lη : η ∈ 4n}, Fn =
σ{pη, Lη : η ∈ 4∗, |η| ≥ n}, n ∈ N. 因为{Fn

n}是独立的, 利用随机变量Xσ,q的结构

知, ∀σ ∈ 4∗, 事件{Xσ,q > 0}属于尾σ-代数Fn, ∀n > 0, 从而由Kolmogorov’s 0-1律知
P(Xσ,q > 0) = 1. ¤

以下记4(n) :=
n⋃

t=1
4t, 4(n)

0 :=
n⋃

t=0
4t.

引理 4.4 若|σ| = k ≥ m− 1, 且σk−m+2 = x1, · · · , σk = xm−1, 则∀n ∈ N, 随机向
量(pσ,ηLσ,η; η ∈ 4(n))与(px1,··· ,xm−1,ηLx1,··· ,xm−1,η; η ∈ 4(n))同分布.

证明: 欲证结论成立, 只需证明对任何的Borel集族(Bη : η ∈ 4(n)), 有

P(pσ,ηLσ,η ∈ Bη : η ∈ 4(n)) = P(px1,··· ,xm−1,ηLx1,··· ,xm−1,η ∈ Bη : η ∈ 4(n)).

事实上

P(pσ,ηLσ,η ∈ Bη : η ∈ 4(n))

= P(pσ,η,xLσ,η,x ∈ Bη,x : η ∈ 4(n−1)
0 , x ∈ 4)

=
∏

η∈4(n−1)
0

P(pσ,η,xLσ,η,x ∈ Bη,x : x ∈ 4)

=
∏

η∈4(n−1)
0

P(px1,··· ,xm−1,η,xLx1,··· ,xm−1,η,x ∈ Bη,x : x ∈ 4)

= P(px1,··· ,xm−1,η,xLx1,··· ,xm−1,η,x ∈ Bη,x : η ∈ 4(n−1)
0 , x ∈ 4)

= P(px1,··· ,xm−1,ηLx1,··· ,xm−1,η ∈ Bη : η ∈ 4(n)). ¤
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引理 4.5 若|σ| = k ≥ m− 1,且σk−m+2 = x1, · · · , σk = xm−1,则Xσ,q与Xx1,··· ,xm−1

同分布.

证明: 易知S
(x1,··· ,xm−1)
σ,q,β,n =

∑
η∈4n−m+1

n∏
t=1

pq
σ,(η,x1,··· ,xm−1)|tL

β
σ,(η,x1,··· ,xm−1)|t, n ≥ m− 1.

由引理4.4知S
(x1,··· ,xm−1)
σ,q,β,n 与S

(x1,··· ,xm−1)
x1,··· ,xm−1,q,β,n同分布,从而Zσ,q,β,n与Zx1,··· ,xm−1,q,β,n同分布,又

由Xσ,q = lim
n→∞Zσ,q,β,n即知Xσ,q与Xx1,··· ,xm−1同分布. ¤

4.1 Kα(ω)的Hausdorff维数的下界及主要结果

考虑集类

C := {Cn(σ) : n ∈ N, σ ∈ 4N} ∪ {∅},

则易见C是一个半环, 令A = σ(C).
定理 4.2 设µω是C上的集函数, 满足

(1) µω(∅) = 0;

(2) µω(Cn(σ)) = P q
σ lβσXσ,q, ∀Cn(σ) ∈ C, 则µω是A上的有限测度, 且µω(4N) = Xq,

a.s. ω.

证明: 设{Ai} ⊂ C, Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j,
∞⋃
i=1

Ai ∈ C. 由于∀Cn(σ) ∈ C, 有Cn(σ) =
⋃

η∈4k

Cn+k((σ, η)), ∀ k ∈ N. 表明可把低阶柱集表示成高阶的柱集之并, 故不妨设诸Ai同阶

的. 因为
∞⋃
i=1

Ai ∈ C, 故存在n0及σ ∈ 4n0 , 使得Cn0(σ) =
∞⋃
i=1

Ai ∈ C, 于是可设Ai是n0 + m0

阶的, 又由于对给定的k表达式Cn(σ) =
⋃

η∈4k

Cn+k((σ, η))是唯一的, 因此

µω

( ∞⋃
i=1

Ai

)
= µω(Cn0(σ)) = P q

σ lβσXσ,q =
∑

η∈4mo

P q
σ,ηl

β
σ,ηXσ,η,q

=
∑

η∈4mo

µω(Cn0+m0((σ, η))) =
∞∑
i=1

µω(Ai),

从而µω是C上的测度; 再利用Carathéodory 测度扩张定理知µω可扩张成A的测度且唯一,
仍记作µω, 且µω(4N) =

∑
σ∈4n

µω(Cn(σ)) =
∑

σ∈4n

P q
σ lβσXσ,q = Xq < +∞, a.s. ω. ¤

设µ为A的有限测度, 称

dB,µ(ξ) = lim
r→0

log µ(B(ξ, r))
log r

, dC,µ(ξ) = lim
n→∞

log µ(Cn(ξ))
log(l[ξ|n])

(4.13)

分别为测度µ在点ξ ∈ 4N的球态下局部维数与柱态下局部维数. 显然上述定义对刚引入的
µω也适用.

引理 4.6[1] 如果条件(4)、(5)成立, 则有dB,µ(ξ) ≥ dC,µ(ξ), ξ ∈ 4N.
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引理 4.7[1] 设µ为A上的有限测度, 如果µ(F ) > 0, 且在F上dB,µ(ξ) ≥ s, 则dimH(F )
≥ s.

定理 4.3 P(dC,µω
(π) ≥ f(q)) = 1, ∀π ∈ Kα(ω).

证明: 利用推论4.1知∀ t > 0, E(Xt
σ,q) < +∞. 现固定c > 0, 因为Pσlσ与Xσ是独立的,

所以∀β < β, 有

P(P q
σ lβσXσ,q > cP q

σ lβσ) ≤ E(l(β−β)t
σ )E(Xt

σ,q)
ct

≤ M

ct
E(l(β−β)t

σ ),

其中M = max
x1,··· ,xm−1∈4

E(Xt
x1,··· ,xm−1,q) < +∞. 注意到Zq,β,n =

∑
σ∈4n

P q
σ lβσ , 于是对某常数

b > 0, 有Zq,β,n ≤ bρn(q, β)Zq,β,n, 从而

∑
σ∈4n

P(P q
σ lβσXσ,q > cP q

σ lβσ) ≤ ∑
σ∈4n

M

ct
E(l(β−β)t

σ ) =
M

ct
E(Z0,(β−β)t,n)

≤ Mb

ct
ρn(0, (β − β)t)E(Z0,(β−β)t,n).

今选择t0使得ρ(0, (β − β)t0) < 1, 则有

∞∑
n=0

P(∃σ ∈ 4n : P q
σ lβσXσ,q > cP q

σ lβσ) =
∞∑

n=0

∑
σ∈4n

P(P q
σ lβσXσ,q > cP q

σ lβσ)

≤ Mb

ct
E(Z0,(β−β)t,n)

∞∑
n=0

ρn(0, (β − β)t0)

< +∞.

利用Borel-Cantelli引理, 知

P
( ∞⋃

k=1

∞⋂
n=k

{∀σ ∈ 4n : P q
σ lβσXσ,q ≤ cP q

σ lβσ}
)

= 1.

注意到∀π ∈ Kα(ω), π|n ∈ 4n, 于是有

P({ω : ∃n0,∀n ≥ n0,∀π ∈ Kα(ω), P q
π|nlβπ|nXπ|n,q ≤ kP q

π|nlβπ|n}) = 1.

故可以取定ω, 使得
P q

π|nlβπ|nXπ|n,q ≤ kP q
π|nlβπ|n,

再注意到由于0 < lπ|n(ω) < 1知log lπ|n(ω) < 0, 于是

log(P q
π|nlβπ|nXπ|n,q)

log lπ|n
≥

log(kP q
π|nlβπ|n)

log lπ|n
.

进而据定理4.2 (2), 有

log(µω(cn(π)))
log lπ|n

≥ log k

log lπ|n
+ q

log Pπ|n
log lπ|n

+ β, ∀β < β,
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令n →∞, 由(4.13), 得
dC,µ(π) ≥ qα + β, ∀β < β,

从而

dC,µ(π) ≥ qα(q) + β(q) = f(q). ¤

下面给出本文的主要结果.

定理 4.4 设第一章假设中条件(3)、(4)、(5)成立, 则

P(dimH Kα(q) = f(q)) = 1.

证明: 记λk = ρ ◦ g−1
ω , 则λk是K(ω)上的一个度量. 当条件(3)成立时, gω : 4N 7−→

K(ω)是一个一一等距映射, 于是有dimH(Kα(ω)) = dimH(Kα(ω)). 由定理4.3知

dC,µω
(π) ≥ f(q), a.s. ω, ∀π ∈ Kα(ω),

运用引理4.6有dB,µω
(π) ≥ dC,µω

(π), 于是

dB,µ(π) ≥ f(q), a.s. ω, ∀π ∈ Kα(ω),

再运用引理4.7有
dimH(Kα(ω)) ≥ f(q), a.s. ω,

结合第三章定理3.1 P(dimHKα(q) ≤ f(q)) = 1, 立得P(dimHKα(q) = f(q)) = 1. 定理证毕.
¤
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Mutlifractal Decomposition of Random Fractal

with Finite Memory
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The Hausdorff dimension about random fractal sets with finite memory has been studied by Dryakhlov

and Tempelman. In this paper, the multifractal decomposition of random fractal sets with finite memory

is researched and under some certain conditions the Hausdorff dimension expression of the multifractal

decomposition set Kα(ω) for random fractal set with finite memory is given.

Keywords: Random fractal with finite memory, multifractal decomposition, Perron-Frobenius the-

orem, martingale, local dimension.
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