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摘 要

本文提出了满意正交表的概念
，

并且利用正交表和投影矩阵的正交分解之间的关系给出了满意正交表的一种判

别方法
�

关 键 词
�
满意正交表

，

投影矩阵
�

学 科 分 类 号
� �������

号�
�

引 言

在正交表的构造过程中
，

人们关心的是如何构造出列数最多的正交表
�

也就是说
，

对于一个给定的试验

次数 � ，

如果定义最满意正交表如下
�

定义 � 一个正交表 �。
�讨

‘ …讨
·

�加果对于某一 州
�三 ‘ 三门

，

不存在正交表 �。
�讨

‘ …对…讨
·

�使得
劣 � �‘

，

则称正交表
‘

�。
�讨

‘ …对
·

�关于水平 �‘ 是满意的
�

如果正交表 �。
�讨

‘ …对
·

�关于水平 ��
，… ，

�
二

都

是满意的
，

并且不存在正交表 �。
�即全

‘ …讨
·

�伽尹�
�，… ，

�
，

�
，

则称正交表 �。
�讨

， …讨
·

�为最满意的正交表
�

那么人们最关心的是如何构造出最满意的正交表
�

但是直接构造最满意正交表是一个非常困难的问题
�

即使判别一个正交表是不是最满意的正交表也是不容易的
，

甚至有些类型正交表的存在性到 目前为止还是一

个未解决的数学问题
�

本文提出了满意正交表的概念
，

并且利用正交表和投影矩阵的正交分解之间的关系给出了满意正交表的

一种判别方法
�

作为这种方法的应用
，

我们证明了文 【��的正交表均为满意正交表
�

如果没有特别指出
，

本文

正交表均指强度为 �的正交表
，

符号请参考文 【�，
��

�

号�
�

基本概念和主要结果

我们首先给出有关的概念
�

定义 � 正交表 �。
�讨

， …讨
·

�称为满意的正交表
，

如果不存在正交表 ��包括单列正交表�使得 ��
。

…讨
�

�
，
��构成正交表

�

定义 � 令 � 是一个强度为 �的正交表
，

即

� � �
��，… ，�讯�� ��

�
��

�� ⑧�����
，… ，

几��
�二 。 ��。 ���

，

勺马 � � ，

又�‘ 二 �
，… ，

间 是置换阵
，

则称投影矩阵 凡�只
， ‘ ，，

�叮 为 � 的第 �列 �� 的矩阵象
，

记为
�

口

‘九，么去��

�诗
‘，�

、

。 ����
·

并且定义 � 的矩阵象为 � 的各列的矩阵象之和
�

让 ���� ��
，… ，� 一 ���

，
�
�

是 �的
� � �维列向量

，

几 是
�
阶单位阵

，

则

。 ��
，

�� 只
，

���
�
��� 介

，

�
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这里 只 � ���劝�
，
�万

，

并且 升 二 几 一 只
�

下面我们给出判定满意正交表的充分必要条件
�

定理 � 正交表 �。
�讨

‘ …讨
·

�为满意的正交表的充分必要条件是矩阵 二 一 二��
。
�讨

， …讨
· ” 不含任何

正交表
�

定理的证明不难从下面引理得出
�

引理 � 对任何置换阵 � 以及正交表 �

������ �
，

��� ��。 ���⑧ 凡���
，

并且 。 ����
�
� ���� ��只 ⑧ 。 �石����

�

引理 � 令 � 是一个强度为 �的正交表
，

即

� � �
��，… ，�二�� ��

�
��

，� 。 �尹���
， ，

二 ，
�。 ��

�， ⑧ ��。 ���
，

其中 勺马 � � ，

又�‘ � �
，… ，

二�是置换阵
�

下列条件是等价的
�

��� � 是一个强度为 �的正交表
�

��� 。 ���是一个投影阵
�

���二�
�‘���

�，�� ��坛并夕�
�

���投影阵 几 能被正交地分解为
�

几 � 。 ����� … � ��
�二�� △ ，

其中矩阵 △ 的秩 ���△�二 。 一 �一 艺炳 一 ��
�

���

引理 � 假定 �和 � 是正交表
，

且 。 �助����二 �
�

则 � 二 ��
，
��也是正交表

�

引理 � 假定 ��
，

��和 � 都是 � 正交表
，

且 ����三。 �动
，

则 ��
，

��也是正交表
�

其中����三。 ���

指的是差矩阵 。 �助 一 饥���是非负定的
�

定理 � 设 夕
，
�为互素的自然数

，
�

，
�全�

， � 为另一自然数
， � ���

�
�

那么投影矩阵 ， ⑧几⑧ 肠 不含任

何 � 次试验的正交表
�

证明
�

假设 ， ⑧ 几 ⑧ 马 含有正交表 �。
�哟��之��

，

则 。 ��。
�司�兰， 。 吞 ⑧ 几

�

根据投影矩阵 几 的如下

正交分解式
�

爪 � 今 � 几 。 马 � 肠
， 。 几 �几 ⑧ 几⑧ 肠 ，

几 二 ， 。 几⑧ 肠 �几 ⑧ 介。 � ， ⑧ ��⑧几
·

可得
，

存在正交表 �。
�沙�的 和 �。

��叨�内
，

由正交表的定义可知
，

应有 沙司�
。 和 �叨司�。

，

即 司�
，

司�
�

这与

�
，
�互素矛盾

�

故 ， 。 吞⑧ ， 不含有正交表
�

�

推论 � 在定理 �的前提下
，

投影矩阵 ， ⑧只 。 马 ，
今 。 介 。 ， ，

介 。 、 ，

凡 。 ， ⑧ 、 ， ， ⑧ 肠 ⑧只 均不

含任何 � 次试验的正交表
�

号�

这一部分我们用例子说明定理 �
，
�

，

推论

例 � 用上述方法判定文 【��中的正交表

定理的应用

�的使用方法
�

场
。��� �脚 为满意的正交表

�
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证明
�

因为文 【��中的正交表 ������ ����是根据 几� 如下正交分解得到的
�

几� � 艺��� ⑧认���� 。 �二 。 �� � �� ⑧ 二 ⑧几���好 。 �黔
玄��

��凡 ⑧叼�凡 。 。 ⑧几��叮 。 句��凡 。 �’��乃 ⑧ 。 。 。 ��盯 。 �’�
� ��石����

·

������ ��� ⑧ ������ ⑧ 飞 ⑧ 几��好 ⑧ ���
�

由推论 �知
�

投影矩阵 ��� ⑧ 几 ⑧几�不含任何 �� 次试验的正交表
�

由定理 �知
�

������ ����为满意的正交

表
�

同理可证文 ��� 中 场
����

·

��
·

��为满意的正交表
�

�

例 � 正交表 场
�
���

·

�“�是最满意的正交表
�

证明
�

因为 几�有如下正交分解
�

几� � 几�⑧ 几 � ���� 几 二 几�� 几 十 几 。 几⑧ 几 � 匆 ⑧ 几 。 几 ，

所以我们得到正交表 场
�
���

·

���
�

������
·

���� �����⑧ ��
，
�。 ⑧ �������

，

其中
�‘

、、���，�
� � �

� � �

︸

��
�了�、、

�

一一
、、
口了��曰

矛�性、

��

由定理 �
，
为 ⑧ 几 。 几 不含任何 �� 次试验的正交表

�

由定理 �知
，

��
�
���

·

���为满意的正交表
�

�

事实上
，

几
�
���

·

�“�也是最满意的正交表
�

因为由正交表的定义知
，

场
����

·

���不可能再添加 �
，
�

，
�

，

�
，

��
，

�� 水平的列
�

另一方面
，

对任一 场����
·

�“�类型的正交表
，

对其实行行变换后
，

总能化成如下形式
�

�����。 ��
，
��� 。 ���

，
�。 。 ��

，
�

，
�

，
����

，

其对应矩阵象为 几� 。 几 �几 。 几⑧ 几 ，

其余项 △ � 飞� 一 伍
�⑧几 � 几 ⑧ 几⑧ 几�� 匆 。 几 ⑧ 几 不含任何正

交表 �包括 �水平的列�
�

所以不存在正交表 ��
�
���

·

�
‘
��
� 全��

�

即��
�
���

·

���为最满意的正交表
�

例 � 文 ��� 中证明了正交表 ��
���� �哟

，

从
。���

·

�，���是奇数�中� 的最大值等于 �
�

类似本文例 �的

证明方法
，

很容易证明上述结论
�

�略�
�

例 � 将 九�
进行如下正交分解

�

几� 二 飞 因 几 十 几 。 介 � 飞 ⑧ ，
�

令 ������� 几
，

得到正交表 ���
��

·

��� ����⑧ ��
，
�� 。 ����

，

此正交表为一满意正交表
，

因为 几 ⑧ 几 不含任何

��次试验的正交表
�

令 几 � ���
�
�����

，

得���正交表 �����
·

���二 ����⑧ �如 �� 。 ��������
，

�
、��尸�

、、，�����，‘矛�
‘

��
、、、户���������������������������������������

�

� � � � � �

� � � � � �

︵
日︸��﹃�上﹃占�

︵

�����
口�����了、、

一一
、，刃矛��

�‘�����

此正交表为一满意的正交表
，

但不是最满意的正交表
�

因为存在正交表

� � � � � � � �

� � � � � � � �

����� � � � � � � � �

� � � � � � � �

� � � � � � �

�︶����
��奋������������了�、、

一一
、、矛夕��‘
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这说明满意的正交表不一定是最满意的正交表
�

然而正如引言中所说
，

判明一个正交表是否最满意的是很困

难的
�

但利用定理 �
，
�判明一个正交表是否满意的有时是很容易的

�

因此
，

利用正交表与投影矩阵的关系构

造一个满意的正交表也是很容易的
�

更重要的是
，

如果对一个确定的实验次数 。 ，

尽可能穷尽地构造出所有

满意的正交表
，

然后在其中找出列数比较多的正交表
，

那么找到的正交表应为最满意的正交表或接近最满意

的
�
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