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摘 要

本文讨论了在多个独立同分布应力作用下的极值型
一
极值型件川�模式结构可靠性估计

，

给

出了分布参数及结构可靠度��� � ��
�

誉瓜 《从�� ��的矩估计
·

极大似然估计及置信下限
·
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�
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，
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红�
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引 言

在结构可靠性分析中
，

应力
一

强度结构模型在几种常见的分布模式下的可靠性估计与设计问

题已有一些文章作了探讨
�

文川
、

���及����解决了在单个应力作用下的几种模式的可靠性估计
，

如

正杏正态
、

指势正态
、

正态极值
�型

、

极值�型极值�型等模型
�

文���探讨了多个独立同分布

应力作用下的极值 �型
一

正态模式的结构可靠性估计问题
�

本文将探讨在多个独立同分布应力作

用下的极值型
�

极值型 �包括 �
、 “ 、

川 型�模式的应力
一

强度结构可靠性模型
�

得到了在应力已知而

强度参数不全或全部未知时可靠度 �
，

的矩估计
，

���及置信下限
�

壮
�

极值�型
一
极值�型结构可靠度几

�

的表达式

首先给出以下定义和引理
�

定义 � 若随机变量 �
、
�

、
�的分布函数分别为

、�声、了��、产��且��臼心�
了，�、了‘�、了‘�、

���
�
��

��一��一
。 一�二一 。 ��月

刃�

一�� � � � ���
，

�一�� � 。 � ���
，

口� ��
�

一
、

��一�一
‘
�

户、��万�� 吃 �

��
，

夕全 。 ，

夕 � ��
��
‘ � �

， ，，‘ � ��

���一� �
���〕�一�

�
，

山 一 之
、 �

—�
�，

留 一 �

一�� � �
三甲

，

之 � 公
�

��� � �
�

� � 叫

其中 。 ，

风补
， 。 ��

，
�分别是三种分布中的参数

、

留 为固定常数
�

则称 �
，
�

，
�是分别服从极值�型

�

极

值��型
�

极值 ���型分布的随机变量
�

引理 � 设 � 一 凡�
二
�

， 、厂 � 凡，�。�
，

� � ��，，
�
�
�

，

则

������
�
�� 凡

��，�� ���凡，
�刀�� ��，，�

�
�� ������

�，�
�
�� 玛�

�，
�

·
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证明 ��� 令
二 � ��，，�，� ��

，
�‘ � 。 “ ， ��� �阴

，

则

����，�…��“ 一
彗
，，·，一

��一�
共
�
�‘”卜 ����一

。 口 �� 凡�
二
�

�

���

��� 令 �� 刁 一 之 ，
�‘ � 臼 一 �

， 了” � 一�
， 则当 ，七�

，

即留 之，时

凡��，��
。 �����一丝�

，矛�

�
�

山 一 今
、 � 、 ， ，

公 一 �
、 。 、

� ���八一�—�一
‘’

全� �����卜—�
尸

��
‘ 一 � 留 一 �

��，，�
�
�
，

�
� 三 。 � ���

由定义
，

当，� �时
，

��，�刃 二 �
，

由 �二 ‘ 一 之 ，

即有
� � 。 时 �����约二 ��

��� 由���
，

���
，

结论���显然成立
�

此引理表明
，

对极值型
�

极值型分布的结构可靠性分析模型
，

考虑其中任一型式的极值分布
，

再经适当的变换则可分析其余类型的极值分布
�

下面我们主耍研讨极值�型
一

极值�型模式下的结

构可靠性分析
�

引理 � 若 �� �个随机变量 ��
，

决
，… ，

从
，
�相互独立

，

则

���
� � �

，

丛 � �
，

一 凡 � ��� ��摺慧�从�
� ��

·

���

此结论是显然的
�

引理 � 设万�
，… ，

决
，
�相互独立且服从同一极值 �型分布 ���。

，

���
，

则最大值变量� 二

�
翌墩�从�服从极值�型分布���“ � 口�

，，“ ，

口��一�� � 。 � ���
，

口� ��
·

证明

����’��� � 二
�� ���

�� 二 ，

决 � 二 ，… ，

凡 � 二
�� �� ��从 � 二�

之 �� 口

· ‘ 二�‘一

寻
，� 二�‘一‘·’。 “

一丁
，，� 二�‘一

二 一 �。 � 口�
����

口 �
，

���

对 抢个应力杭力为极值�型
一

极值�型模式
，

结构可靠度�，
有以下结果

�

定理 �

���，�。 �
，

伪�

设随机变量�
�，

决
，…… ，

乓
，
�相互独立

，

从 � ���粼 。 ，，

口，��‘ 二 �
，… ，

��
，
� �

又 凡恤�二
。 一 ’ 一 ’

为标准极值分布函数
，

则

�
，
� ����’ � � �

，

决 � �
，…

，

凡 � ��� ����
����一

�

热� � 。 �一 �。
�� 口��

�，��

口� ���

其中 〔�����哟】为标准极值分布变量 �的函数抓��的数学期望
�

证明 记标准极值变量 �的分布密度为

���
�‘��

，
���

。 一 ’‘ ���〕�一
。 一 ’ ‘

�
�

���

由引理�
、

引理�的结果
，

我们有

，�
一

���芯�从�
� ��一

左
。 。 、 ‘ �

�
·�。 ��，�，��‘ ，。�“ 。 �·�。 �

，

��

一

�一
，��一

〔一�。 ��” � ，，� 。 ，，‘” �

�、 一��一
‘

一
，‘” ·

�



�
‘ “

一�一
〔”一 ‘ 。

一 ‘一 �” � ，，】 公、，‘” �

�、 二�
�
�
一

� 令 三二卫兰 二 ，‘

厂�

儿���
�、 � 一 �

，、 �� 月��
����

� 〔 名，

�
。 ��、弋一

。 口， ��

定理 � 设 ��’ ，， · ·

…。 ，

几相互独立
，

从 � ��，�，�，
��， 。 �，���� 一

，

…
，
��

，
尺 � ��一�，��‘�

， ，，���
，

则

�
�

� �，���
��一
小

。 一��”
‘ ’
�”

‘·
��� ” 、��‘一�，

‘ 】
�一

’
�‘ ����

�

证明 由引理 �知 ��扣
�

�� ����。�
，

而且 一“ � �“ · ， ，，‘� � ��从 ��� 一
，
��

�

再由定理 �

则易知����式成立
�

定理 � 设 ��’ �，

…
，

从
，
�相互独立

，

从 � �����
��，�，，，��

，
丘 � 玛��

仁 乍�
，
���

，

则节 三

�
，
��时

����

的结果
，

一��，
�
�，

、��‘，�一、�涅二竺一
�
�七��

�》
，
� ����

��一，�一
� 公 一 ��

证明 由引理 �知 ��’��劝 � ����习
，

而且 ‘ 一 节 � 产
· ，
一�‘ �

�』
�

��口
�
���

目 ���

����

，

��
�

则在 �‘ � 、 ���

，
��时

，

由定理 �易验证�川成立
�

娜
�

结构可靠度�
，

的点估计

在极值 �型
一
极值 �型模型下

，

我们讨论应力参数 。 �，，��，已知而强度参数 。 �，

伪一个未知或全部

未知时
，

可靠度 护
，

的点估计
�

设强度 �的�
，

�
，
�样木为�

，，

��
，…

，

�，� �

记

了 ·

去睿戈 碳 ·

去睿
从 一

二
，

嗽一击卦
戈 一 了�

’

于是有

定理 � 多个独立同分布应力作用下的极值 �型
一
极值 �型模式在参数 。 �，

口，已知而参数 。 �，

八

未知时
，

结构可靠度尹
，

的点估计为
�

���矩估计

�，�一 �
�
��

·

更了� � 一 �，
�
��

， 、 ，
一 ，一 。 ，一 八����走

歹
�

� 〔���
���一�笼一

。
口� ��

，

����

其中�， 二 �
�

�����为欧拉常数��范二 ���而 � �
�

�����
�

���几���

�
�

当伪 已知而
‘ ，�未知数时

�九��� 八� 一 �。 ��口，��，��

户
�

� �凡
，

�
���一��一

〔 ·

口，
��

，

���，�

其中几

�
�

� 一、 ，��
去
���

，�

一
‘二

当 。 �已知而应 未知时

�几�
，，‘� ��之�� 。，� 一 �

‘ 、 ，� �少�������

户
�

� 〔凡�
��。 �一

。 口，
��

，

����



其中风�
。 ����是儿 的盯 �刀通过 川 � �次迭代得到的估计

，

即

应�，，��飞�
� 了 一 生党

二‘ 。 一��

一
，‘声

·�·，

矛二 �

�
，，，� �

，
�

，
�

，… �，

����

选���� 生
�了 一 ‘ 、 ，、

〔�
、

�
�

当 。 �，

热均未知时

口�。
，，‘���之�� 舀� 一 �。 �� 口、 �

�、 充�

元 � �几�
����一

亡 口� �����月

其中 八�二
一几�

��

�
去��址

�‘ 万
，

�凡�
，

而迅及几
�
，，�� ��由以下迭代式确定

�

� 尤、 。 一��
·

�，��

�川� 一�� � 一
云� �
，�����，，�������一一

�
，��，�，

，

一
�
，，‘ � �

， �
，…�，︷

几

艺
。 一 �

·

�尸
��� 》

‘� �
����

几�。 ��
再

，

—勺 ” 一 �
·

万

证明 ���由极值分布易求得����� 二 ��’ �口� � 。 �，

侧��� � ���
�
口
�

广
�

由矩法
，

令�
��了� � 。 � �

了
，

�〔几伪�� 二 嵘
� �
得到 。 �，

热的点估计为

八� 二 了 一 ��几二 了 一
〔几一 ，
�

〔，’�
从

�一 ‘ 应 二 从
、 一 ，
�〔几 ����

将����式代人���即得到可靠度 �，
的矩估计式����

�

��� 令

�一珑、

��。 �
，

热�� ����
二 ‘�。 �，

伪�� ��
����一

注� � ���

公 ‘’ 一 介� 、 『

一下丁�少
��，，飞一 ‘，

念‘ 一 ‘��

应 �

�����一 艺
注二�

矛成

醋 户
�

·

珑

��一��一 �
。

云二 �

��一 ‘ ，�

应 �，

则

��，��
〔 、� 热�二 一

，��热 一

睿
‘
气业 �

一‘一生元竺�，
·

解似然方程

����

”
�器
��些竺
叹 亡�伪

� 一

全�
一

李
泣二 � 尸�

� 二�
�‘一‘
气竺�‘应，，· ” ，

亡�海
一 艺�一
百二 �

劣�一 ���
�

盆，‘ 一 〔，�

�
�代���一 十 �一，下产一 ���城 一
口应 户主

�
’

‘ ��，

应
� �

，”
一儿

一一一

得以下结果
�

�
�

当热 已知时
， 。 、 �

的� ��由�����为

����介� 二

一伪 �，��生全
。 一 ‘ ·‘” ��

·

‘二 �

��



因此
，

�

在热 已知而 。 �未知时
，
�，

，

的盯乙�由���及 ����即可得式����
�

当 。 �已知时
，

儿的���可由����及 ����解出
�

从
了 一

鑫睿���
一��一

“ ·

���
����

对����式
，

按以下迭代法求风估计

风�
” �
一�· 了 一

六睿
�‘一 ‘�
一

，‘凡《
一 �一

�
， ‘ ，
�

，…
����

这里初值风���可取矩估计

几�
���

击
�了一�

·

����

于是
，

在 。 �已知几 未知时
，

�
�

当 。 �，

伪均未知时
，

�
�

的�乙�由��的给出
�

由����则有

“ �
一沁代去身

一 ‘ 、‘凡�
，

����

其中几由���������可表为

艺 �‘ 。 一� ·

�口�

热 二 � 一 ����
�一�

�

�口
，

习一
�

艺���

而且几通过迭代解出
，

即

几�
。 ‘�，�� � 一

艺 �‘ 。 一 � ‘�口
�‘。 ，

�二 �

艺
。 一�

·

�口
��。 》

�，�� �
，
�
，
�

，

����

初值取为

几����
��’，卜 �

了石

〔，’� 万
��’�‘ 一 �，

����

由����� ����的结果即可得式����
�

按三种极值分布的关系及定理�关于极值 �型的有关结果
，

可类似研讨极值 ��型
，

川型的可

靠度�
，

的点估计及� ��
，

本文不再赘述
�

料
�

结构可靠度�，
�

的置信下限

对极值 �型
一
极值 �型这种多个应力作用下的结构可靠度模型

，

在应力参数 。 �，

口，已知而抗力

参数 。 �，

风 中一个或两个未知时
，

可靠度 �，
的置信下限的估计有以下研究结果

�

定理 � 在多个独立同分布应力作用下的极值 �型�
极值 �型结构可靠性模型中

，

当



。 ，，

口�
， 。 �已知而珑 未知时

，
尹

。

的置信水平为 �一 ���� � � ��的近似置信下限为

�
��

�
�� � � ���’‘����，�一 〔巴

�华
� 。 � 。 � 一 “ ，一 口���，�

口� �“
。

��“
， ， 、 ‘ �

一
��

了。 、，‘，��，，‘一 ‘

�口
�� � 介� 一 。 �一 尽一����

口� ��
。 ，

����

其中������如定理 �所示
，

如
，
及饰

�

是未知参数 伪 的置信水平为 �一 �的置信区间�如
� ，

怖
�

�的

置信下限和置信上限
�

�
�

� �，

口，
，

几 已知而 。 �未知

� ��‘
， ， 、 。 �

�
· ‘ � ��、 ‘ “ “’ ‘，��，，‘一 “

口�
。 � ��

� 一 。 ，一 口��
���

口� ��
。 ，

��玉��

其中�
。 ，
是未知参数 。 �的置信水平为 �一 �的置信下限

�

证明 �
�

由定理 �
，

将���式写成

��
， ， 、 � ‘ �

不，
·
� � ��‘’ ‘����，飞一 ‘

�

几
，‘ � 。 � 一 。 �一 尽，��一�

口， ��
，‘

口�，‘ � 。 �一 。 、 �一 尽��
���

��闪 一

� � �‘ � 、 、
�

， 、
� ，

汀一 �
，
�
，，

，��
��、 “ ，盯‘ ��一 �

’ ‘ ’ ‘ ’ “

显然
，

上式右边两项分别为热 的递减和递增函数
，

记为护��八�
，
���儿�

�

令�与
、 ，

���
�

�为尽
�的置信

水平为 �一 �的区间估计
，

则由 ���
， � ���之抽

�

�� 脚�如
�

��全 ��如
�

三热 三饰
�

�二 �一 �
，

可见��

的置信水平是 �一 ，的近似置信下限为

��
� ‘ ，

一

瓦
· 二 ” ，

�‘，·
�� ” ，�“ ”

·
�����

、 ���“ �” ���一�

饰
�，‘ � 。 �一 。 �一 口

��，，�

口， ��
，‘

�

关
、
���

，‘
�
��一��一

�

�口
� “ � 。 �一 。

一 口一��
、 无

口，
��

，‘

�
�

由定理 �的���式
，

��玉��式是显然的
�

当 。 �，

风均未知时
，
护

，

的区间估计的精确表达式在抗力及应力为一般分布情况下不易得到
，

但有以下近似公式
�

定理 � 在多个独立同分布应力作用下的极值 �型
一

极值 了型结构可靠性模型中
，

若 。 ，，

口，已

知而 。 �，

几未知
，

则�
�

的置信水平为 �一 �的近似置信下限为

一�� �

元
‘ 二 〔���

����一
。

�‘ 一 �了�

〔几 一斋
·卜

一
” � ’�� ‘ ’‘” �

��
，

�����

其中
， ��一，

是 ���
，

��分布的 �一 �分位数
�

证明
�
由定理�已知 ��卿 � ��热 � 。 �，

侧卿 � ��几伪�“
�

由于 �的样本均值了及样本方

差 嗽
一 �
分别是 �，’ ，儿 � 。 �及 ���热�“ 的矩估计同时也是 ����

，

而 从
�一 �
是伪几 的矩估计

，

从而

是�，’ �月�的强相合估计
，

故对充分大的
，‘
可取��’�‘ 一 ，二 〔飞儿

�



因了依分布收敛于
、���’ ，内 � ‘、 �，

些些兰 而

应
，‘ � ‘，� � 逸�
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