
  

具有随机投资收益过程的风险模型有限时间破产

概率的一致渐近估计 *

程　铭　 　王定成⋆

电子科技大学数学科学学院, 成都, 611731

摘　要:　本文考虑一类利用 càdlàg 过程刻画保险盈余的随机投资收益, 并利用二元上尾独立刻画保

险索赔额之间相依结构的保险风险模型. 一方面, 本文提出条件 (6), 在此条件下得到该风险模型有限

时间破产概率的一致渐近估计式. 另一方面, 考虑到条件 (6) 的普适性, 本文发现很多重要的随机过程

都满足条件 (6), 如 Lévy 过程, Vasicek 模型, Cox-Ingersoll-Ross (CIR) 模型和 Heston 模型.
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1　 引言

{ξ(t), t ⩾ 0}
ξ(0) = 0 x c > 0 t

聚合风险模型是重要的保险风险模型, 而破产概率是度量保险公司风险的一种重要方

法, 故研究保险公司聚合风险模型的破产概率问题具有重要的学术价值. 同时, 保险公司的

资产收益对其破产概率有极大影响, 但考虑资产收益的风险模型的破产概率的研究会变得

非常复杂. 因此, 一些学者就保险公司资产投资收益率固定不变的情形展开研究, 得到常数

利息力风险模型中破产概率的一致渐近估计[1,2]. 但保险公司的资产收益率不可能是固定不

变的, 即使其在债券市场进行投资, 其收益率也是变化的. 故学者们进一步探讨由几何

Lévy 过程描述投资收益过程的风险模型破产概率的一致渐近分析[3–6]. 但在金融活动日益

频繁的今天, 保险公司通常会将投资组合的一部分资产购买可能获得较高回报的风险资产.

因此, 保险公司资产收益率具有不确定性与风险性. 而且, 在风险模型中, 描述投资收益过

程的随机过程的选择会不可避免地导致对破产概率的过低估计或过高估计. 为了解决这一

问题, 本文假设投资收益过程是一个 càdlàg 过程, 即令 càdlàg 过程  表示投资

收益过程, 其中 . 令  表示保险公司的初始资本, 常数  表示保费率. 则截止 
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{Ut, t ⩾ 0}时刻的盈余过程  为

Ut = eξ(t)
(
x+ c

∫ t

0

e−ξ(s)ds−
Nt∑
i=1

Xie−ξ(τi)

)
, t > 0, (1)

{Xi, i ⩾ 1} {θi, i ⩾ 1}
τn =

∑n

i=1
θi n ⩾ 1 Nt =

∑∞
n=1

I[τn⩽t]

IE E Nt λ(t)

其中  表示该保险公司的索赔额序列, 索赔到达时间间隔  是独立同分

布的随机变量, 于是索赔额到达时间 , , 构成更新过程 ,

其中  是事件  的示性函数. 记  的更新函数为 .

所谓有限时间破产概率, 就是保险公司净资产在未来一段时间变为负债时的概率, 即

Ψ(x, t) = P (Tmax ⩽ t | U0 = x) , 0 < t < ∞,

Tmax = inf {t > 0 : Ut < 0} inf ∅ = ∞其中  表示破产时间, 约定 .

{Xi, i ⩾ 1} F

{Xi, i ⩾ 1} {Xi, i ⩾ 1}
i, j ⩾ 1 i ̸= j

假定保险索赔额  为正随机序列并且具有共同的分布函数 . 进一步, 本文

假定索赔额序列  是二元上尾独立的. 事实上, 随机序列  被称为二元

上尾独立, 如果对所有整数 , ,

lim
x→∞

P(Xi > x, Xj > x)

P(Xk > x)
= 0, k = i, j. (2)

{Xi, i ⩾ 1} {θi, i ⩾ 1} {ξ(t), t ⩾ 0}另外, 本文亦假设 ,  和  独立. 本文针对模型 (1) 提出条件

(6).  且我们发现很多重要的随机过程都满足条件 (6),  如 Lévy 过程、Vasicek 模型、

CIR 模型和 Heston 模型. 并且在该条件成立的情形下, 本文建立了模型 (1) 有限时间破产

概率的一致渐近估计式.

本文的行文组织架构如下: 第 2 节介绍了一些预备知识, 并呈现了本文的主要结果;

第 3 节展示了满足条件 (6) 的随机过程作为示例; 在第 4 节中给出了数值模拟; 第 5 节给

出了主要结果的证明.

2　 预备知识和主要结果

C

f(·, ·) g(·, ·)
在本文,  总是代表一个正常数, 且在不同的地方其数值可能不同. 对两个不同的正函

数  和  来说,

l1 = lim inf
x→∞

inf
t∈E ̸=∅

f(x, t)

g(x, t)
⩽ lim sup

x→∞
sup

t∈E ̸=∅

f(x, t)

g(x, t)
= l2.

l1 = l2 = 1 f(x, t) ∼ g(x, t) t ∈ E 0 < l1 ⩽ l2 < ∞
f(x, t) ≍ g(x, t) t ∈ E x → ∞

a b a ∨ b = max{a, b} a ∧ b = min{a, b}

如果 , 则称  在  是一致成立的. 如果 , 则称

 在  是一致成立的. 除非特殊说明, 极限关系皆为  时的极限关

系. 对于实数  和 , 记 , .

t

正则变化族是一类重要的重尾分布族,  它包含很多常见分布 ,  比如 Pareto 分布 ,

Burr 分布 , log-gamma 分布和   分布 . 本节首先回顾具有正则变化尾的分布的定义及
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性质.

R F F (x) = 1− F (x) > 0

x ⩾ 0 α > 0

定义 1　称  上的分布  具有正则变化的尾部, 如果  对所有

 成立, 并且存在常数  使得

lim
x→∞

F (xy)

F (x)
= y−α

y > 0 F ∈ R−α对任意  成立. 记作 .

F ∈ R−α p > α Cp

Dp

如果分布 , 根据文献 [7] 中命题 2.2.1, 对任意固定实数 , 存在正常数 

和  使得不等式

F (y)

F (x)
⩽ Cp

(
x

y

)p

(3)

x ⩾ y ⩾ Dp y对所有  一致成立. 在不等式 (3) 中固定变量  可得

x−p = o(F (x)). (4)

X Y X F ∈ R−α

δ > 0 α < p < ∞ Y δ C > 0

假定  和  为独立非负随机变量并设  的分布函数 , 则根据文献 [8] 引理

3.2 可得, 对任意的  和 , 存在与随机变量  和实数  无关的常数  使

得不等式

P (XY > δx|Y ) ⩽ CF (x) (δ−pY pI[Y ⩾δ] + I[Y <δ]) (5)

x Λ 0 < λ(t) < ∞ t t = inf{t : P (τ1 ⩽ t) > 0}对充分大的  成立. 令  表示满足  的  的集合, 且 ,

于是

Λ =

{
[t,∞] 若P(τ1 = t) > 0,

(t,∞] 若P(τ1 = t) = 0.

T ∈ Λ ΛT = (0, T ] ∩ Λ对所有的 , 简记为 .

现在陈述本文的主要结果.

{Xi, i ⩾ 1} F ∈ R−α

{Xi, i ⩾ 1} t ∈ ΛT κ > α q > 0

定理 1　考虑风险模型 (1),  假定索赔额   的共同分布  ,  并且

 是二元上尾独立的随机序列. 对 , 如果存在常数  和  使得

sup
s∈(0,t]

Ee−κξ(s) < H, sup
s∈(0,t]

P(ξ(s) > A) < 1 和 E
{∫ t

0

e−ξ(s)ds
}q

< ∞ (6)

H > 0 A > 0对充分大的  和  成立, 则

Ψ(x, t) ∼ F (x)

∫ t

0

Ee−αξ(s)dλ(s) (7)

t ∈ ΛT对  一致成立.
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Ψ(x, t)

注记 1　将模型 (1) 中索赔额的共同分布由正则分布推广至更一般的重尾分布 (例如,

扩展正则变化分布族) 是可行的, 但其证明与本文的证明类似, 所以本文不追求这一无本质

区别的推广. 本文力求证明条件 (6) 能够保证有限时间破产概率的一致渐近估计式成立.

事实上, 很多重要的随机过程 (见第 3 节) 都满足条件 (6). 其实, 条件 (6) 的第三项只在证

明  的渐近下界中起作用, 见不等式 (22), 但其在考虑投资收益风险模型的破产概率

的一致性证明中是必需的, 见文献 [5,6].

3　 一些例子

3.1　 Lévy 模型

{ξ(t), t ⩾ 0} ϕ(s) = logEe−sξ(1) s ∈ (−∞,

∞) ϕ(s) Ee−sξ(t) = etϕ(s) < ∞ κ1 > α

ϕ(κ1) < 0 q = κ1

令  是 Lévy 过程 ,  定义其 Laplace 指数为  , 

. 若   有限 , 则  . 正如 Tang 等 [6] 所考虑的 , 当   时假定

 成立. 在式 (6) 取 , 由文献 [6] 中引理 4.6 得

E
(∫ t

0

e−ξ(s)ds
)κ1

< E
(∫ ∞

0

e−ξ(s)ds
)κ1

< ∞

t ∈ ΛT t ∈ ΛT ϕ(κ1) < 0

H1 > 0

对任意  成立. 接下来我们只需验证条件 (6) 的前两项对  成立. 由 

知, 存在  使得

sup
s∈(0,t]

Ee−κ1ξ(s) = sup
s∈(0,t]

esϕ(κ1) < H1.

t ∈ ΛT u > u0 > 0对任意  成立. 另外, 对 , 根据文献 [9] 中 的引理可以得到

P
(

sup
0⩽s⩽T

ξ(s) > u

)
P
(

inf
0⩽s⩽T

ξ(s) > −u0

)
⩽ P (ξ(T ) > u− u0) .

u0 P (inf0⩽s⩽T ξ(s) > −u0) > 0于是取足够大的 , 满足 , 则

sup
0<s⩽t

P (ξ(s) > u) ⩽ P
(

sup
0⩽s⩽T

ξ(s) > u

)
⩽ P (ξ(T ) > u− u0)

P (inf0⩽s⩽T ξ(s) > −u0)
< 1

u对足够大的  成立. 综上, 该 Lévy 过程满足条件 (6).

3.2　 Vasicek 模型和 CIR 模型

{ξ(t), t ⩾ 0} ξ(t) =
∫ t

0
rsds {rt, t ⩾ 0}假设  由方程  描述, 其中  是短期随机利率过程,

且该利率过程满足随机微分方程

drt = m(l − rt)dt+ δrπ
t dWt. (8)

m l δ π = 0 1

2
{Wt, t ⩾ 0}

π = 0 π = 1/2

此处 ,  和  皆为正常数,  或 ,  是一个标准的维纳过程. 在数学金融

中, 当  时, 式 (8) 被称为 Vasicek 模型; 当  时, 式 (8) 被称为 CIR 模型.
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情形 (I): Vasicek 模型

由文献 [10] 中式 (3.16)–(3.18) 得

Eebξ(t) = exp {A1(b) +A2(b)t+A3(b)e−mt +A4(b)e−2mt} (9)

b对实数  成立, 其中

A1(b) =
b

m
(r0−l)−3

b2δ2

4m3
, A2(b) = bl+

δ2b2

2m2
, A3(b) =

b

m
(l − r0)+

b2δ2

m3
, A4(b) = − b2δ2

4m3
.

t ∈ ΛT κ2 > α H2 > 0对任意 , 由式 (9) 知存在  和足够大的  使得下面两个不等式成立:

sup
s∈(0,t]

Ee−κ2ξ(s) < H2 和 sup
s∈(0,t]

Ee−ξ(s) < ∞.

q = 1 E
(∫ t

0
e−ξ(s)ds

)
⩽
∫ t

0
sups∈(0,t] Ee−ξ(s)ds < ∞ β1 > 0

A > 0 eβ1A = sups∈(0,t] Eeβ1ξ(s) + 1

故取条件 (6) 中   得   成立. 取   和足

够大的 , 令 , 则由 Markov 不等式得

sup
s∈(0,t]

P (ξ(s) > A) = sup
s∈(0,t]

P
(
eξ(s) > eA

)
⩽

sups∈(0,t] Eeβ1ξ(s)

eβ1A
< 1.

于是, 该 Vasicek 模型满足条件 (6).

情形 (II): CIR 模型

根据文献 [10] 定理 3.3 得

Eebξ(t) = exp

{
ĉ(b)r0 +

(m− Ω̂(b))mlt

δ2
− 2ml

δ2
ln

(
ζ̂(b)− e−Ω̂(b)t

ζ̂(b)− 1

)}
(10)

m2 > 2δ2b对  成立, 其中

Ω̂(b) =
√
m2 − 2δ2b, ζ̂(b) = 1− 2Ω̂(b)

Ω̂(b)−m
, ĉ(b) =

m− Ω̂(b)

δ2
− 2Ω̂(b)

δ2
· 1

ζ̂(b)eΩ̂(b)t − 1
.

t ∈ ΛT κ3 > α H3 > 0对任意的 , 由式 (10) 知, 存在  和足够大的  使得

sup
s∈(0,t]

Ee−κ3ξ(s) < H3 和 sup
s∈(0,t]

Ee−ξ(s) < ∞

q = 1 E
(∫ t

0
e−ξ(s)ds

)
< ∞ m2 > 2δ2β2 > 0 β2

A > 0 eβ2A = sups∈(0,t] Eeβ2ξ(s) + 1

成立. 于是取条件 (6) 中   得  . 对满足   的   和足

够大的 , 取 . 于是, 由 Markov 不等式得

sup
s∈(0,t]

P (ξ(s) > A) ⩽
sups∈(0,t] Eeβ2ξ(s)

eβ2A
< 1,

于是该 CIR 模型满足条件 (6).

3.3　 Heston 模型

{St = eξ(t), t ⩾ 0}假设  由 Heston 模型描述, 即

dSt = µStdt+
√
rtStdW (1)

t 和 drt = m(l − rt)dt+ δ
√
rtdW (2)

t , (11)

µ l,m, δ 2ml > δ2 {rt, t ⩾ 0} r0 > 0其中  是无风险利率;  是满足  的正常数.  是起始点为  的方
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{W (2)
t , t ⩾ 0} dW (1)

t = ρ̃dW (2)
t +

√
1− ρ̃2dW (3)

t

ρ̃∈ [−1, 0] {W (1)
t , t⩾ 0} {W (3)

t , t⩾ 0} {W (3)
t , t⩾ 0} {W (2)

t , t⩾ 0}
差过程;  是一个标准的布朗运动, 且满足 , 其

中 ,  和  皆为布朗运动, 且  与 

独立. 对满足不等式

m2 > δ2b2(1− ρ̃2) + bδ(2ρ̃m− δ) 和 m2 > δ2b2(1− ρ̃2) (12)

b的实数 , 可根据文献 [10] 中定理 3.4 得

Eebξ(t) = exp
{
bµt− bρ̃r0

δ
− bρ̃mlt

δ

}
·M (w1, w2, t) , (13)

其中

M (w1, w2, t) = exp
{
c̄(w1, w2)r0 +

(m− Ω(w2))mlt

δ2
− 2ml

δ2
ln
(
ς̄(w1, w2)− e−Ω(w2)t

ς̄(w1, w2)− 1

)}
,

w1 =
bρ̃

δ
, Ω(w2) =

√
m2 − 2δ2w2, ς̄(w1, w2) = 1− 2Ω(w2)

δ2w1 + (Ω̄(w2)−m)
,

w2 =
b2(1− ρ̃2)

2
+

bρ̃m

δ
− b

2
, c̄(w1, w2) =

m− Ω(w2)

δ2
− 2Ω(w2)

δ2
· 1

ς̄(w1, w2)eΩ(w2)t − 1
.

t ∈ ΛT κ4 > α −κ4 −1对任意的  和 , 由式 (13) 知, 当  和  满足式 (12) 时, 不等式

sup
s∈(0,t]

Ee−κ4ξ(s) < H4 和 sup
s∈(0,t]

Ee−ξ(s) < ∞

H4 > 0 q = 1 E
(∫ t

0
e−ξ(s)ds

)
< ∞ β3 > 0

eβ3A=sups∈(0,t] Eeβ3ξ(s)+1 sups∈(0,t] P (ξ(s) > A)⩽ sups∈(0,t] Eeβ3ξ(s)

eβ3A <1.

对足够大的  成立. 取条件 (6) 中  得 . 取  满足式 (12),

令 , 则  所以, 该 Heston

模型满足条件 (6).

4　 数值模拟

R

ξ(t) X1 X2 · · · F

(α, β) F (x) = 1− [β/(x+ β)]
α ∈ R−α x > 0

θ1 θ2 · · · λ

Ψ(x, t)

本节采用  软件验证定理 1 的结论。我们选取 3.2 节情形 (I) 引入的 Vasicek 模型描

述投资收益过程 . 令索赔额 , ,  是独立同分布的随机变量, 其共同分布  是参

数为  的 Pareto 分布, 即 , . 假设索赔到达时间

间隔 , ,  是独立同分布且参数为  的指数随机变量. 故根据式 (7), 我们得到破产概

率  的渐近估计为

Ψ(x, t) ∼ F (x)

∫ t

0

Ee−αξ(s)dλ(s) = λ

(
β

x+ β

)α ∫ t

0

Ee−αξ(s)ds := Ψ1(x, t), (14)

Ee−αξ(s) (9)其中  可以由式  得到.

Ψ2(x, t) Ψ(x, t)本节用  表示破产概率  的蒙特卡洛仿真结果. 根据文献 [11] 的第 150 页

可得

ξ(t) =

∫ t

0

[
e−msr0 + l(1− e−ms) + δe−ms

∫ s

0

emudWu

]
ds. (15)
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λ = 0.5 α = 1.5 β = 1 t = 1 c = 10 m = 1 l = 1 δ = 1 r0 = 0.5

x 100 300 500 700 900 Ψ2(x, t)

选取参数 , , , , , , , , , 当初始

资本  分别为 , , , ,  时,  的仿真算法为:

τ0 = 0 N = n = 0 S = 01. 令 , , ;

X θ τ1 = θ2. 产生随机变量  和 , 令 ;

τ1 = τ0 + τ1 τ1 > t N = N + 1 τ1 ⩽ t [τ0, τ1] t0

t1 · · · t10 s = τ1 t1 t2 · · · t10 [0, s] s0 s1 · · · s10

[0, si] 1 ⩽ i ⩽ 10 si,0 si,1 · · · si,10

3. 令 . 若 , 令 . 若 , 划分区间 , 其分点为 ,

, , . 取 , , , , . 划分区间 , 其分点为 , , , . 进

一步划分区间 , , 其分点为 , , , . 故计算表达式

ξ(s) =

10∑
i=1

{l + e−msi [r0 − l + δ

10∑
j=1

emsi,j (Wsi,j −Wsi,j−1
)]}(si − si−1)

S = S +Xe−ξ(τ1) − c
∑10

i=1
e−ξ(ti)(ti − ti−1). S > x n = n+ 1 N = N + 1

τ0 = τ1

和  若  ,  则  , .  否则 ,

令 , 并重复步骤 2, 3;

τ0 = 0 S = 0 N = 1064. 令 , . 重复步骤 2, 3 直到 ;

Ψ2(x, t) = n/N5. 计算 .

x = 100 300 500 700 900

x x Ψ2(x,t)

Ψ1(x,t)
1

基于上述算法, 当初始资本分别为 , , , ,  时, 我们得到表 1. 由表 1

可知: (1) 破产概率随初始资本  增大而减小; (2) 当初始资本  增大时, 比值  更接近 .
  

Ψ1(x, t) Ψ2(x, t)表 1    渐近估计  与蒙特卡洛仿真  的比较

x Ψ1(x, t) Ψ2(x, t)
Ψ2(x,t)
Ψ1(x,t)

100 3.34× 10−4 2.65× 10−4 0.79

300 6.48× 10−5 5.2× 10−5 0.8

500 3.02× 10−5 2.5× 10−5 0.83

700 1.82× 10−5 1.6× 10−5 0.88

900 1.25× 10−5 1.3× 10−5 1.04
 

5　 主要结果的证明

t ∈ ΛT 0 < u0 < 1根据定理 1 的条件 (6) 知, 对任意 , 存在  使得不等式

sup
s∈(0,t]

P(ξ(s) > A1) ⩽ 1− u0

A1 > 0 0 ⩽ l ⩽ κ对充分大的  成立. 当  时,

inf
s∈(0,t]

Ee−lξ(s) ⩾ inf
s∈(0,t]

E
(
e−lξ(s)I[e−lξ(s)⩾e−lA1 ]

)
⩾ e−lA1 · inf

s∈(0,t]
P
(
e−lξ(s) ⩾ e−lA1

)
= e−lA1 · inf

s∈(0,t]
P (ξ(s) ⩽ A1)

= e−lA1 ·
[
1− sup

s∈(0,t]

P (ξ(s) > A1)

]
⩾ u0e−lA1 . (16)
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根据定理 1 的条件 (6) 和 Hölder 不等式可得

sup
s∈(0,t]

Ee−lξ(s) ⩽
(

sup
s∈(0,t]

Ee−κξ(s)

)l/κ

⩽ H l/κ, 0 ⩽ l ⩽ κ. (17)

0 ⩽ l ⩽ κ i ⩾ 1 t ∈ ΛT于是, 当  且  时, 由不等式 (16) 和 (17) 知下列不等式在  一致成立:

u0e−lA1P(τi ⩽ t) ⩽ inf
s∈(0,t]

Ee−lξ(s)P(τi ⩽ t)

⩽
∫ t

0

Ee−lξ(s)P(τi ∈ ds) = E
(
e−lξ(τi)I[τi⩽t]

)
⩽ sup

s∈(0,t]

Ee−lξ(s)P(τi ⩽ t) ⩽ H
l
κ P(τi ⩽ t). (18)

5.1　 引理

i < j引理 2　在定理 1 的条件下, 当  时, 渐近关系

P
(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x,Xje−ξ(τj)I[τj⩽t] > x

)
= o(1)F (x)P(τi ⩽ t)

t ∈ ΛT对  一致成立.

ε > 0 α < p < κ L > 1 L−κ(1−p/κ) < ε证明:　对任意给定的实数  和 , 取  满足不等式 .

P
(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x,Xje−ξ(τj)I[τj⩽t] > x

)
⩽P
(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x,Xje−ξ(τj)I[τj⩽t] > x, e−ξ(τi)I[τi⩽t] ⩽ L, e−ξ(τj)I[τj⩽t] ⩽ L

)
+ P

(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x, e−ξ(τi)I[τi⩽t] > L

)
+ P

(
Xje−ξ(τj)I[τj⩽t] > x, e−ξ(τj)I[τj⩽t] > L

)
:= K1(x, t) +K2(x, t) +K3(x, t).

K1(x, t)考虑 ,

K1(x, t) =

(∫∫
0<u⩽v⩽L

+

∫∫
0<v<u⩽L

)
P(Xi > x/u,Xj > x/v)

P
(
e−ξ(τi)I[τi⩽t] ∈ du, e−ξ(τj)I[τj⩽t] ∈ dv

)
⩽
∫∫

0<u⩽v⩽L

P(Xi > x/v,Xj > x/v)P
(
e−ξ(τi)I[τi⩽t] ∈ du, e−ξ(τj)I[τj⩽t] ∈ dv

)
+

∫∫
0<v<u⩽L

P(Xi > x/u,Xj > x/u)P
(
e−ξ(τi)I[τi⩽t] ∈ du, e−ξ(τj)I[τj⩽t] ∈ dv

)
⩽
∫

v∈(0,L]

P(Xi > x/v,Xj > x/v)P
(
e−ξ(τj)I[τj⩽t] ∈ dv

)
+

∫
u∈(0,L]

P(Xi > x/u,Xj > x/u)P
(
e−ξ(τi)I[τi⩽t] ∈ du

)
:= K11(x, t) +K12(x, t).

Cp Dp由不等式 (3) 可知, 存在正实数  和  使得不等式

P (Xk > x/v) ⩽ CpF (x)vp, k = i, j,
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v ∈ (1, L] x > LDp

x0 > LDp x > x0

对所有  和所有  一致成立. 根据二元上尾独立的定义 (见式 (2)), 存在实

数  使得对所有的 ,

sup
v∈(0,L]

{
P(Xi > x/v,Xj > x/v)

F (x/v)

}
⩽ ε.

x > x0当  时, 根据上面两个不等式和不等式 (18) 可得

K11(x, t)

F (x)
=

∫
(0,1]

P(Xi > x/v,Xj > x/v)

F (x/v)

F (x/v)

F (x)
P
(
e−ξ(τj)I[τj⩽t] ∈ dv

)
+

∫
(1,L]

P(Xi > x/v,Xj > x/v)

F (x/v)

F (x/v)

F (x)
P
(
e−ξ(τj)I[τj⩽t] ∈ dv

)
⩽
∫

(0,1]

P(Xi > x/v,Xj > x/v)

F (x/v)
P
(
e−ξ(τj)I[τj⩽t] ∈ dv

)
+ Cp

∫
(1,L]

P(Xi > x/v,Xj > x/v)

F (x/v)
vpP

(
e−ξ(τj)I[τj⩽t] ∈ dv

)
⩽ sup

v∈(0,L]

{
P(Xi> x/v,Xj> x/v)

F (x/v)

}[
P
(
0<e−ξ(τj)I[τj⩽t]⩽1

)
+CpE

(
e−pξ(τj)I[τj⩽t]

)]
⩽CεP(τj ⩽ t) ⩽ CεP(τi ⩽ t)

t ∈ ΛT K11(x, t) K12(x, t) x1 > x0

x > x1 K12(x, t) ⩽ CεF (x)P(τi ⩽ t) t ∈ ΛT x > x1

对  一致成立. 根据  与  的对称性知, 存在实数  使得对所有

的 ,  对  一致成立. 于是对所有的 ,

K1(x, t) ⩽ CεF (x)P(τi ⩽ t)

t ∈ ΛT对  一致成立.

K2(x, t) x2 > x1

x > x2

对 , 根据式 (5), Hölder 不等式, Markov 不等式及式 (18) 知, 存在  使

得当  时有

K2(x, t) = E
{
I[e−ξ(τi)I[τi⩽t]>L]P

(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x|e−ξ(τi)I[τi⩽t]

)}
⩽ CF (x)E

(
e−pξ(τi)I[τi⩽t]I[e−ξ(τi)I[τi⩽t]>L]

)
⩽ CF (x)

[
E
(
e−κξ(τi)I[τi⩽t]

)]p/κ [P(e−ξ(τi)I[τi⩽t] > L)
]1−p/κ

⩽ CF (x)Hp/κ [P(τi ⩽ t)]
p/κ
[
L−κE

(
e−κξ(τi)I[τi⩽t]

)]1−p/κ

⩽ CHL−κ(1−p/κ)F (x)P(τi ⩽ t) ⩽ CεF (x)P(τi ⩽ t)

t ∈ ΛT K2(x, t) x3 > x2 x > x3 K3(x, t) ⩽
CεF (x)P(τj ⩽ t) ⩽ CεF (x)P(τi ⩽ t).

对  一致成立 .  类似于  ,  存在   使得当   时有  

 综上所述, 引理 2 得证.　　□
引理 3　在定理 1 的条件下, 渐近关系

P
(

n∑
i=1

Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x

)
∼

n∑
i=1

P
(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x

)
∼ F (x)

∫ t

0

Ee−αξ(s)

n∑
i=1

P(τi ∈ ds)
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t ∈ ΛT对  一致成立.

证明:　根据文献 [12] 中引理 5.3 和式 (18) 可以得到

P
(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x

)
∼ F (x)

∫ t

0

Ee−αξ(s)P(τi ∈ ds) ≍ F (x)P(τi ⩽ t) (19)

t ∈ ΛT P (
∑n

i=1
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x) ∼

∑n

i=1
P (Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x)

t ∈ ΛT

对  一致成立. 故只需证明 

对  一致成立.

P (
∑n

i=1
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x) F ∈ R−α

ε > 0 0 < δ < 1 (1−δ)−α < 1+ε A =
∪n

i=1
(Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] >

(1− δ)x)

首先, 我们证明  的一致渐近上界. 由于 , 对任意

给定的实数 , 存在常数  满足 . 令 

, 于是根据渐近关系 (19) 和引理 2 得

P
(

n∑
i=1

Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x

)
= P

(
n∑

i=1

Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x,A
∪

Ac

)

⩽
n∑

i=1

P
(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] >(1−δ)x

)
+P
(

n∑
i=1

Xie−ξ(τi)I[τi⩽t]>x,

n∩
i=1

(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t]⩽(1−δ)x

))

∼
n∑

i=1

(1− δ)−αF (x)

∫ t

0

Ee−αξ(s)P(τi ∈ ds)

+ P
(

n∑
i=1

Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x,

n∩
i=1

(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] ⩽ (1− δ)x

))

⩽ (1+ε)

n∑
i=1

P
(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x

)
+
∑

1⩽j ̸=i⩽n

P
(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] >

δx

n
,Xje−ξ(τj)I[τj⩽t]>

δx

n

)

⩽ (1 + ε)

n∑
i=1

P
(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t]>x

)
+ o(1)P

(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x

)
t ∈ ΛT对  一致成立.

P (
∑n

i=1
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x)随后, 我们证明渐近关系  的一致渐近下界. 由引理 2 得

P
(

n∑
i=1

Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x

)
> P

(
n∪

i=1

(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x

))

⩾
n∑

i=1

P
(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x

)
−

∑
1⩽j<i⩽n

P
(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x,Xje−ξ(τj)I[τj⩽t] > x

)
∼

n∑
i=1

P
(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x

)
t ∈ ΛT对  一致成立. 综上, 引理 3 得证.　　□

5.2　 证明定理 1

Ut证明:　显然, 模型 (1) 中的  等价于
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Ut = eξ(t)
(
x+ c

∫ t

0

e−ξ(s)ds−
∞∑
i=1

Xie−ξ(τi)I[τi⩽t]

)
. (20)

t ∈ ΛT Ψ(x, t)于是, 对 , 有限时间破产概率  可写为

Ψ(x, t) = P (存在 0 < s ⩽ t 使得 Us < 0 | U0 = x) .

ε > 0 w ⩾ 0
∑∞

i=1
iw · [P (θ ⩽ t)]

i−1
< ∞ t ∈ ΛT

n1 > 0
∑∞

i=n1+1
iw · [P (θ ⩽ t)]

i−1
< ε.

对任意的 , 当  时,  对  一致成立. 所以存在常

数  使得  于是, 由式 (18) 得

∞∑
i=n1+1

iwP (τi ⩽ t)⩽P (θ ⩽ t)

∞∑
i=n1+1

iw · [P (θ ⩽ t)]
i−1⩽Cε

∫ t

0

Ee−αξ(s)P(τ1 ∈ ds) (21)

t ∈ ΛT A′ > 0对  一致成立. 根据 Markov 不等式和条件 (6) 知, 存在足够大的  使得

P
(∫ t

0

e−ξ(s)ds > A′

)
⩽ A′−q E

(∫ t

0

e−ξ(s)ds
)q

< Cε (22)

t ∈ ΛT对  一致成立.

Ψ(x, t)

F ∈ R−α v0 ∈ ( 1

2
, 1) v−α

0 < 1 + ε

接下来分两步证明  的一致渐近估计式. 第一步, 我们证明渐近关系 (7) 的一致

渐近上界. 由  知存在  满足 . 于是,

Ψ(x, t) = P
( ∪

0<s⩽t

(
∞∑
i=1

Xie−ξ(τi)I[τi⩽s] − c

∫ s

0

e−ξ(u)du > x

))

⩽ P
(

∞∑
i=1

Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x

)

⩽ P
(

n1∑
i=1

Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > v0x

)
+ P

(
∞∑

i=n1+1

Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > (1− v0)x

)
:= I1(x, t) + I2(x, t). (23)

I1(x, t) x4 > x3 x > x4对于 , 根据引理 3 得, 存在 , 使得对所有 ,

I1(x, t) ∼ v−α
0 F (x)

∫ t

0

Ee−αξ(s)

n1∑
i=1

P(τi ∈ ds) ⩽ (1 + ε)F (x)

∫ t

0

Ee−αξ(s)dλ(s)

t ∈ ΛT I2(x, t) α < p < κ

x5 > x4 x > x5 n1

对  一致成立. 对于  , 当   时, 由式 (5), 式 (17) 和式 (21) 得, 存在

, 使得对所有  和足够大的 ,
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I2(x, t) ⩽ P

(
∞∑

i=n1+1

Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] >

∞∑
i=n1+1

(1− v0)x

2i2

)

⩽
∞∑

i=n1+1

P
(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] >

(1− v0)x

2i2

)

=

∞∑
i=n1+1

E
{

P
(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] >

(1− v0)x

2i2
|e−ξ(τi)I[τi⩽t]

)}

⩽ CF (x)

∞∑
i=n1+1

{(
1− v0

2

)−p

i2pE
(
e−pξ(τi)I[τi⩽t]

)
+ E

(
I[e−ξ(τi)I[τi⩽t]<

1−v0
2i2

]

)}

⩽ CF (x)

∞∑
i=n1+1

[i2pP(τi ⩽ t) + P(τi ⩽ t)]

⩽ CεF (x)

∫ t

0

Ee−αξ(s)P (τ1 ∈ ds) ⩽ CεF (x)

∫ t

0

Ee−αξ(s)dλ(s)

t ∈ ΛT Ψ(x, t) ⩽ (1 + Cε)F (x)
∫ t

0
Ee−αξ(s)dλ(s) t ∈ ΛT对  一致成立. 因此, 我们得到  对  一

致成立.

第二步, 证明渐近关系 (7) 的一致渐近下界. 显然

Ψ(x, t) ⩾ P
(

∞∑
i=1

Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] − c

∫ t

0

e−ξ(s)ds > x

)

⩾ P
(

n1∑
i=1

Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > x+ cA′,

∫ t

0

e−ξ(s)ds ⩽ A′

)

=P
(

n1∑
i=1

Xie−ξ(τi)I[τi⩽t]> x+cA′

)
−P
(

n1∑
i=1

Xie−ξ(τi)I[τi⩽t]> x+cA′,

∫ t

0

e−ξ(s)ds> A′

)
:= I ′

1(x, t)− I ′
2(x, t). (24)

I ′
1(x, t) v1 (1 + v1)

−α ⩾ 1− ε x6 > x5 x > x6 v1x >

cA′ F ∈ R−α

对 , 取  满足 , 且存在 , 使得对所有  都有 

 成立. 根据引理 3, , 式 (17) 式及 (21) 得

I ′
1(x, t) ⩾ P

(
n1∑
i=1

Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] > (1 + v1)x

)
∼ (1 + v1)

−αF (x)

∫ t

0

Ee−αξ(s)

n1∑
i=1

P(τi ∈ ds)

⩾ (1− ε)F (x)

∫ t

0

Ee−αξ(s)

(
∞∑
i=1

−
∞∑

i=n1+1

)
P(τi ∈ ds)

⩾ (1− Cε)F (x)

∫ t

0

Ee−αξ(s)λ(ds)

t ∈ ΛT I ′
2(x, t)

x7 > x6 x > x7

对  一致成立. 对  , 根据式 (5), Hölder 不等式, 式 (17), (18) 和 (22) 知存在

, 使得对所有  有
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I ′
2(x, t) ⩽

n1∑
i=1

P
(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t] >

x

n1

,

∫ t

0

e−ξ(s)ds > A′

)
=

n1∑
i=1

P
(
Xie−ξ(τi)I[τi⩽t,

∫ t
0 e−ξ(s)ds>A′] >

x

n1

)
⩽ CF (x)

n1∑
i=1

E
(
np

1e
−pξ(τi)I[τi⩽t,

∫ t
0 e−ξ(s)ds>A′] + I[τi⩽t,

∫ t
0 e−ξ(s)ds>A′]

)
= CF (x)

n1∑
i=1

∫ t

0

E
(
e−pξ(s)I[∫ t

0 e−ξ(u)du>A′]

)
P(τi ∈ ds)

+ CF (x)

n1∑
i=1

P (τi ⩽ t)P
(∫ t

0

e−ξ(s)ds > A′

)

⩽ CF (x)

n1∑
i=1

∫ t

0

(
Ee−κξ(s)

)p/κ(P
(∫ t

0

e−ξ(s)ds > A′

))1−p/κ

P(τi ∈ ds)

+ CεF (x)

n1∑
i=1

∫ t

0

Ee−αξ(s)P(τi ∈ ds)

⩽ CεF (x)

∫ t

0

Ee−αξ(s)

n1∑
i=1

P(τi ∈ ds) ⩽ CεF (x)

∫ t

0

Ee−αξ(s)λ(ds)

t ∈ ΛT Ψ(x, t) ⩾ (1 + Cε)F (x)
∫ t

0
Ee−αξ(s)λ(ds) t ∈ ΛT对  一致成立. 故  对  一致成立. 综上,

定理 1 得证.　　□
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Uniform Asymptotic Estimate for the Finite-Time Ruin Prob-

ability in a Risk Model with Stochastic Investment Returns

CHENG Ming 　 WANG Dingcheng
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Chengdu, 611731, China

Abstract:　This  paper  establishes  a  risk  model  for  an  insurer  with  càdlàg  investment  returns  and

heavy-tailed claim sizes which are bivariate upper tail independent. On one hand, we propose condition

(6), under which a uniform asymptotic estimate of the finite-time ruin probability in the risk model is

obtained. On the other hand, considering the universality of condition (6),  we find that the condition

(6)  can  be  easily  verified  by  some  important  stochastic  processes,  such  as  the  Lévy  process,  Vasicek

model, Cox-Ingersoll-Ross (CIR) model, and Heston model.
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