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摘 要: 数据经常因为个体失访, 退出实验或者研究结束而出现右删失的现象. 右删失数据的研究吸
引了很多研究者的兴趣. 文献中大部分研究集中在响应变量出现右删失的情况. 回归模型中的协变量
也可能出现右删失, 但相关的研究并不多. 本文研究协变量随机右删失时变系数模型的估计问题. 我们
利用逆概率加权方法直接对目标函数进行调整, 而不是调整被删失的协变量, 来处理数据的删失. 所得
估计的渐近性质得到严格证明. 通过数值模拟和实例分析, 可以看到本文所提方法具有很好的有限样
本性质.
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1 引言

在临床医学、生物、经济等领域, 数据经常因为多种因素出现右删失, 比如实验对象死
于非感兴趣的其他事件, 实验对象中途退出, 失访等. 右删失数据作为生存分析中一类重要
数据类型, 吸引了很多研究者对其进行研究, 相关研究成果颇丰. 然而, 大多数研究集中在
响应变量删失的情况, 具体可参考文献 [1–3] 及其相关参考文献.

在很多实际问题中, 协变量通常被随机右删失, 比如在研究子代与亲代之间遗传性疾
病发病年龄的关系时, 亲代的发病年龄与患病类型往往是评估关系的重要因素, 但在实验
结束时, 亲代并不一定总会患病, 或者由于其他因素使得研究者无法观察到亲代的发病年
龄, 这时亲代的发病年龄 (协变量) 就被右删失. 文献 [4–5] 表示, 不加处理地直接使用删
失数据会得到有偏的估计并使检验问题的第一类错误增大. 在实际应用中, 处理删失数据
的一个简单方法是完全记录分析方法 (complete-case analysis), 即去掉含有被删失数据的
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观测. Atem 等[6] 指出, 当删失变量和响应变量独立时, 该方法可以得到无偏估计, 但当删
失比例比较大时, 这种方法会严重影响估计的效率. 文献 [7–8] 将删失数据替换为固定的
数或函数, Lynn[9] 假定出现删失的变量的分布, 并将删失数据替换为删失数据的条件期望,
May 等[10] 采用极大似然估计处理删失数据.

变系数模型是由经典的线性模型发展而来, 它将线性模型中的参数用协变量的函数代
替, 相比参数模型, 能够有效地避免维数祸根的问题, 同时也具有线性模型的很好的可解
释性. 自 Hastie 和 Tibshirani[11] 首次提出变系数模型以来, 关于变系数模型的研究已有
一系列丰富的成果. Fan 和 Zhang[12] 提出了两阶段 (two-step) 估计方法用于处理系数函
数具有不同光滑度时变系数模型的估计问题, Cai 等[13] 提出了局部极大似然估计, Fan 和
Zhang[14] 详细总结了变系数模型的估计方法及其应用. 据我们所知, 目前还没有关于协变
量右删失时变系数模型估计问题的研究.

本文对协变量随机删失时的变系数模型的估计问题展开研究. 对于右删失协变量的处
理, 本文所用方法不同于文献 [7–10] 中将被删失的协变量进行替代或假定分布的方法, 而
是直接采用逆概率加权方法对目标函数进行调整. 采用上面方法基于下面的考虑, 用数值
或函数对删失协变量进行替代需要基于模型的假定, 这样可能会因模型误定而导致估计是
有偏的. 假定出现删失的变量的分布同样存在误定的风险. 文献中未见有利用逆概率加
权方法对协变量的删失进行处理的相关工作, 但是基于逆概率加权对响应变量的删失进行
处理是常见的. 基于逆概率加权方法处理响应变量删失的方法有两种, 一种称为综合数据
(SD, synthetic data) 方法, 参见文献 [1,15–16], 另一种称为加权最小二乘 (WLS, weighted
least squares) 方法, 参见文献 [5,17]. 文献 [17] 显示基于 WLS 方法对目标函数进行矫正,
相比直接对变量进行矫正的 SD 方法, 具有更好的有限样本性质. 这里, 我们利用 WLS 方
法构建目标函数, 进而构建回归系数函数的估计, 估计的渐近正态性得到严格的证明. 通
过数值模拟研究, 验证了本文方法相比不处理删失数据的 Naive 方法具有更高的估计精度.
同时, 也比较了本文所提方法与完整数据下的估计方法. 这里完整数据下的方法对应数据
是准确观测的, 不存在删失. 这个方法作为一个比较的标准. 数值模拟研究结果显示本文
所提方法的效果和完整数据下估计效果相差不大. 本文所提方法也被用来分析两个实际数
据: 弗雷明翰心脏研究 (FHS) 数据和原发性胆汁性肝硬化 (PBC) 数据.

本文剩余部分安排如下: 第 2 节对协变量随机右删失变系数模型进行介绍; 第 3 节构
建了回归系数的估计; 第 4 节给出估计的渐近性质; 第 5 和第 6 节分别给出数值模拟和实
例分析结果. 定理的证明和所需的条件在第 7 节中给出.

2 模型介绍

本文考虑具有下面形式的变系数模型:

Y = X⊤β(U) + ε, (1)
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其中 Y 为 1维响应变量, U 为 1维协变量, X = (V,Z⊤)⊤为 p维协变量,协变量X 的分量

V 和Z分别为 1维和 p−1维随机变量. 函数系数 β(U) =
(
β1(U), β2(U), · · · , βp(U)

)⊤为 p

维向量, 每个分量均为未知的光滑函数. 模型误差 ε满足: E(ε|X, U) = 0, Var (ε|X, U) <

∞.

在模型 (1) 中, 变量 Y , Z 和 U 都是完全准确地观察到的, 协变量 V 被随机右删失.
我们观察到的不是变量 V , 而是 T = min(V,C), 这里 C 是删失时间. 同时变量 V 是否被

删失我们也是知道的, 也即, 我们还观察到删失指示变量 δ = I(V ⩽ C), 这里 I(·) 是示性
函数. 假设删失变量的生存函数为 G(·).

本文我们假设随机删失机制成立, 即协变量 V 和删失变量 C 满足如下两个条件: 1)
独立性条件: 协变量 V 和删失变量 C 独立; 2) 条件独立性条件: P(V ⩽ C|V,Z, U, Y ) =

P(V ⩽ C|V ). 随机删失假设是一个很常见的假设, 更多细节可以参见文献 [15,17]. 上述独
立性条件和文献 [17] 中响应变量出现删失时独立性条件稍微不同, 这是因为本文所考虑的
不是响应变量出现删失, 而是协变量出现删失的情况. 这里给出的条件虽然和文献 [17] 给
出的条件形式不同, 但都是为了保证估计的渐近正态性等渐近性质成立.

3 估计方法

记 X̃ = (T,Z⊤)⊤. 假设我们有独立同分布样本数据 {Yi, X̃i, Ui, δi}ni=1. 当数据准确
观测时, 基于样本数据 {Yi,Xi, Ui}ni=1, 构建局部线性目标函数如下:

n∑
i=1

Yi − p∑
j=1

{
aj + bj(Ui − u)

}
Xij

2

k

(
Ui − u

hn

)
,

这里 k(·) 为核函数, hn 为带宽. 使上面目标函数关于 {(aj , bj), j = 1, 2, · · · , p} 达到最小
就可求得系数函数 β(u) 以及 β′(u) 的估计. 这里 β′(u) 是 β(u) 的导数.

当协变量 V 出现右删失时, 上面的目标函数因为有些个体的变量 V 没有观测到而无

法求解. 如果用观察到的生存时间 T 取代 V , 也即文献中的 Naive 方法, 得到的估计经常
是有偏的, 参见文献 [4,15]. 我们利用逆概率加权方法来处理数据的删失从而消除数据的删
失导致的估计是有偏的这一不利后果.

基于前面的讨论, 我们不考虑对删失变量直接进行逆概率加权的调整方法, 也即不用
所谓的 SD 方法, 而是直接对目标函数进行调整, 得到调整的目标函数如下:

n∑
i=1

Yi − p∑
j=1

{
aj + bj(Ui − u)

}
X̃ij

2

δi

Ĝn(Ti)
k

(
Ui − u

hn

)
, (2)
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这里 Ĝn(t) 为删失时间 C 的生存函数 G(t) 的 Kaplan-Meier 估计:

Ĝn(t) =
∏

j:Tj⩽t

1− 1
n∑

k=1

I(Tk ⩾ Tj)


1−δj

.

关于 Kaplan-Meier 估计的更多细节可参考文献 [1,18].

记 Y = (Y1, Y2, · · · , Yn)
⊤, X̃i = (Ti,Z

⊤
i )

⊤, i = 1, 2, · · · , n. 定义矩阵 X̃u 和 Wu 分别

具有如下形式:

X̃⊤
u =



X̃
⊤
1

U1 − u

hn
X̃

⊤
1

X̃
⊤
2

U2 − u

hn
X̃

⊤
2

...
...

X̃
⊤
n

Un − u

hn
X̃

⊤
n


,

Wu = diag

(
δ1

Ĝn(T1)
k
(U1 − u

hn

)
,

δ2

Ĝn(T2)
k
(U2 − u

hn

)
, · · · , δn

Ĝn(Tn)
k
(Un − u

hn

))

记 θ(u) =
(
β(u)⊤, hnβ

′(u)⊤
)⊤, 通过最小化目标函数 (2), 可得到 θ(u) 的估计:

θ̂n(u) = (X̃uWuX̃⊤
u )−1X̃uWuY . (3)

取 θ̂n(u) 的前 p 个分量即为 β(u) =
(
β1(u), β2(u), · · · , βp(u)

)⊤ 的估计, 记为 β̂n(u).

下面考虑带宽的选择. 我们利用删一交叉验证 (leave-one-out cross-validation) 方法选
择带宽, 即选择使得下面的交叉验证目标函数达到最小的带宽:

ĥn = arg min
hn

1

n

n∑
i=1

δi

Ĝn(Ti)

{
Yi − X̃

⊤
i β̂

(−i)
n (Ui)

}2

.

上面交叉验证目标函数中, 对 i = 1, 2, · · · , n, β̂(−i)
n (Ui) 为 β(Ui) 的删一估计, 其计算细节

在下面给出.

首先关于参数 (a1, a2, · · · , ap, hnb1, hnb2, · · · , hnbp)⊤ 最小化下面的删一目标函数:

n∑
k=1,k ̸=i

Yk − p∑
j=1

{
aj + bj(Uk − Ui)

}
X̃kj

2

δk

Ĝn(Tk)
k

(
Uk − Ui

hn

)
.

假设上面问题的解为 θ̂
(−i)
n (Ui). 取 θ̂

(−i)
n (Ui) 的前 p 个分量, 即为 β(Ui) 的删一估计

β̂
(−i)
n (Ui), i = 1, 2, · · · , n. 上面构建删一估计的思想就是在估计 β̂

(−i)
n (Ui) 时, 构建的目

标函数只用除了第 i 个个体的观测数据之外的 n− 1 个观测数据.
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4 渐近性质

首先给出一些记号:

kij =

∫
uikj(u)du, i, j = 0, 1, 2,

H(t) = P(T ⩽ t),H(t) = 1−H(t),

H0(t) = P(T ⩽ t, δ = 0), H0(t) = P(T > t, δ = 0),

η (T, δ; t) = −G(t)

[∫ T∧t

0
[H(s)]−2dH0(s) +

1

H(T )
I (T ⩽ t, δ = 0)

]
.

记 fu(u) 是变量 U 的密度函数, Q(u) = E(XX⊤|U = u); O = (T, δ, U,X, ε), Oi =

(Ti, δi, Ui,Xi, εi),

W (Oi;Oj ;u) =
1

2
√
hn

δi
G(Ti)

{
k

(
Ui − u

hn

)
+

1

G(Ti)
η (Tj , δj ;Ti) k

(
Ui − u

hn

)}
Xiεi

+
1

2
√
hn

δj
G(Tj)

{
k

(
Uj − u

hn

)
+

1

G(Tj)
η (Ti, δi;Tj) k

(
Uj − u

hn

)}
Xjεj ,

i, j = 1, 2, · · · , n.
进一步记 Ψ[1](O, u) = E(W (Oi;O;u) | Oi), Σ(u) = E

(
Ψ[1](O, u)

)2.
对上面所提函数型系数 β(u) 的估计 β̂n(u), 有下面的渐近正态性.

定理 1 当第 7 节中给出的条件 (C1)–(C7)成立时, 有
√
nhn

(
β̂n(u)− β(u)− 1

2
h2nk21β

(2)(u)

)
L−→ N (0, Q−1(u)Σ(u)Q−1(u)),

其中 β(2)(u) 表示 β(u) 的 2 阶导数, L−→ 表示依分布收敛.

在上面定理中, 估计的渐近方差 Q−1(u)Σ(u)Q−1(u) 可用下式估计:(
1

nhn
X̃uWuX̃u

⊤
)−1{ 1√

nhn
X̃uWu(Y − X̃u

⊤
θ)

}⊗
2( 1

nhn
X̃uWuX̃u

⊤
)−1

.

从定理 1 的证明容易得到上面渐近方差的估计的相合性.

5 数值模拟

接下来, 我们通过数值模拟研究来验证文章所提方法的有限样本性质.
我们考虑三个模型,其中模型 3的协变量 V 和删失变量 C 不满足独立性删失条件,我

们通过此模型来考察文章所提方法的稳健性, 具体细节如下:

模型 1 : Y = (2U2 − 4U + 10)V + ε, 这里 X1 ∼ U(0, 5), U ∼ U(0, 2), ε ∼ N(0, 1).

模型 2 : Y = (exp(U)+ 5)V +(U2+5)Z + ε, 这里 U ∼ U(0, 2), V, Z ∼ N(1, 1), ε ∼ N(0, 1).
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模型 3 : Y = (2U2 − 4U + 10)V + ε, 这里 V ∼ U(0, 5), U ∼ U(0, 2), ε ∼ N(0, 1). 当
V ⩽ 2.5, C ∼ E(3), 如果 V > 2.5, C ∼ E(µ).

上面三个模型中, V 被随机右删失, 模型 1 和模型 2 的删失变量服从均值为 µ 的指数

分布. 通过选取不同的 µ, 可以得到 V 的不同删失比例. 本文考虑删失比例为 20%, 40%
和 65% 的情况, 对应每一种删失比例, 样本量分别取 200 和 400. 采用文中所述的删一交
叉验证 (leave-one-out cross-validation) 方法确定带宽. 为了进行对比研究, 我们还计算了
样本数据未删失时的模拟结果和未对删失数据进行处理时的模拟结果, 我们记这两种方法
为 Full 方法和 Naive 方法.

在估计参数时,选取 Gauss核函数. 我们基于 500次模拟计算最后结果. 参考文献 [19]
和 [20] 中的方法, 我们采用积分均方误差 (integrated mean squared error, IMSE) 来评价
估计的精度, IMSE 的定义如下:

IMSE
(
β̂i(u)

)
=

1

500

500∑
k=1

1

100

100∑
j=1

{
β̂ik(uj)− βik(uj)

}2
, i = 1 或 2,

其中 β̂ik(·) 表示 βi(·) 的第 k 次模拟的估计, uj 为区间 (0, 2) 内均匀 (间隔 0.02) 取的 100

个点.
我们将模型 1 和模型 3 的模拟结果列于表 2. 模型 2 的模拟结果列于表 3, 其中

Proposed 表示本文所提方法, β̂ind
n (u) 为模型 1 中模型系数的估计, β̂1n(u) 和 β̂2n(u) 为模

型 2 中模型系数的估计, β̂dep
n (u) 为模型 3 模型系数的估计. 进一步在区间 (0, 2) 内取 4

个点: u1 = 0.4, u2 = 0.8, u3 = 1.2 和 u4 = 1.6. 我们计算了系数函数在 ui, i = 1, · · · , 4 的
值的估计的样本偏差 (Bias), 样本标准差 (SD) 以及根据定理 1 渐近方差的估计公式计算
的渐近根方差的估计的均值 (MSD), 结果列于表 4–5. 模拟时所计算的带宽均值和删失变
量分布所对应的 µ 值列于表 1 和表 6. 注意每一次模拟都需要计算出一个带宽, 然后基于
500 次模拟进一步算出一个结果. 因此无法一一展示每次模拟的带宽, 表 1 展示的是带宽
的均值. 为了更直观地观察估计结果, 我们给出了样本量为 200 和 400 时函数系数的估计
曲线, 如图 1–4.

从表 3 的结果可以看出, 当样本量一定, 删失比例减少, β̂1n(u) 和 β̂2n(u) 的积分均方

误差 (IMSE) 也随之减小, 估计的精度提高. 当删失比例相同时, 随着样本量增加, β̂1n(u)
和 β̂2n(u) 的积分均方误差也同样减小. 对应于不同样本量和不同删失比例, 本文所提方法
的估计效果都比直接使用删失数据的估计效果要好, 且估计精度与样本数据未删失时的模
拟结果相差不大, 并且当删失比例增加时, 本文方法的估计精度变化不大, 直接使用删失数
据的估计精度会显著变差. 从表 2 的结果可以看出, β̂n(u) 的估计效果很好, 且 IMSE 值接
近于 0, 并且当协变量 X1 和删失变量 C 不满足独立性删失条件时也能够很好地估计函数

系数, 可见本文所提方法具有很好的有限样本性质和稳健性. 从表 4–5的结果可以看出, 当
数据删失比例不大时, 文章给出的渐近标准差的估计结果和样本标准差的结果较为接近.
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观察图 1–4, 可以观察到本文所提方法的非参数估计曲线接近于真实曲线, 并且和样本
数据未删失时的估计曲线基本重合. 当样本量增加时, 估计的精度显著提高, 且删失比例对
估计效果的影响不大, 当样本量不大时仍可以较好的估计函数系数. 由此可以看出, 本文方
法在处理协变量随机右删失变系数模型的估计问题时具有很好的效果.

表 1 不同模型和删失率时、删失变量分布时的 µ 值

删失率/ 模型 20% Cens 40% Cens 65% Cens

1 10.864 4.375 1.836
2 4.453 1.758 0.585
3 46.875 5.656 0.986

表 2 不同样本量和删失率时, 非参数函数 β̂ind
n (u) 和 β̂dep

n (u) 的 IMSE 值

删失率 方法 200 400

β̂ind
n (u) β̂dep

n (u) β̂ind
n (u) β̂dep

n (u)

20%
Full 0.006 0.006 0.003 0.003

Proposed 0.008 0.006 0.004 0.003
Naive 0.507 0.083 0.399 0.058

40%
Full 0.005 0.005 0.003 0.003

Proposed 0.013 0.010 0.006 0.006
Naive 2.782 1.767 2.488 1.573

65%
Full 0.005 0.006 0.003 0.003

Proposed 0.057 0.067 0.022 0.032
Naive 18.794 38.579 16.730 34.080

表 3 不同样本量和删失率时, 非参数函数 β̂1n(u) 和 β̂2n(u) 的 IMSE 值

删失率 方法 200 400

β̂1n(u) β̂2n(u) β̂1n(u) β̂2n(u)

20%
Full 0.024 0.021 0.011 0.010

Proposed 0.036 0.026 0.017 0.012
Naive 0.376 0.783 0.248 0.643

40%
Full 0.022 0.021 0.011 0.010

Proposed 0.068 0.040 0.033 0.018
Naive 1.719 2.567 1.388 2.160

65%
Full 0.022 0.020 0.011 0.010

Proposed 0.428 0.097 0.191 0.043
Naive 17.401 6.710 14.992 6.607

6 实例分析

为说明本文所提方法的效果, 下面我们将上面所提方法应用于弗雷明翰心脏研究
(FHS) 数据集和原发性胆汁性肝硬化 (PBC) 数据集的分析.
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表 4 不同样本量和删失率时, 模型 1 和模型 3 的参数估计在不同点 u 的样本偏差 (Bias), 样
本标准差 (SD), 和渐近根方差的估计的均值 (MSD)

删失率 u
200 400

Bias SD MSD Bias SD MSD

β̂ind
n (u)

20%

0.4 0.037 0.071 0.066 0.028 0.052 0.046
0.8 0.041 0.073 0.067 0.027 0.049 0.046
1.2 0.036 0.072 0.064 0.029 0.049 0.048
1.6 0.032 0.072 0.063 0.025 0.050 0.047

40%

0.4 0.041 0.094 0.080 0.030 0.064 0.058
0.8 0.047 0.090 0.085 0.029 0.065 0.060
1.2 0.044 0.089 0.083 0.030 0.065 0.058
1.6 0.040 0.096 0.082 0.026 0.065 0.056

65%

0.4 0.061 0.165 0.139 0.038 0.115 0.102
0.8 0.070 0.158 0.137 0.045 0.119 0.105
1.2 0.085 0.164 0.143 0.052 0.117 0.103
1.6 0.059 0.165 0.142 0.040 0.115 0.102

β̂dep
n (u)

20%

0.4 0.032 0.069 0.061 0.023 0.046 0.044
0.8 0.027 0.061 0.056 0.022 0.046 0.041
1.2 0.027 0.066 0.059 0.022 0.045 0.043
1.6 0.030 0.061 0.054 0.024 0.048 0.044

40%

0.4 0.043 0.082 0.073 0.031 0.060 0.054
0.8 0.037 0.081 0.071 0.031 0.060 0.058
1.2 0.031 0.087 0.075 0.037 0.058 0.055
1.6 0.032 0.082 0.073 0.033 0.061 0.055

65%

0.4 0.056 0.194 0.171 0.042 0.139 0.127
0.8 0.080 0.190 0.183 0.057 0.142 0.136
1.2 0.084 0.198 0.172 0.062 0.148 0.133
1.6 0.037 0.199 0.165 0.055 0.135 0.120
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图 1 不同方法下模型 1 中函数系数 β(u) 的估计曲线
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表 5 不同样本量和删失率时, 模型 2 的参数估计在不同点 u 的样本偏差 (Bias), 样本标准差
(SD), 和渐近根方差的估计的均值 (MSD)

删失率 u
200 400

Bias SD MSD Bias SD MSD

β̂1n(u)

20%

0.4 0.022 0.138 0.117 0.017 0.101 0.099
0.8 0.021 0.126 0.104 0.027 0.086 0.077
1.2 0.043 0.142 0.120 0.032 0.096 0.087
1.6 0.051 0.125 0.106 0.032 0.088 0.079

40%

0.4 0.034 0.205 0.177 0.031 0.139 0.116
0.8 0.033 0.150 0.126 0.029 0.106 0.088
1.2 0.049 0.197 0.173 0.051 0.142 0.127
1.6 0.054 0.167 0.135 0.036 0.103 0.090

65%

0.4 0.049 0.474 0.346 0.036 0.338 0.285
0.8 0.040 0.236 0.186 0.040 0.174 0.139
1.2 0.053 0.482 0.350 0.074 0.315 0.266
1.6 0.063 0.237 0.183 0.046 0.176 0.143

β̂2n(u)

20%

0.4 0.058 0.144 0.135 0.053 0.100 0.092
0.8 0.045 0.128 0.112 0.036 0.091 0.081
1.2 0.058 0.153 0.138 0.042 0.101 0.098
1.6 0.037 0.127 0.108 0.028 0.087 0.078

40%

0.4 0.066 0.195 0.168 0.063 0.140 0.129
0.8 0.049 0.143 0.121 0.042 0.104 0.087
1.2 0.060 0.202 0.177 0.053 0.147 0.136
1.6 0.041 0.152 0.124 0.039 0.109 0.092

65%

0.4 0.086 0.502 0.388 0.075 0.318 0.289
0.8 0.050 0.243 0.184 0.045 0.186 0.147
1.2 0.072 0.489 0.382 0.065 0.325 0.280
1.6 0.055 0.247 0.182 0.053 0.187 0.142

表 6 不同模型、样本量和删失率下所取的带宽 hn

删失率 方法 200 400

模型 1 模型 2 模型 3 模型 1 模型 2 模型 3

20%
Full 0.130 0.185 0.120 0.105 0.158 0.104

Proposed 0.122 0.195 0.123 0.113 0.168 0.107
Naive 0.248 0.414 0.181 0.199 0.299 0.149

40%
Full 0.145 0.188 0.122 0.104 0.155 0.102

Proposed 0.123 0.221 0.139 0.123 0.184 0.118
Naive 0.623 5.169 0.325 0.272 0.879 0.254

65%
Full 0.167 0.188 0.122 0.104 0.159 0.106

Proposed 0.120 1.528 0.312 0.148 0.768 0.163
Naive 7.372 14.415 8.377 2.163 5.229 3.783
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图 2 不同方法下模型 2 中函数系数 β1(u) 的估计曲线
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图 3 不同方法下模型 2 中函数系数 β2(u) 的估计曲线
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图 4 不同方法下模型 3 中函数系数 β(u) 的估计曲线

6.1 弗雷明翰心脏研究 (FHS) 数据集

我们首先考虑弗雷明翰心脏研究 (FHS) 数据集的分析. 这个数据集来自于美国马萨
诸塞州弗雷明翰社区的心血管疾病 (CVD) 病因学研究. 这是一项关于心血管疾病病因的
前瞻性研究. 我们使用的是这个数据集的一个子集. 该数据集包含 4434 名受试者 1956 年
至 1968 年共 3 个阶段的数据, 其中只有第 3 阶段包含有低密度脂蛋白数据. 故我们仅对
受试者第 3 阶段的数据进行分析. 删除存在缺失值的数据之后, 数据集包含 1021 条记录.
目前已有很多学者分析了该数据. 例如, Atem 和 Matsouaka[21] 研究了低密度脂蛋白和患

者心血管疾病发病年龄的关系; 张堉 等[22] 研究了吸烟对低密度脂蛋白和高密度脂蛋白的

影响.

我们考虑低密度脂蛋白 (Y ) 和发病年龄 (V )、高密度脂蛋白 (Z) 以及每日吸烟数量
(U) 之间的关系. 考虑具有截距项的变系数模型, 即采用模型:

Y = β1(U)V + β2(U)Z + β3(U) + ε

来分析数据, 其中发病年龄 V 被随机右删失, 删失率为 76.7%. 注意在分析前我们对低密
度脂蛋白 Y 取了对数再进行分析.

核函数取为 Gauss核函数. 带宽通过文中所述的 CV方法选取,其值为 3.88. 对 Naive
方法, 经计算得到 CV 带宽为 3.50. 类似于文献 [23] 中的方法, 我们采用均方误差 (MSE)
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来评价模型的拟合精度, MSE 的定义如下:

MSE =
1
N

n∑
i=1

(Yi − Ŷi)
2δi,

这里 N 为未删失记录的个数. 对 i = 1, 2, · · · , n, 当 δi = 1 时,Ŷi = β̂1(Ui)Vi + β̂2(Ui)Zi +

β̂3(Ui), i = 1, · · · , n. 当 δi = 0 时, Ŷi 不用定义, 因为上式中对应的项 (Yi − Ŷi)
2δi = 0. 对

本文所提方法, 经计算得到 MSE 值为 0.068, 对 Naive 方法, 其 MSE 值为 0.071. 图 5 给
出了系数函数的估计曲线, 图 6 是数据拟合的残差图和 QQ 图.
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图 5 弗雷明翰心脏研究数据 β(u) 曲线的估计
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图 6 弗雷明翰心脏研究数据残差图和 QQ 图

从图 5 可以看到, 发病年龄对低密度脂蛋白的影响具有负效应, 且当每日吸烟数量较
小时, 发病年龄对低密度脂蛋白的影响较大. 随着每日吸烟数量增加, 发病年龄对低密度脂
蛋白的影响逐渐减小. 每日吸烟数量不同时, 高密度脂蛋白对低密度脂蛋白的影响变化较
大. 另外从截距项的估计结果可以看到, 每日吸烟数量较多的受试者往往具有较低的低密
度脂蛋白水平.

6.2 原发性胆汁性肝硬化 (PBC) 数据集

接下来, 我们利用所提方法分析原发性胆汁性肝硬化 (PBC) 数据集. 这个数据集来自
于 1974 年至 1984 年进行的梅奥原发性胆汁性肝硬化 (PBC) 临床试验, 数据集及其详细
描述见 http://lib.stat.cmu.edu/datasets. 该数据集存在竞争风险: 肝移植和死亡. 参考文
献 [3] 的方法, 我们考虑生存时间为注册登记到死亡或者肝移植之间的时间, 其中生存时间
因为实验结束被删失. 删除存在缺失值的数据后, 共有 318 个观察值, 删失率为 62.9%.



812 应用概率统计 第 40 卷

类似于文献 [24] 的设置, 我们研究血清胆红素 (Y ), 生存时间 (V ) 和年龄 (U) 之间的
关系. 考虑用下面模型:

Y = β1(U)V + β2(U) + ε

来分析数据. 在分析前对 Y 取对数, 其余设置与 6.1 节相同. 经计算, 对本文所提方法, CV
带宽取为 7.02, MSE 值为 0.780. Naive 方法的 MSE 值为 1.042, CV 带宽为 18.27. 我们
同样给出系数函数的估计曲线, 残差图和 QQ 图, 如图 7–8 所示.
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图 7 原发性胆汁性肝硬化数据 β(u) 曲线的估计
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图 8 原发性胆汁性肝硬化数据残差图和 QQ 图

从图 7 可以看出, 生存时间对血清胆红素具有负效应影响, 随着年龄的增加, 生存时间
对血清胆红素的影响逐渐变小, 而 Naive 的估计结果表明在不同的年龄水平下, 生存时间
对血清胆红素的影响基本相同. 从所提方法的截距项估计结果可以看到, 血清胆红素水平
随着年龄的增大而减小. Naive 方法的截距项估计结果则表示随着年龄的变化, 血清胆红素
水平基本不变.

7 定理证明

下面列出定理成立所需的条件:

(C1) 函数 β(u) 和 σ2(x, u), 以及条件密度 fX|U (x|u), 关于 u 二阶连续可导;

(C2) supx,u E(Y 2|X = x, U = u) < ∞;

(C3) supx,u E
(

ε2

G(V )

∫ V
0 H

−2
(s)dH0(s)

∣∣X = x, U = u
)
< ∞, 且关于 u 二阶连续可导;
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(C4) 变量 U 的密度函数 fu(u) 满足: 0 < infu∈R fu(u) ⩽ supu∈R fu(u) < ∞, 且关于 u 二阶

连续可导;

(C5) 对任意分布函数 L(t), 令 τL = inf{t : L(t) = 1}. 对 V 和 C 的分布函数 F(·) 和 G(·),
有 0 < τ

F
< τ

G
< ∞, 且 F(·) 和G(·) 连续;

(C6) 核函数 k(·) 为有紧支撑的二阶核函数;

(C7) 带宽 hn 满足下面的条件: 当 n → ∞, hn → 0, nhn → ∞, h5n lnn → 0, nh9n → 0.

引理 2 当条件 (C5) 成立时, 有 sup0<t<τF |Ĝn(t)−G(t)| = O
(
n−1/2(lnn)1/2

)
a.s.

证明: 参见 Lo 和 Singh[18] 引理 3 的结论 (a). □

引理 3 在定理 1 的条件下, 对 t < τF < τG, 我们有

√
n
(
Ĝn(t)−G(t)

)
=

1√
n

n∑
i=1

η (Ti, δi; t) + op(1).

证明: 参见 Lo 和 Singh[18] 定理 1 的证明. □

定理 1 的证明: 令 θ(u) =
(
β(u)⊤, hnβ

′(u)⊤
)⊤. 根据式 (3), 有√

nhn
(
θ̂n(u)− θ(u)

)
=

(
1

nhn
X̃uWuX̃u

⊤
)−1 1√

nhn
X̃uWu(Y − X̃u

⊤
θ)

=: An(u)
−1Bn(u). (4)

可以验证得到

An(u) =
1

nhn

n∑
i=1

X̃iX̃
⊤
i ⊗

(
1 (Ui − u) /hn

(Ui − u) /hn {(Ui − u) /hn}2

)
δi

Ĝn(Ti)
k

(
Ui − u

hn

)
.

注意到 δiTi = δiVi, i = 1, 2, · · · , n. 因此有

An(u) =
1

nhn

n∑
i=1

XiX
⊤
i ⊗

(
1 (Ui − u) /hn

(Ui − u) /hn {(Ui − u) /hn}2

)
δi

Ĝn(Ti)
k

(
Ui − u

hn

)
.

由大数定律和引理 2, 可以验证

An(u) = fu(u)

(
Q(u) 0

0 Q(u)k21

)
+ op(1),

这里 Q(u) 的定义在第 4 节给出. 进一步可以得到

A−1
n (u) =

1

fu(u)

(
Q−1(u) 0

0 Q−1(u)k−1
21

)
+ op(1).
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对 Bn(u), 根据 δiTi = δiVi, i = 1, 2, · · · , n, 有下面的展开

Bn(u) =


1√
nhn

n∑
i=1

δi

Ĝn(Ti)
k

(
Ui − u

hn

)
Xi

(
Yi −X⊤

i β(u)−X⊤
i β

(1)(u)(Ui − u)
)

1√
nhn

n∑
i=1

δi

Ĝn(Ti)
k

(
Ui − u

hn

)
Ui − u

hn
Xi

(
Yi −X⊤

i β(u)−X⊤
i β

(1)(u)(Ui − u)
)


=:

(
Bn1(u)

Bn2(u)

)
,

这样我们可以得到 √
nhn

(
β̂n(u)− β(u)

)
=

1

fu(u)
Q−1(u)Bn1(u). (5)

对 Bn1(u), 由 Yi = X⊤
i β(Ui) + εi, i = 1, 2, · · · , n, 有下面的展开

Bn1(u) =
1√
nhn

n∑
i=1

δi
G(Ti)

k

(
Ui − u

hn

)
Xi

{
εi +

1

2
X⊤

i β
(2)(u)(Ui − u)2

}

+
1√
nhn

n∑
i=1

{
δi

Ĝn(Ti)
− δi

G(Ti)

}
k

(
Ui − u

hn

)
Xi

{
εi +

1

2
X⊤

i β
(2)(u)(Ui − u)2

}
+ op(1)

=
1√
nhn

n∑
i=1

δi
G(Ti)

k

(
Ui − u

hn

)
Xiεi

+
1√
nhn

n∑
i=1

δi
G(Ti)

k

(
Ui − u

hn

)
1

2
XiX

⊤
i β

(2)(u)(Ui − u)2

+
1√
nhn

n∑
i=1

{
δi

Ĝn(Ti)
− δi

G(Ti)

}
k

(
Ui − u

hn

)
Xiεi

+
1√
nhn

n∑
i=1

{
δi

Ĝn(Ti)
− δi

G(Ti)

}
k

(
Ui − u

hn

)
1

2
XiX

⊤
i β

(2)(u)(Ui − u)2 + op(1)

=:

4∑
j=1

Bn1,j(u). (6)

对 Bn1,2(u), 由大数定律和随机删失条件, 可得

Bn1,2(u) =
√
nhn

{
1

nhn

n∑
i=1

δi
G(Ti)

k

(
Ui − u

hn

)
1

2
XiX

⊤
i β

(2)(u)h2n

(
Ui − u

hn

)2
}

=
√
nhnE

{
1

hn
k

(
Ui − u

hn

)
1

2
XX⊤β(2)(u)h2n

(
Ui − u

hn

)2
}

+Op(
√

nhnh
4
n)

=
√
nhn

1

2
Q(u)k21fu(u)β

(2)(u)h2n + op(1). (7)
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接下来考虑 Bn1,3(u), 利用引理 2 和引理 3 的结果, 可以得到

Bn1,3(u) =
1√
nhn

n∑
i=1

G(Ti)− Ĝn(Ti)

G(Ti)Ĝn(Ti)
δik

(
Ui − u

hn

)
Xiεi

=
1√
nhn

n∑
i=1

G(Ti)− Ĝn(Ti)

G2(Ti)
δik

(
Ui − u

hn

)
Xiεi + op(1)

=
1√
nhn

n∑
i=1

1

G2(Ti)

1

n

n∑
j=1

η (Tj , δj ;Ti) δik

(
Ui − u

hn

)
Xiεi + op(1)

=
1

n
√
nhn

n∑
i=1

n∑
j=1,j ̸=i

1

G2(Ti)
η (Tj , δj ;Ti) δik

(
Ui − u

hn

)
Xiεi

+
1

n
√
nhn

n∑
i=1

1

G2(Ti)
η (Ti, δi;Ti) δik

(
Ui − u

hn

)
Xiεi + op(1).

由大数定律可以证得
1

n
√
nhn

n∑
i=1

1

G2(Ti)
η (Ti, δi;Ti) δik

(
Ui − u

hn

)
Xiεi = Op

(
1√
nhn

)
=

op(1). 因此我们有

Bn1,3(u) =
1

n
√
nhn

n∑
i=1

n∑
j=1,j ̸=i

1

G2(Ti)
η (Tj , δj ;Ti) δik

(
Ui − u

hn

)
Xiεi + op(1). (8)

对 Bn1,4(u), 由引理 2 的结果可以得出

Bn1,4(u) =
1√
nhn

n∑
i=1

G(Ti)− Ĝn(Ti)

G2(Ti)
δik

(
Ui − u

hn

)
1

2
XiX

⊤
i β

(2)(u)

(
Ui − u

hn

)2

h2n+op(1).

对上式的主项, 考虑其第 l 个分量, 记为 Bn1,4,l(u), l = 1, 2, · · · , p, 可以得到

|Bn1,4,l(u)| =

∣∣∣∣∣ 1√
nhn

n∑
i=1

G(Ti)− Ĝn(Ti)

G2(Ti)
δik

(
Ui − u

hn

)
1

2
XilX

⊤
i β

(2)(u)

(
Ui − u

hn

)2

h2n

∣∣∣∣∣
⩽ sup

0<t<τF

∣∣∣Ĝn(t)−G(t)
∣∣∣ 1

2
√
nhn

n∑
i=1

δih
2
n

G2(Ti)
k

(
Ui − u

hn

) ∣∣∣XilX
⊤
i β

(2)(u)
∣∣∣ (Ui − u

hn

)2

= O
(
n−1/2 ln(n)1/2

)
Op(

√
nhnh

2
n)

由条件 (C7) 可以得到 Bn1,4,l(u) = op(1), 进一步得到 Bn1,4(u) = op(1). 这个结论, 和前面
的式 (6)–(8)一起, 可以得到

Bn1(u) =
√
nhn

1

2
Q(u)k21fu(u)β

(2)(u)h2n +
1√
nhn

n∑
i=1

δi
G(Ti)

k

(
Ui − u

hn

)
Xiεi

+
1

n
√
nhn

n∑
i=1

n∑
j=1,j ̸=i

1

G2(Ti)
η (Tj , δj ;Ti) δik

(
Ui − u

hn

)
Xiεi + op(1)

=
√

nhn
1

2
Q(u)k21fu(u)β

(2)(u)h2n +
2

n
√
n

n∑
i=1

∑
j<i

W (Λiju) + op(1), (9)
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这里 W (Λiju) 可参考第四节给出的定义. 由文献 [25; 第 76 页定理 1] 容易证得定理 1 的
结果. □

8 结论

在本文中, 我们研究了协变量随机右删失时变系数模型的估计问题. 根据文献 [17] 的
方法, 我们利用逆概率加权方法对目标函数进行调整来处理数据的删失, 进而构建了回归
系数的估计, 严格证明了所得估计的渐近正态性. 不同于以往文献 [7–10] 中处理删失协变
量的方法, 本文方法不需要对模型或者出现删失的变量的分布进行任何假设, 从而不存在
模型或分布误定的风险. 数值模拟和实例分析表明本文所提方法具有很好的有限样本性
质. 本文发展的利用逆概率加权调整目标函数来处理协变量删失的方法可以推广至其他模
型, 比如广义线性模型、部分线性模型等.
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Abstract: Data is often right-censored due to loss of follow-up, drop-out from experiments or end of
clinical trials. The treatment of right-censored data has attracted the interest of many researchers. Most
existing studies focus on the cases where the response variable is censored. Predictors in the regression
model may also suffer from right-censoring. However, there are only sporadic works on the treatment
of censored covariates. In this paper, the estimation of a varying coefficient model with randomly right-
censored covariates is investigated. To deal with the right-censoring, we adjust the objective function
directly through an inverse probability weighting, instead of adjusting the right-censored predictor. Es-
timation of the regression coefficient is proposed. The asymptotic properties of the proposed estimator
are rigorously investigated. Numerical simulations and real-data analyses demonstrate that the proposed
method has good finite sample properties.
Keywords: varying coefficient model; local linear method; randomly right-censored covariate; asymp-
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