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混合指数跳扩散模型下交换期权定价
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摘 要: 本文主要研究了在随机利率、随机波动率以及服从混合指数跳扩散模型下交换期权的定价问
题. 考虑到近几年市场上出现了负利率的情况, 本文假设随机利率服从 Hull-White(HW) 模型, 并在
Heston 波动率模型的基础上加入了混合指数跳, 建立了混合指数跳扩散的 Heston-HW(简记为 MEJ-
Heston-HW)模型. 首先,采用测度变换的思路,通过傅里叶变换的方法推导出了交换期权的定价公式；
然后, 基于快速傅里叶算法得到了期权价值的数值解; 最后, 着重分析了随机波动率中的波动项、相关
系数及跳跃强度对期权的价值影响. 在数值模拟中, 本文 MEJ-Heston-HW 模型与双指数跳 Heston-
HW(简记为 DEJ-Heston-HW)模型及 Black-Scholes模型相比, 本文的模型能更好地刻画金融资产价
格的变动, 因此本文得到的 MEJ-Heston-HW 模型下交换期权定价公式更符合金融市场规律, 所得结
果推广了已有的关于交换期权定价的相关结论.
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1 引言

交换期权是一种奇异期权, 是指期权持有者在到期日 T 时有权以一种资产交换另一种

资产. 交换期权的底层标的是互换合约, 通常是利率互换、货币互换或其他商品互换. 交
换期权的买方可以通过支付期权费, 获得未来以一个固定的利率、汇率或价格进行互换的
权利, 而不用承担互换合约的义务. Black 和 Scholes[1] 开创性地推导出了欧式期权的定

价公式, 为期权定价问题奠定了研究的范式基础. Margrabe[2] 首先在 Black-Scholes 模型
(以下简称 BS 模型) 下推导出了交换期权的定价公式, 旨在对冲两种资产相对于彼此的波
动风险, 这种选择对各种常见的金融计划具有重要影响, 但在 BS 模型下考虑的风险资产
价格服从几何布朗运动, 其中波动项与漂移项均为常数. 目前已有很多学者发现金融资产
的价格具有“尖峰厚尾”[3] 的现象, 为了更好的刻画这些特征, 许多学者在几何布朗运动
模型的基础上改变几何布朗运动中的利率与波动率为常数的假设, 并且添加了跳过程, 以
此来更好的刻画资产本身的特征. Heston[4] 假设波动率符合随机微分方程, 在单因素随
机波动率模型下得到了欧式期权的封闭解, 此文中的模型是目前大多数学者们使用的经典
Heston 波动率模型, 并且在这个经典模型的基础上, 学者们做出了许多的改进, 如 Fonseca
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等[5] 将 Heston 模型扩展为多因素波动模型, 并证明了多因素波动扩展后的适用性, He 和
Zhu[6] 在 Heston 波动率模型中的波动率服从马尔科夫链的混合模型下得到了欧式期权定
价的解析公式. 除了波动率外, 随机利率也是一个非常重要的风险项, 最简单亦是最常用的
利率模型是 Vasicek[7] 模型, Vasicek 模型的参数都为常数, 为了使随机利率更加符合市场
规律, John 和 Alan[8] 提出了参数为函数, 利率可能为负的 Hull-White 模型. Cox 等[0] 用

均值回归的平方根过程对利率建模, 提出了具有非负性的 CIR 利率模型. 考虑到近几年某
些地区出现了利率为负的情况[3] , 本文采用 HW 模型描述实际的利率情况.

同时, 在期权定价模型中添加跳扩散模型来描绘金融资产价格的跳跃情况, 也是当前
的研究趋势之一. 跳扩散模型最早由 Merton[9] 将跳过程引入期权定价, 采用复合泊松过
程来模拟股票价格的不连续变化. 在 Merton 的基础上, Kou[10] 提出了双指数跳跃-扩散模
型. 之后 Cai 和 Kou[11] 在 DEJ 模型的基础上提出了混合指数跳扩散模型, 混合指数跳扩
散模型能够近似绝大多数常见的分布. 借鉴他们的思想, 本文采用 MEJ 模型, 以此能够更
好的刻画金融资产的变化. 在目前的模型求解上, 将模型中的常数参数假设改变为随机项
能够更加符合实际中金融资产的特征, 但同时也会使得模型更加的复杂, 从而导致模型的
解析解几乎是不存在的[12] , 因此要借助数值方法来计算. 目前最常用的数值方法有蒙特卡
罗方法与有限差分法, 但蒙特卡罗方法运算工作量过大, 为了得到想要的精度甚至需要进
行上万次的数值模拟运算, 而有限差分法很难处理模型中所含有的跳扩散项. 为了解决这
些问题, 本文借鉴了 Carr 等[13] 的思想, 采用快速傅里叶算法 (以下简称 FFT 算法), 能够
有效的处理模型中跳扩散项产生在偏积微分方程中的积分项, 还能够更加快速有效地模拟
出想要的精度的结果. 王宇帆[14] 在双指数跳模型下研究了交换期权的定价, Ma 等[15] 将

Hawkes 跳扩散模型引入到交换期权的模型中推导出解析定价公式, Puneet 和 Anubha[16]

在随机波动率框架下通过 Duffie 等[17] 的仿射结构解思想推导出了欧式交换期权的定价公

式, Cheang 和 Garces[18] 在随机波动率跳扩散模型下推导出来欧式交换期权的定价公式.

对交换期权的研究, 大多是基于 DEJ 模型或仅考虑随机波动率或随机利率的模型上,
无法较好地刻画真实的金融市场, 本文考虑到关于交换期权定价的文献还未涉及到服从含
混合指数跳、随机波动率与随机利率模型下交换期权的定价问题的研究. 由于新冠疫情的
影响, 在一些国家和地区出现了利率为负的情况, 因此在 MEJ-Heston-HW 模型下研究交

换期权的定价问题十分必要.

综上, 本文研究了 MEJ-Heston-HW 模型下交换期权的定价问题, 采用傅里叶变换的
方法, 得到交换期权的定价公式, 再将本文模型下的交换期权价格与以往模型进行比较, 最
后通过数值分析研究了随机波动率的波动项、相关系数及跳跃强度在本文模型下对交换期

权价格的影响. 与文献 [14] 相比, 本文将双指数跳扩散模型下交换期权的定价问题的研究
推广至混合指数跳扩散模型下交换期权的定价问题的研究; 混合指数跳扩散模型为双指数
跳扩散模型的扩展, 在模型优势上, 混合指数跳的权重可以为负, 并且可以近似任何分布
与 Merton[9] 的正态跳扩散模型, 这些都是双指数跳扩散模型所不具备的. 与文献 [3] 相比,
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本文将 MEJ-Heston-HW 模型下欧式期权定价问题的研究推广至交换期权定价问题的研

究. 与文献 [18] 相比, 文献 [18] 研究了在随机波动率正态跳扩散模型下交换期权的定价公
式, 本文将模型推广至含混合指数跳扩散、随机利率与随机波动率模型下交换期权定价公
式的研究. 本文所得的结果推广了已有的关于交换期权定价的相关结论, 最后通过数值分
析的结果表明本文的结论具有一定的理论和实际意义.

2 模型假设

给定一个完备的概率空间 (Ω,F ,Ft, Q), 其中 Ft 为 σ− 代数流,Q 为风险中性概率测
度, 在此概率空间中本文所有的随机过程都是可测过程.

假设利率模型满足以下的 HW 利率模型

d r(t) = kr(θr − r(t)) d t+ σr dBr(t), (1)

其中 kr 为拉力速度,θr 为长期均值,kr,θr 均为常数.
假设两标的资产的跳扩散过程满足

dSi(t) = Si(t) (r(t)− λihi) d t+ Si(t)
√

vi(t) dBi(t) + Si(t) (ji − 1) dNi(t), i = 1, 2, (2)

其中 {Bi(t), t ⩾ 0} 代表标准布朗运动,{Ni(t), t ⩾ 0} 代表强度为 λi 的泊松过程,vi(t) 为随
机波动率,hi = E(ji − 1), 其中 ji 为标的资产的跳跃幅度, 并且 Bi(t),Ni(t) 都是相互独立

的 (i = 1, 2).
根据 Itô 引理[19] 及定理 8.33[20] 可知 (2) 式可改写为

xi(T ) = xi(t) +

∫ T

t
(r(s)− λihi −

vi(s)

2
) d s+

∫ T

t

√
vi(s) dBi(s) +

NT−t∑
i=1

ln ji, i = 1, 2, (3)

其中 xi(T ) = lnSi(T ),xi(t) = lnSi(t), 并且假设 Z = ln j1,Ẑ = ln j2 为服从混合指数分布

且相互独立的随机变量, 概率密度分别为
fZ(z) = pu1

m∑
k1=1

pk1ηk1e−ηk1zI{z⩾0} + qd1
n∑

k2=1

qk2θk2e−θk2zI{z<0},

f
Ẑ
(ẑ) = pu2

m∑
k3=1

pk3ηk3e−ηk3 ẑI{ẑ⩾0} + qd2
n∑

k4=1

qk4θk4e−θk4 ẑI{ẑ<0}.
(4)

这里为 m 个正半轴的指数分布与 n 个负半轴的指数分布的混合分布, 其中正跳的概
率 pui ⩾ 0, 负跳的概率 qdi ⩾ 0, pui + qdi = 1, i = 1, 2. pk1 ,qk2 ,pk3 ,qk4 ∈ (−∞,+∞)

为混合指数中各个指数权重比率, 满足
m∑

k1=1

pk1 =
n∑

k2=1

qk2 =
m∑

k3=1

pk3 =
n∑

k4=1

qk4 = 1.
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ηk1 ,θk2 ,ηk3 ,θk4 为各指数分布的参数, 并且满足以下约束条件

U1∑
k1=1

pk1ηk1 ⩾ 0, ∀U1 = 1, 2, · · · ,m,

U2∑
k2=1

qk2θk2 ⩾ 0, ∀U2 = 1, 2, · · · , n,

ηk1 > 1, ∀k1 = 1, 2, · · · ,m,

θk2 > 0, ∀k2 = 1, 2, · · · , n.



U1∑
k3=1

pk3ηk3 ⩾ 0, ∀U1 = 1, 2, · · · ,m,

U2∑
k4=1

qk4θk4 ⩾ 0, ∀U2 = 1, 2, · · · , n,

ηk3 > 1, ∀k3 = 1, 2, · · · ,m,

θk4 > 0, ∀k4 = 1, 2, · · · , n.

(5)

通过期望计算公式可以得到
h1 = E (j1 − 1) = E

(
eZ − 1

)
= pu1

m∑
k1=1

pk1ηk1
ηk1−1 + qd1

n∑
k2=1

qk2θk2
θk2+1 − 1,

h2 = E (j2 − 1) = E
(

eẐ − 1
)
= pu2

m∑
k3=1

pk3ηk3
ηk3−1 + qd2

n∑
k4=1

qk4θk4
θk4+1 − 1.

(6)

由 (1)-(6) 式, 我们得到了本文的 MEJ-Heston-HW 模型为
dSi(t) = Si(t) (r(t)− λihi) d t+ Si(t)

√
vi(t) dBi(t) + Si(t) (ji − 1) dNi(t),

d r(t) = kr (θr − r(t)) d t+ σr dBr(t),

d vi(t) = αi (βi − vi(t)) d t+ σi
√
vi(t) dBv

i (t).

(7)

其中 {Bi(t), t ⩾ 0},{Br(t), t ⩾ 0},{Bv
i (t), t ⩾ 0} 都为标准布朗运动, 并有 dBi(t)dBr(t) =

0, dBi(t)dB
v
i (t) = ρi,dNi(t) dNi(t) = 0, 当 i ̸= j 时,dBi(t)dB

v
j (t) = 0, dBi(t) dBj(t) =

0, dNi(t) dNj(t) = 0,i = 1, 2, j = 1, 2.

3 MEJ-Heston-HW 模型下交换期权的定价公式

在风险中性测度 Q 下交换期权的鞅定价公式为

Ct = EQ
[

e−
∫ T
t r(s) d s (S1(T )− S2(T ))

+
∣∣∣Ft

]
. (8)

现将到期支付为 1 的零息债券 P(r, t;T ) 作为计价单位, 通过 Radon-Nikodym 导数[20] 可

得
dQf

dQ =
e−
∫ T
0 r(s) d s

P(r, 0;T ) .
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此时将风险中性测度 Q 变换到远期测度 Qf 下, 此时在 Qf 测度下以零息债券为计价单位

的期权价格就是一个鞅, 通过 (8) 式得到 Qf 测度下的定价公式为

Ct = P(r, t;T )EQf [
(S1(T )− S2(T ))

+
∣∣Ft

]
. (9)

由于利率是不可交换资产, 因此在风险管理和衍生产品定价的研究中, 作为利率的载体—
零息债券, 在随机利率的研究中起着独特的作用, 可以将零息债券看作随机利率的衍生品,
所以在风险中性测度下零息债券 e−

∫ t
0 r(s) d s P(r, t;T ) 为一个鞅.

定理 1 若利率满足 (7) 式中的随机微分方程, 则零息债券 P(r, t;T ) 唯一的仿射结构
解如下：

P(r, t;T ) = eA(t)+B(t)r, (10)

其中A(t) = − σ2
r

4kr

[
e−2kr(T−t) − 1

]
+ σ2

r−k2rθt
k3r

[
e−kr(T−t) − 1

]
+
(
σ2
r−2k2rθt
2k2r

)
(T − t),

B(t) = e−kr(T−t)−1
kr

.
(11)

证明: 根据 Itô 引理, 可知 e−
∫ t
0 r(s) d s P(r, t;T ) 的微分形式为

d e−
∫ t
0 r(s) d s P

= P d e−
∫ t
0 r(s) d s + e−

∫ t
0 r(s) d s d P

= e−
∫ t
0 r(s) d s

[
∂ P
∂t

d t+
∂ P
∂r

d r +
∂2 P
∂r2

(d r)2
]
− e−

∫ t
0 r(s) d s Pr d t

= e−
∫ t
0 r(s) d s

[
∂ P
∂t

d t+
∂ P
∂r

[kr (θr − r) d t+ σr dBr(t)] +
1

2

∂2 P
∂r2

σ2
r d t− Pr d t

]
= e−

∫ t
0 r(s) d s

[
∂ P
∂t + ∂ P

∂r kr (θr − r) + 1
2
∂2 P
∂r2

σ2
r − Pr

]
d t+ e−

∫ t
0 r(s) d s ∂ P

∂r σr dBr(t). (12)

由鞅的性质, e−
∫ t
0 r(s) d s P(r, t;T ) 微分形式中的的漂移项为 0, 因此得到零息债券的 PDE

方程为 
∂ P
∂t + ∂ P

∂r kr (θr − r) + 1
2
∂2 P
∂r2

σ2 − Pr = 0,

P(r, t;T ) = 1.
(13)

根据 Duffie 的仿射结构解思想, 将零息债券的仿射结构解 (10) 式代入 (13) 式得到 ODE
方程 

dA
dt +Bkrθr +

1
2B

2σ2
r = 0,

dB
dt − krB − 1 = 0.

(14)
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根据 P(r, T ;T ) = 1, 可知终值条件 A(T ) = B(T ) = 0, 代入并求解 (14) 式, 得 (11) 式.
将 (11) 式代入 (10) 式, 定理 1 结论成立, 证毕. □

定理 2 若金融市场满足 (7) 式中的模型假设, 则交换期权在 t ∈ [0, T ] 时刻的价格

Ct 为

Ct =
e−ηk

2π

∫ +∞

−∞
e−ivkh(v) d v =

e−ηk

π

∫ +∞

0
e−ivkh(v) d v, (15)

其中

h(v) = P(r, t;T )H ((v − i(η + 1)), (−v + iη);xc1, x
c
2, v1, v2, r, t)

(iv + η)(iv + η + 1)
, i2 = −1,

H (u1, u2;x
c
1, x

c
2, v1, v2, r, t) =

φ1 (u1, u2;x
c
1, x

c
2, v1, v2, r, t)φ2 (u1)φ3 (u2)

P(r, t;T ) ,

φ1 (u1, u2;x
c
1, x

c
2, v1, v2, r, t) = e(C(u1,u2,t)+D1(u1,u2,t)v1+D̂(u1,u2,t)v2+E(u1,u2,t)r+iu1xc

1+iu2xc
2),

φ2 (u1) = e
λ1(T−t)

(
pu1

m∑
k1=1

pk1
ηk1

ηk1
−iu1

+qd1

n∑
k2=1

qk2
θk2

θk2
+iu1

−1

)
,

φ3 (u2) = e
λ2(T−t)

(
pu2

m∑
k3=1

pk3
ηk3

ηk3
−iu2

+qd2

n∑
k4=1

qk4
θk4

θk4
+iu2

−1

)
,

C(u1, u2, t) = −
2∑

i=1

iuiλihi(T − t)−
[
l1(T − t)− l1

k

(
e−kr(T−t) − 1

)]
+ l2

[
(T − t)− 1

2kr

(
e−2kr(T−t) − 1

)
+

2

kr

(
e−kr(T−t) − 1

)]
+

α1β1l3
m

(
ln
(

c1

e−m(T−t) + c1

)
+

1

c1
ln
(
(c1 + 1) e−m(T−t)

e−m(T−t) + c1

))

+
α2β2l4

n

(
ln
(

c2
e−n(T−t) + c2

)
+

1

c2
ln
(
(c2 + 1) e−n(T−t)

e−n(T−t) + c2

))
,

D (u1, u2, t) =
[m− (σ1ρ1iu1 − α1)]

[
e−m(T−t) − 1

]
σ2
1

[(
e−m(T−t) − 1

)
+ 2m

m+σ1ρ1iu1−α1

] ,
D̂ (u1, u2, t) =

[n− (σ2ρ2iu2 − α2)]
[
e−n(T−t) − 1

]
σ2
2

[
(e−n(T − t)− 1) + 2n

n+σ2ρ2iu2−α2

] ,
E (u1, u2, t) =

(
e−kr(T−t) − 1

)
(1− i (u1 + u2))

kr
,

c1 =
2m

m+ σ1ρ1iu1 − α1
− 1, c2 =

2n

n+ σ2ρ2iu2 − α2
− 1,

l1 = θr (1− i (u1 + u2)) , l2 =
σ2 [1− i (u1 + u2)]

2

2k2r
,

l3 =
[m− (σ1ρ1iu1 − α1)]

σ2
1

, l4 =
[n− (σ2ρ2iu2 − α2)]

σ2
2

,
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m =
√
(σ1ρ1iu1 − α1)

2 + σ2
1

(
u21 + iu1

)
, n =

√
(σ2ρ2iu2 − α2)

2 + σ2
2

(
u22 + iu2

)
.

证明: 将 (3) 式代入 (9) 式, 得到远期测度下交换期权的鞅定价公式为

Ct = P(r, t;T )EQf

[
ex2(T )

(
ex1(T )−x2(T ) − 1

)+∣∣∣∣Ft

]
. (16)

由于本文交换期权的定价公式中缺少常数变量, 因此无法使用傅里叶变换与逆变换,
本文所求的交换期权的定价公式为下式含常数变量 k 的鞅定价公式当 k = 0 时的特例

Ct(k) = P(r, t;T )EQf

[
ex2(T )

(
ex1(T )−x2(T ) − ek

)+∣∣∣∣Ft

]
. (17)

因此下文只要求出公式 (17) 式的定价公式, 并将 k = 0 代入即可得到本文模型下交换期权

的定价公式, 接着对 (17) 式进行 Fourier 变换, 为了使 (17) 式为平方可积, 对 (17) 式进行
一个简单的处理, 将 Ct 乘上一个阻尼系数 eηk (η > 0), 得 Ĉ(k) = eηkCt(k), 并对 Ĉ(k) 进

行傅里叶变换得到

h(v) =

∫ +∞

−∞
eivkeηk P(r, t;T )EQf

[
ex2(T )

(
ex1(T )−x2(T ) − ek

)+∣∣∣∣Ft

]
d k

= P(r, t;T )EQf

[∫ x1(T )−x2(T )

−∞
eivkeηkex2(T )

(
ex1(T )−x2(T ) − ek

)
d k

∣∣∣∣∣Ft

]

= P(r, t;T )EQf

[∫ x1(T )−x2(T )

−∞
e(iv+η)k+x1(T ) − e(iv+η+1)k+x2(T ) d k

∣∣∣∣∣Ft

]
= P(r, t;T ) 1

(iv + η)(iv + η + 1)
EQf

[
e(iv+η+1)x1(T )−(iv+η)x2(T )

∣∣∣Ft

]
. (18)

为了求得 (18) 式, 需要求解对数价格 x1(T ) 和 x2(T ) 的特征函数, 即求解

φ (u1, u2;x1, x2, v1, v2, r, t) = EQf
[

eiu1x1(T )+iu2x2(T )
∣∣∣Ft

]
, (19)

通过 Radon-Nikodym 导数将 (19) 式远期测度 Qf 转化为风险中性测度 Q 得

EQf
[

eiu1x1(T )+u2x2(T )
∣∣∣Ft

]
=

1

P(r, t;T ) EQ
[

e−
∫ T
t rs d seiu1x1(T )+u2x2(T )

∣∣∣Ft

]
, (20)

为了处理方便, 将 (3) 式中的跳过程分离开, 设

x1(T ) + x2(T ) = xc1(T ) + xj1(T ) + xc2(T ) + xj2(T ), (21)
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其中跳跃部位为

xj1(T ) =

NT−t∑
n=1

Zn, xj2(T ) =

NT−t∑
n=1

Ẑn,

连续部分为

xci (T ) = xi(t) +

∫ T

t

(
r(s)− λihi −

vi(s)

2

)
d s+

∫ T

t

√
vi(s) dBi(s), i = 1, 2,

接着将 (21) 式代入 (20) 式得到

EQ
[

e−
∫ T
t rs d seiu1xc

1(T )+u1x
j
1(T )+iu2xc

2(T )+i2x
j
2(T )

∣∣∣Ft

]
= EQ

[
e−
∫ T
t rs d seiu1xc1(T ) + iu2x

c
2(T )

∣∣∣Ft

]
EQ
[

eiu1x
j
1(T )

∣∣∣Ft

]
EQ
[

eiu2x
j
2(T )

∣∣∣Ft

]
= φ1 (u1, u2;x

c
1, x

c
2, v1, v2, r, t)φ2 (u1)φ3 (u2) . (22)

首先求解 (22) 式的前半部分, 要证 e−
∫ t
0 r(s) d sφ1 (u1, u2;x

c
1, x

c
2, v1, v2, r, t) 为鞅, 设 0 ⩽

t1 ⩽ t ⩽ T , 得

EQ
[

e−
∫ t
0 r(s) d sφ1 (u1, u2;x

c
1, x

c
2, v1, v2, r, t)

∣∣∣Ft1

]
= EQ

[
EQ
[
e−
∫ T
0 r(s) d seiu1xc1(T ) + iu2x

c
2(T )

∣∣∣Ft

]
Ft1

]
= EQ

[
e−
∫ T
0 r(s) d seiu1xc

1(T )+iu2xc
2(T )

∣∣∣Ft1

]
= e−

∫ t1
0 r(s) d s EQ

[
e−
∫ T
t1

rs d seiu1xc1(T ) + iu2x
c
2(T )

∣∣∣∣Ft1

]
= e−

∫ t1
0 r(s) d sφ1 (u1, u2;x

c
1, x

c
2, v1, v2, r, t1) . (23)

根据 Itô 引理, 可知 e−
∫ t
0 r(s) d sφ1 的微分形式为

d e−
∫ t
0 r(s) d sφ1

= e−
∫ t
0 r(s) d sdφ1 + φ1 d e−

∫ t
0 r(s) d s

= e−
∫ t
0 r(s) d s

(
∂φ1

∂t
+

2∑
i=1

(
∂φ1

∂xci
)
(
r − λihi −

vi
2

)
+

2∑
i=1

vi
2

∂2φ1

∂(xci )
2

+

2∑
i=1

ρiσivi
∂2φ1

∂xci∂vi
+

2∑
i=1

∂φ1

∂vi
[αi (βi − vi)] +

2∑
i=1

σ2
i vi
2

∂2φ1

∂v2i
+

∂φ1

∂r
[kr(θr − r)]

+
σ2

2

∂2φ1

∂r2
d t− rφ1) +

2∑
i=1

∂φ1

∂xci

√
vi dBi(t) +

2∑
i=1

∂φ1

∂vi
σi dBv

i (t) +
∂φ1

∂r
σr dBr(t). (24)



宋瑞丽, 卢义陈: 混合指数跳扩散模型下交换期权定价 9

当 t = T 时,φ1 (u1, u2;x
c
1, x

c
2, v1, v2, r, T ) = eiu1xc

1(T )+iu2xc
2(T ), 由鞅的性质可知 (24)式的漂

移项为 0, 所以得到 PDE

∂φ1

∂t +
2∑

i=1

∂φ1

∂xc
i

(
r − λihi − vi

2

)
+

2∑
i=1

vi
2

∂2φ1

∂(xc
i )

2 +
2∑

i=1
ρiσivi

∂2φ1

∂xc
i∂vi

− rφ1

+
2∑

i=1

∂φ1

∂vi
[αi (βi − vi)] +

2∑
i=1

σ2
i vi
2

∂2φ1

∂v2i
+ ∂φ1

∂r [kr(θr − r)] + σ2
r
2

∂2φ1

∂r2
= 0,

φ1 (u1, u2;x
c
1, x

c
2, v1, v2, r, T ) = eiu1xc

1(T )+iu2xc
2(T ).

(25)

根据 Duffie 的思想, 设仿射结构解的形式为

φ1 (u1, u2;x
c
1, x

c
2, v1, v2, r, t) = e(C(u1,u2,t)+D(u1,u2,t)v1+D̂(u1,u2,t)v2+E(u1,u2,t)r+iu1xc

1+iu2xc
2)

(26)
将 (26) 式的仿射结构解代入 (25) 式, 可以得到以下 ODE

∂D
∂t + (iu1)

2−(iu1)
2 −Dα1 +

1
2σ

2
1D

2 + ρ1σ1 (iu1)D = 0,

∂D̂
∂t + (iu2)

2−(iu2)
2 − D̂α2 +

1
2σ

2
2D̂

2 + ρ2σ2 (iu2) D̂ = 0,

∂ E
∂t +

2∑
i=1

iui − kr E−1 = 0,

∂C
∂t −

2∑
i=1

iuiλihi +Dα1β1 + D̂α2β2 + E θrkr +
1
2σ

2
r E2 = 0.

(27)

当 t = T 时得终值条件,C(u1, u2, T ) = D(u1, u2, T ) = D̂(u1, u2, T ) = E(u1, u2, T ) = 0 此

时求解得 
D(u1, u2, t) =

[m−(σ1ρ1iu1−α1)][e−m(T−t)−1]
σ2
1

[
(e−m(T−t)−1)+ 2m

m+σ1ρ1iu1−α1

] ,
D̂(u1, u2, t) =

[n−(σ2ρ2iu2−α2)][e−n(T−t)−1]
σ2
2

[
(e−n(T−t)−1)+ 2n

n+σ2ρ2iu2−α2

] ,
E(u1, u2, t) = (e−k(T−t)−1)(1−i(u1+u2))

kr
,

(28)

其中 m =
√

(σ1ρ1iu1 − α1)
2 + σ2

1

(
u21 + iu1

)
, n =

√
(σ2ρ2iu2 − α2)

2 + σ2
2

(
u22 + iu2

)
.

将 (28) 式代入到 (27) 式得到

C(u1, u2, t) = −
2∑

i=1

iuiλihi(T − t)−
[
l1(T − t)− l1

kr

(
e−kr(T−t) − 1

)]
+ l2

[
(T − t)− 1

2kr

(
e−2kr(T−t) − 1

)
+

2

k

(
e−k(T−t) − 1

)]
+

α1β1l3
m

(
ln
(

c1

e−m(T−t) + c1

)
+

1

c1
ln
(
(c1 + 1) e−m(T−t)

e−m(T−t) + c1

))
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+
α2β2l4

n

(
ln
(

c2
e−n(T−t) + c2

)
+

1

c2
ln
(
(c2 + 1) e−n(T−t)

e−n(T−t) + c2

))
(29)

下面求解跳过程的特征函数, 有

φ2 (u1) = EQ

e
iu1

NT−t∑
n=1

Zn

∣∣∣∣∣∣Ft


= eλ1(T−t)

[
EQ

(eiuZ)−1
]

= e
λ1(T−t)

(
pu1

m∑
k1=1

pk ηk1
ηk −iu1

+qd1

n∑
k2=1

qk2
θk2

θk2
+iu1

−1

)
, (30)

φ3 (u2) = EQ

e
iu2

NT−t∑
n=1

Ẑn

∣∣∣∣∣∣Ft


= eλ2(T−t)

[
EQ

(eiuẐ)−1
]

= e
λ2(T−t)

(
pu2

m∑
k3=1

pk3
ηk3

ηk3
−iu2

+qd2

n∑
k4=1

qk4
θk4

θk4
+iu2

−1

)
. (31)

此时将 (22), (26), (28), (29), (30), (31) 式代入到 (20) 式可得

EQf
[

eiu1x1(T )+iu2x2(T )
∣∣∣Ft

]
=

1

P(r, t;T ) EQ
[

e−
∫ T
t rs d seiu1x1(T )+iu2x2(T )

∣∣∣Ft

]
=

φ1 (u1, u2;x
c
1, x

c
2, v1, v2, r, t)φ2 (u1)φ3 (u2)

P(r, t;T ) , (32)

将 (32) 式代入 (18) 式可得

h(v) = P(r, t;T )H ((v − i(η + 1)), (−v + iη);xc1, x
c
2, v1, v2, r, t)

(iv + η)(iv + η + 1)
,

又 Ct = e−ηkĈ(k), 所以傅里叶逆变换得到交换期权的定价公式为

Ct =
e−ηk

2π

∫ +∞

−∞
e−ivkh(v) d v =

e−ηk

π

∫ +∞

0
e−ivkh(v) d v.

此即为 (15) 式, 定理 2 成立, 证毕. □
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4 FFT 算法的定价公式

根据 Carr 等[13] 的思想可知 FFT 算法是计算以下公式的有效算法

w(k) =

N∑
j=1

e−i 2π
N

(j−1)(k−1)x(j), k = 1, · · · , N. (33)

此时将 (15) 式转化为适合 FFT 算法计算的形式, 设

vj = ξ(j − 1), j = 1, · · · , N,

其中 ξ(ξ > 0) 为 vj 的离散步长.

将 vj 代入 (15), 通过梯形法得到

Ct(k) =
e−ηk

π

N∑
j=1

e−ivjkh (vj) ξ, (34)

此时将 k 分割成 N 个间隔大小为 ω 的区间, FFT 会根据 N 个不同的敲定价得到不
同的期权价格, 并令 k 的取值范围为 [−b, b], 则 kl = −b + ω(l − 1), l = 1, · · · , N, 此时

b = Nω
π

, 将 kl 代入 (34) 式得

Ct(kl) ≈
e−ηkl

π

N∑
j=1

e−ivj(−b+ω(l−1))h (vj) ξ (35)

接着将 vj 代入 (35) 式得

Ct(kl) =
e−ηkl

π

N∑
j=1

e−iξω(l−1)(j−1)eibvjh (vj) ξ, (36)

为了更加准确的计算结果, 通过 Simpson 法则对 vj 的离散步长进行修正, 得到期权价
格为

Ct (kl) =
e−ηkl

π

N∑
j=1

e−iξω(l−1)(j−1)eibvjh (vj)
ξ

3

(
3 + (−1)j − δj−1

)
, (37)

其中 δj−1 为 Kronecker 函数.

将 kl=0 代入 (37), 得到数值解为:

Ct =
1

π

N∑
j=1

e−
2πi
N

(l−1)(j−1)eibvjh (vj)
ξ

3

(
3 + (−1)j − δj−1

)
. (38)
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5 数值模拟

本节数值分析提出了各种模型参数对期权价格的影响, 对于基本参数的假设如下：

假设 1 m = n = 2, r = 0.05, kr = 1.2, θr = 0.05, σr = 0.01, σ1 = 0.1, σ2 = 0.15, β1 =

0.5, β2 = 0.5, v1 = 0.2, v2 = 0.25, α1 = 2, α2 = η = 3, λ1 = λ2 = 2, pu1 = 0.4, qd1 =

0.6, pk1 = qk2 = 0.55, pu2 = pk3 = qk4 = 0.6, qd2 = 0.4, ηk1 = 30, ηk3 = 20, θk2 = 15, θk4 =

10, ρ1 = ρ2 = −0.6, S1 = S2 = 10, T = 1, t = 0,

对于快速傅里叶算法本文取 N = 2048, 离散步长取 ξ = 600
N , 并在分析某个参数时其

他参数保持不变.
首先, 将本文模型下的交换期权价格与 BS 模型和双指数跳扩散模型下的交换期权

价格进行比较.BS 模型中, 标的资产的两个波动率与两个标准布朗运动的相关系数都设为
0.5, DEJ-Heston-HW 模型中, 双指数跳扩散项的指数参数都设为 5, 运用 MATLAB 绘
制出随时间 T 变化的交换期权价格走势图, 如图 1 所示. 可以看出, 本文采用的 MEJ-
Heston-HW 模型与 DEJ-Heston-HW 模型的价格在前半段几乎重合, 但随着时间的增加,
DEJ-Heston-HW 模型的价格及其价格增长率均低于本文模型, 并且这两个模型的价格较
BS模型的价格都偏高,因此随机利率、随机波动率及服从混合指数跳扩散的 MEJ-Heston-
HW 模型会导致期权价格大幅上涨.MEJ-Heston-HW 模型中的混合指数跳扩散含指数权

重比例较 DEJ-Heston-HW 模型中的双指数跳扩散的随机性更强, 对应于股票价格的变化
水平意味着看涨期权的发行人需要更高的风险成本来购买股票. 因此, 对交换期权价格的
影响在到期时间 T 较大时变得更加明显, 导致卖方会期望更高的溢价来补偿价格的变动风
险.

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

T

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

3.2

3.4

图 1 本文模型与 B-S 模型和 DEJ-Heston-HW 模型下交换期权价格对比

图 2 给出了交换期权价格与随机波动之间的关系. 从图 2(a) 中可以看出交换期权的
价格与两个资产的波动率都呈负相关. 图 2(b) 图 2(c) 中可知更长的到期时间意味着合同
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中的时间价值更高, 从而导致更高的保费, 因此交换期权的价格也会随之增高.

-0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

3.905

3.91

3.915

3.92

3.925

3.93

3.935

3.94

3.945

3.95

3.955
1

2

(a)

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6

T

2.8

2.9

3

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

1 2

1 2
=0.15

1 2
=0.15

1 2
=0.15

(b)

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6

T

2.8

2.9

3

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

1 2
=0.1

1 2

1 2
=0.2

1 2
=0.3

1 2
=0.4

(c)

图 2 本文模型下交换期权价格与波动率 σ1, σ2 的关系

图 3中给出了交换期权价格与相关系数之间的关系,通过图 3可以观察到相关系数 ρ1

对期权价格有积极的影响, 而价格对于相关系数 ρ2 是稳健的. 图 4 给出了跳跃强度对交换
期权的价格的影响, 从图 4 可以看出第一个资产跳跃强度与期权价格的相关性较第二个标
的资产跳跃强度的相关性高. 当跳跃强度增加时, 期权的价格上涨, 这是由于随着跳跃强度
的增加, 标的资产的价格波动变大使得期权获利的机会更大, 从而导致期权价格的上升, 这
种情况是合乎逻辑的. 由图 5、6 可以看出交换期权的价格随着到期时间的增加而增加, 交
换期权的价格与跳跃强度呈正相关, 更高的跳跃强度导致更大的期权价格.
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图 3 相关系数 ρ1, ρ2 对交换期权价
格影响
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图 4 跳跃强度 λ1, λ2 对交换期权价
格影响
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变化
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变化

图 7 给出了交换期权价格与 MEJ-Heston-HW 模型跳扩散项中上跳概率 pu1 , pu2 与

指数参数 ηk1 , ηk2 , θk3 , θk4 的关系, 从图中可以观察到交换期权价格与上跳概率 pu1 , pu2 呈

现负相关. 交换期权价格随混合指数跳中指数参数 ηk1 , ηk2 , θk3 , θk4 的增大而减小. 由此,
投资者对交换期权进行交易时, 不但要关注平稳状态下系统性的风险, 还要关注因为突发
事件导致的股价产生的跳风险, 这样才能进行有效的金融风险管理.
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图 7 本文模型下交换期权价格与混合指数跳参数 ηk1 , ηk2 , θk3 , θk4 的关系

6 结论

本文研究了在 MEJ-Heston-HW 模型下的交换期权定价问题, 给出了服从本文模型下
资产特征函数的计算方法, 利用傅里叶变换得到了 MEJ-Heston-HW 模型下交换期权的

定价公式, 通过应用 FFT 算法来得到了交换期权的数值解, 通过数值模拟比较了 MEJ-
Heston-HW 模型与 DEJ-Heston-HW 模型、BS 模型的交换期权价格, 研究讨论了 MEJ-
Heston-HW 模型中参数 σ1, σ2,ρ1, ρ2,λ1, λ2,ηk1 , ηk2 , θk3 , θk4 对交期权价格的影响. 结果显
示, 这些参数对期权定价具有重要影响, 并且符合实际金融市场的规律.
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Exchange Option Pricing under the Hybrid Exponential
Jump Diffusion Model

SONG Ruili LU Yichen

School of Applied Mathematics, Nanjing University of Finance and Economics, Nanjing, 210023, China

Abstract: This paper deals with the pricing of exchange options under the stochastic interest rate,
stochastic volatility and mixed exponential jump diffusion model. On the basis of Heston volatility model,
random interest rate and mixed index jump diffusion are introduced, and considering the negative interest
rate in the market in recent years, this paper assumes that the interest rate model satisfies the Hull-White
process (H-W), and establishes the mixed index jump Heston-HW (MEJ-Heston-HW) model. By using
the idea of measure transformation, deduced the pricing formula of exchange options by Fourier transform
method. Finally, based on the fast Fourier algorithm, the numerical solution of option value is obtained,
and the influences of fluctuation term, correlation coefficient and jump intensity in random volatility on
option value are emphatically analyzed. Compared with the double exponential jump Heston-HW model
(DEJ-Heston-HW) and Black-Scholes model, the MEJ-Heston-HW model can better describe the price
changes of financial assets in numerical simulation. Therefore, the exchange option pricing formula under
the MEJ-Heston-HW model is more consistent with the law of financial market, and the obtained results
extend the existing conclusions on exchange option pricing.
Keywords: exchange options; mixed exponential jump diffusion; H-W random interest rate; fast Fourier
algorithm
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