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摘 要

本文首先构造了保险的随机过程模型
�

即随机赔偿和随机折现的双随机模型
�

运用测度扩张

理论将赔偿过程发展为随机赔偿测度
，

在模型的基本假定之下研究赔偿过程的性质
，

给出保险和

年金的测度表示以及诸多精算公式
�

最后针对随机利率的 〔�翻��过程模型得到 ���川模型随机赔

偿测度的现值矩发展了���中的主要结果
�

关健词
�
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，
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，
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，
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过程
，

����
� �����过程

，

���，，�����卜������，、�����过程
�

挂�
�

引 言

人寿保险与养老金保险本质上依赖于人的生存或死亡的赔付问题
，

随机分析方法 自然成为重

要的数学工具
��

�

��������
，
�

�

���������把收人和支出形成的赔偿流看作实直线上的测度
，

并从一

组基本原则出发
，

提出了用于赔偿测度估值的相容性原则
，

给出了能把赔偿测度表示为正的折现

函数关于赔偿测度积分的正则条件
�

本文给出更一般的随机赔偿测度
�

卯中运用测度扩张理论将赔偿过程发展为随机赔偿测度
，

给出通常年金的测度表示
，

特别对

广泛用于健康保险
、

人寿保险
、

疾病保险
、

养老金保险的�
。�����模型及其测度表示考查一般连续

保险情形
�

互�在随机赔偿测度和随机折现的基本假定下
，

研究赔偿过程的性质
，

得到诸多精算公式
�

在一般保险文献当中
，

利率被假定为常数
�

但是保险精算的首要问题是未来利率的随机本质

必然决定保险公司的偿还能力估值或应急准备金估值
，

而且由利率产生的风险较之因赔偿产生的

风险可能更月
�】

�

一般而言
，

随机利率有两种模型
，

一是利率力随机模型
，

二是利率力累积函数模型
�

对此
、

������，，� �‘，����，�
、

������
，

��
�

����
�

【�������都有深人研究
�

在钊 中针对随机利率的����
���过程模型得到 �����模型随机赔偿测度的现值均值以及某些

随机赔偿测度的现值矩
，

并在利率力的 ���一，、 。 �
过程 ��

，��。 �。 ��。 过程
，
���������，卜互����������过程予

以具体表述
，

同时发展了���中的结果
�

挂�
�

随机赔偿测度

假定�。
，

下
，

日 为一带流 尸 � �凡�
���，的完备概率空间

�

下的子 。 一

代数流�尺�
，�。 满足通常条

件
�

��� 递增性
�

�三
、
三�

幼 兀 �只
�

��� 完备性
�

万，
包含 厂中的一切零测度集

，

厂 � 多
�

氏 二 � 少
‘

本文 ����年 �月 ��日收到
�

�，，�年 �月 ��日收到修改稿
�



��� 右连续性
�

�� 〔 �� ，

无 � 几十 � �凡
材 � 亡

设实直线 �表示时间
，

�� 任 尺以 川��表示时间区间�一��
，

��上的随机赔偿
�

实际上
，

研究的赔

付问题发生在参考时点�之后
，

所以����即是在��
，

��上的随机赔偿
�

采用上述形式主要考虑测度

扩张
�

假定随机赔偿过程 �川���
，〔 。 十关于概率空间�。

，
下

，

��是右连续的有限变差过程
�

��亡�� ����一 �了��� ��全

������
��。 ，

�〔了����
。�。
都是右连续

、

非负
、

非降
、

有限值且关于�几
，
厂

，
��适应的随机过程

�

其中

���右连续指轨道的右连续
，

这意味着赔付到期或其后的短时期内
，

接受人 自由支取
�

���通常条

件几包含��
，

��内赔偿和利息的全部信息
�

��� 在川��二 域��一 ��’��中
，

侧��表示在��
，

��内承保

人的支出
，
���表示在��

，

门内的收人
�

定理�
�

� 随机赔偿过程�例���
��。 可唯一扩张成侧助上的随机测度

，

记为召
，

即

��� 钩 任 。 ，

侧。 ，

��是 侧助 上 。 一有限测度
�

��� �丁 〔 城用
，

侧
。 ，
了�是 �几

，
下�上的随机变量

�

证明
�
显然

�

�参阅����
，
�����

�

该定理对�以���
。�。
也成立

，

由此得到

定理��� 随机赔偿过程 �川���
��。 可唯一扩张成 侧卿 上 。 一

广义测度
，

简称随机赔偿测度
，

记为 河 二 � 一 �
�

以 � 表示随机赔偿测度集合
�

记 滋护�。 �� �
�

�。 �一 滋卜�。 � �，任 ��
， 、 任 ‘� �，�、 �� ��〔 ��

，

�梦�、 �并。�
，

类似川中

结论有

定理 �
�

�

��� 钩 〔 ‘�， �几�。 �至多可数
�

��� 饰 〔 ‘�， 。 一

有限广义测度 月�、
， 。
�可唯一分解成

八�留
， 一

�� 月
广

�、
，�

�� 八��、
， 一

�

这里
，

滋�
恤

，
丁�� 月�。

，
�， ‘、 �门丁�� 艺 川�。 � �，� 。 召�尺�

·

�〔 �� 月 �“ �门��

���� 八恤
， 。
�可唯一分解成

月
户

�、
， 一

�� 月
� �

�留
， �

�� 八
尸�

�。
， �

�

其中
，
八

� 亡

�、
，
丁�� 介��

� 户

�、
， ‘��‘ �丁 任 召���是 月

亡

�。
， 一

�中的绝对连续部分
，

而 �
亡‘

�、
， 一
�是集

中在 ��������� 零测度集的奇异连续部分
�

证明
�
参阅 【��的证明类似得到

�

挂�
�

随机测度表示

离散随机测度

简单的非平凡赔偿测度 〔‘�

，����、、��

��

寿回
一

����李 钩 〔 ‘�，
丁 任 召�尺� ���

上述测度表示只在 �处赔偿�元
，

记 月�、
， 。
�� 阮

�
�哟

， �。�司 是在 �处的单位原子测度
�



��� 分期赔偿离散测度川在时点 �‘ ， ‘ � �
，

�� 二 处赔偿�
‘元

，

则赔偿测度

，�。
，�

�� 艺
�‘��

�

�。 � 钩 〔 。
���

籍此得到通常年金和保险的测度表示
�

��� 每年支付一元
，

年内 。 期期首支付的
，�
年期年金测度滋满足

月�

�。 �� 河�。
，

��
，
忿��

【���」� �

刀蕊
�

，�
�目 � � ���

如果 �� 二 �即为 。
年期初付年金

， 。 二 �� 变成永久年金
�

��� 每年支付一元
，

年内 。 期期末支付的 ，�
年期年金测度 滋 有

，�
�。 卜 ，�。

，【。 ，‘�卜旱八
�� 、 。 。

���

如果 ��二 �即为
，�
年期延付年金

�

��� 设 �表示�
二
�岁人的剩余寿命

，

在其生存期间 �‘ �二 �
，
�… 处赔偿��

�

的随机赔偿测度

月�、
， 一

��艺 “���，，

�。 ���
���二】 如 〔 几，

���

由此得到

��� 。 年定期生存年金随机侧度滋满足

、��产、�，了力�门�了
口‘、亨�了、

期初
�

期末
�

月�

�。 �

只 。
�。 �

��‘�� ，�八�
，‘
���

�‘���
，�
���

取
，、

特别

��� 成为终身年金
�

一般保险的测度表示参考�����������������容易得到
�

连续随机测度

给付率 城
、
��

、 任 ��� 的
，�
年期变额连续年金测度

产八
，‘

月，
�‘ ����

右�
”
��

“

二田��

���

��
�
�� �时

，

入�

�。 �� ��
，�
为

，‘
年连续年金川

�

，�� ��� 时变为终身年金
�

��� 给付率 坷����
， 任 ��� 的

，‘
年期变额连续生命年金随机测度

产��
”
乃

只，
�‘ �二��

吞�“��“ ���

同样
， � � �� 时为终身生命年金

�

城��二 �时为 ��
年期连续水平年金

�

��� 一般年金探险模型 �
����

，
�

�

�
�

�����

�一� 基本模型 设保单自生效之 日起��二 ��
，

其可能发展状态 三 � ��
，
�

，
�

，

一讨
�

于状态�
，

任何时间保单只处于一种状态
，

所给的赔偿有两种
�

��� 普通寿命年金 在时间区间���
，

��
，

只要逗留状态， 。 三
，

则连续赔偿年金 滋����

��� 普通保险 若在 ‘时发生状态转移 ，� ���，笋���
，

则赔偿心
。��� 元

，

这里弓
、�

值函数
�

�二� 随机赔偿测度

在 �时处

一湘����
��为有限



随机过程 �抓���
��。
表示保单的发展状态

，

假定

个转移
， 二
���二 �

�

记叽
、 ���表示 【�，

��内发生 �一 �

�
�����

�� 。 右连续
。

在任何有限区间只有有限

的次数
，

即

�，、���� ��
� 任 【�，

���
二
�
�一�� 夕

， �
·

�
�
�� �

，
� 玛

、 ���� � �夕笋�
‘
�

则随机赔偿测度

‘ ·
艺怀

�

艺 儿
、

� ����
�〔 三 九 �尹�

其中
，
�月，
�‘�� ��

二����，��月��‘�
，

以
，、�‘��

�

孚
。
�‘��妈

、 �‘�
，
���

��‘�表示在�‘
，‘ � �‘�内的跳跃数��

或 ��
�

如果 �时保单处于状态 �〔 三投保人连续上缴保险费
，

缴纳率为�
‘
���

，
�‘���非负

，

且为有限值

函数
，

则

“ �

艺�
，， �

艺 ，，、

�
����尹�

一

艺民 ����

其中 �民���

��曰�

� ��
二�，�二 ‘�占‘������

�

模型不仅可以刻划健康保险
，

人寿保险
，

疾病保险
，

养老金保险
，

而且也涵盖一般非寿

险情形
，

同时一般保险�连续情形�的随机测度表示容易表述
�

例如

��
�

��
。
年期养老金 �以下均没有考虑缴纳保险费

，

而且 之� ��

八�

�公�� ��一
��
���

，�
夕兰�� ����

��
�

��
�
年期定期保险

月�

�。 �� ��
，�
全�全二� ����

��
�

��� 。
年期两全保险

月�

�、 �� ��二夕 � 。 �� ��一
，‘
���二 八

�七。 � ����

��
�

�� 广义寿险 �受保人在 �时死亡
，

承保人即付 ‘ ‘

���元�

月。
�。 �� �了�����

�全二� ����

芬� 赔偿过程的基本性质和精算公式

假定 � 随机折现函数 � � �试�
‘�。
是正的

，

有界且关于基本概率空间 旧
，

买
，

玛 适应的左

连续随机过程
，

���� 三 �
�

以�表示上述随机折现全体
�

假定 � 随机赔偿测度 滋 任 艺 满足

未
�，，“��

�、 ，，� · 钩 任 几

即按轨道的���〕 ������
一��问�，���积分存在

�

以后所考虑的随机折现函数和随机赔偿测度都满足假

定 �
，

假定�
�

定义 �
�

� 随机赔偿测度 月 〔 艺 ，

对于集合 ￡任 召�尺��
，

其在 �时的现值 ��
������、������。�

���
，，�卜贵关

讯帆 ����



显然
，

在上述假定下 ���
，
滋�在轨道的������������������

�
积分意义下存在且为随机变量

�

引理�
·

� 对于 滋 任 �
，
� 任�

，

令 �
�
�‘ ��五

。 ，
����‘ �以

·

�‘ �
，

钩 〔 。 ，

则

�� ��小全。

如果滋连续
，

由于

为有限变差过程
�

则八也连续
�

、��尹、�产，几勺曰了
‘�、�了、

证明
�

今
‘。 ，·

未
，
�〕��“ ，“

·‘。 ，· �
�

�’��。 �‘ 。 �。 ���
�

����
。 �、 。 �。 �

��认亡� ���
，亡�

一

兀
�
�〕��� ‘。 ，“氏 ‘。 ，一

兀
，，〕��� ‘公，��� ‘。 ，

则知�
�
�司 为两个不减函数之差

，

由���哟和 ���司的右连续性
，

则

�� ���
△亡��

� 为 �认�
��。
的上界

，

所以人
。 ，。

的证明类似���
�

�，��‘ ���
·

�‘ �三娜��夙
�‘ ，

�
‘ �一 “ ‘

�‘ ��一 ”

����
。 �����司 右连续

，

同理可证其它项右连续
，

由此得到���
，

���

山�产

�六

定理�
�

� 如果随机折现函数 � �

铸�目��月
，

�。 �� 一
，。 】

��。 �以
�

�。 �� 一

，�‘
�

�认�
��。
为非增过程

，

则对任意 � 任 �
，
� 〔 �

，
�� 。

滋
，一
�。 �����。 �� 滋

，‘

�。 �认
‘

�公�一 只
�一

�。 �认�。 � ����

滋
，一
�。 �����。 �� 滋

。 一
�、 �沁�。 �一 �

�一

�‘ �认�。 � ����

���川

产

了九
‘ �

�斗
广了九�
�

了九
�

证明
�
由假定 �和分部积分公式容易得到����和 ����

�

推论�
�

� 如果 � � ���
��。 非随机

，

且为标准形式 ��，��
��，��一兀‘�

�
��

、
�

，

则

、了��、、�产�口八曰，几�乙�了、口吸了、��
、
�滋

。

�、 �
·

关月
，一
�。 ���

�
�占�

�
��

� � 滋
，‘
�‘ ���

，‘
�一 滋

�一
�。 �����

��
·
�。

·

�公，一

滩
，��
�
河

�一
�。 ���

、
�石�

�

��
� � 月

，‘ 一
�。 ���

，，
�一 滋

�一
�‘ �����

人了飞�人
‘

推论�
�

� 如果 认�、 ��
����一几占�

�

��
�
�

，

这里 �石
�

�
��。 非负

，

且对任意 ‘ 七�
，

兀石�
。
��

� � ��
，

随机赔偿测度只与�石小�。
相互独立

，

则有

、‘口产、直�少�几�‘�一�曰
了‘�、百�了、�“儿 ·

厂
�以

， �

关
”

�滋
，一 ���石

，

��
、 � �滋

。
�硫 一 �风，一 ��

�滋
，一 ����石

�

��
。 �以

。 一 �硫 一 �月。一�认

了了印
�

�寿��卜工

、产�口、尹��八���‘�山
了�、了‘�、

特别
，

认 � 。 ， � ��一��一石��时
，

就有

〔

滩
，�‘，巧“

’

〔

滩
，，�、巧“

’

��
�� 。 ，

占�� �以
，‘ 。 �� 一 �滋�一 。 玄

�滋
，� 。 ，

占“ � � 〔滋。 一 �“ 一 〔月卜护

厂夕六了夕六
一一一一

利用上述结论于某些随机赔偿测度和具有常数利率力的折现函数
。 ， 二 ����一沉�可以得到许多精

算公式
，

如



��

�
‘

��下

石哈 � ” �

� �

�、 �
。 �

石��“�可�
，‘��

� ，�俨 � 汀��������往�共
���

�二 � 石几

卜
。 〔 二 一龙

�

可

二 �几�
� 石万

�

二 二
子 ���

，��，���工月月��口魂二�‘人勺五
�����‘�‘�，�‘

、了��、�‘产、，，产、��户、��、、��
��山
���任﹄匀月�

了�

吸
、了��、了��、�了、百�了、了百�、

公式的精算意义可参阅���
，
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