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扩散速度有限的多物种反应扩散过程的

存在性及唯一性

唐 守 正
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县� 引 言 和 符 号

反应扩散过程的实际背景见 〔�� ， 〔�〕
�

严士健
、

陈木法在 〔��中讨论了有限维反应扩散过
程的存在性及唯一性以及常返性和遍历性等问题

�

陈木法在 阵�中首先讨论了一般的单物种

无穷维反应扩散过程的存在性
�

从现在发表的关于无穷粒子系统的文献来看
，

大多数是讨论

单物种的生灭及扩散运动
，

涉及到无穷维多物种反应扩散过程的文章仅见于 〔��
�

多物种反应扩散过程的直观描述如下
�

设对空间进行了一个可数分划 �，

其中每个位置 肠任�中含有 ��不种粒子
，

我们考虑其中

�种粒子的反应和扩散
，

另外 乙种粒子是参加反应的物种
，

在反应过程中保持恒定
，

因而不在

研究范围之内 〔�〕
�

在每一位置 、 上
，
�种所研究的粒子数

，

记为 斌动
，

是一个 �维非负整值

向量
，

即 勺�动任�军一 ��
，
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，
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，

物种内或物种间的反应速度用一个 �

矩阵
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。
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‘�

�夕
‘
�、

， 。
�

， 。 ， 。 任��
， ‘��，

�…�
�

第 ‘ 种粒子由 。 扩散到 。 的速度为 �
。 ‘
�刀�二��夕

‘
�二

， 。�
，

斌动 任�令
�

�
。 ‘
是 �军上的非负函数

，

满足

�
。 ‘
�����

，
坛� �

，
�…�， 。 任�

�

为了数学上叙述清楚
，

引入下述记号及约定
�
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，

则 。 礴足��
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今后我们取定这样一个气

在 刀 中引入距离
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�
恤�
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由于 。 可和
，

对任意 刀
，

荟〔 刀
，

风刀
，

豹���
�

由 �产生的拓扑就是 � 中的乘积拓扑
�

按 户

距离
，
刃是完奄可分坦离夕间

�

则禅介
，等价于对任意 。 〔 �，

�

扩”
�哟的

�

由�导出的

‘ 代数就是 � 中乘积 �’ 代数
�

称�为相对 ���
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，
着对任意 吸穿〔 丑
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，
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满足 ��
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��式的最小 � 记为 石
。
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相对 ����。址招 函数类记为了
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注意 了
。

包含在有界

一致连续函数类中
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为了与传统的结果对比
�

我们引入
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其中物�一燕军
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， ” 为 、 的第 ‘ 个分量
·
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所导出的 口代数与 刀 中 。 代数在 了中的相对 。 代数相同
�

�截 卜��中的 ��������� 函数类记

为 夕几

注意
，

若�〔 穿
“
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，

则�可唯一扩张成丑上的函数
，

在这种意义上有了
“
�黑 特别穿

。

和 了 包括有界柱函数类
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为了书写方便
，

约定一些记号
，

令 标 〔 �群�
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，
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，

表示 � 中单位向量
�
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‘ 一 艺 “ 在 �耸及 � 中按通常方法引入偏序
�

若 无〔 �库
，

约定 无‘ 二习 叭�‘

文中要引入辐合过程
，

即考虑 刀 � 刀 上的过程
，

为此按一般方法定义点对伪
，
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类似地定义 刀 �刀 上的相对 ��由���� 函数
�

荟� 定理的陈述和例

现在我们可以用上述符号将多物种反应扩散方程的母元的一般形式写成侣
�

力式
，

为了方

便
，
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。
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为了侮证反应速度不太快
，
我们弓〔入下述条件�

称母元满足条件 刀
，

指存在只 上的非负增函数

刀 具有下述四条性质
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，
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此外
，
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口��刃�簇艺艺 �
。

�刀�二�
，
刀�

，。
��无����刀�、 ��沦�一��刃�、 ���

����

�艺 艺 �
。 ‘
�刀�二��艺 夕‘

�二
， 。 ���

���刀�二����
�

���。�

喊�。
艺 ��刀�二����二��乙

。
艺

��二�

����矶 艺 �幼�劝���劝十����。
艺

�
�
。
�

‘ ���刀�十� ��
�

��

因而当 刃〔 � 时
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因此 。 的定义域至少包括 犷
“
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因为若�〔 多
“

�万�
，

则�可 以唯一扩张成了
“
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，
因而以后我们不再区分�任少

“
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“ �

现在我们可以把扩散速度有限时多物种反应扩散过程的存在唯一性定理述叙如下
�
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，
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�
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，
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，
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但这时不一定有 召�幻�〔 黑
最后举两个例子说明上述条件的应用
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。
为
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�
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夕
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夕
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，
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，
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，
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，
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，
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�

�
，，

则 � 满足条件 �
�

因而只要扩散速度有限
，
相应的过程

存在且唯一
例 ， ���翻���七��模型���〕�

，

其反应为
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，
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，
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因而只要扩散速度有限
，
该过程

存在且唯一 同时易验证上述两例的 �� 都满足��
�

���式
，

因而可将其相空间限制到 省上
�

荟� 唯 一 性证 明

为了方便
，

我们先证明了
。

���上的半群 ��约在一定意义下若存在则唯一 在证明过程中



推论出几个以后要用的估计式
�

为此先讨论 ������空间上的极大值原理及其推论
�

然后 再

回到反应扩散过程
�

设 ��
，
��是 ������空间

，
�

。

���是 刃 上的一致连续函数类
�

必是 �
。

�刃�的线性子集
，

�〔 必
�

� 是 � 的 。 紧稠子集
，

即存在 �计�
，

�
。
是紧集列

，

� 在 刀 中稠
，
必在 � 上的限制

记为 必�
�

若�〔 必�二�
。
���

，

则�可唯一扩张成 必 中函数
，

因而可将�看成定义在 刀 上的函

数
�

设 口 是 毋� 上有定义的算子
�

引理 �
�

��极大值原理� 若 口 满足下述条件
�

���口��� ��
�

��

����若 尹〔 ‘
·

存在 场 〔 � 使 毋����一乏翼
尹�

，

则

口尹�场��� ��
�

��

�����存在 �〔 必二 ，
��”�》 �满足

��� 存在常数 ���
，
���使 口抓叻 《 �

抓劝�� 刃〔 � �
� �

��� 对任意 饥��存在紧集 � 。 �� 使当 �‘ � 一��

少叮
，
�又叨 夕 “ ��

�

��

则下述极大值原理成立
�

设 尸�
· ， ·

�是 ��
， 。 �� � 上的二元连续函数，

对任意 、 任��
，

���
，
尸��

， ·

�任几 有下界
�

对任意 刀任�
，
��

· ，
功连续可微

，

且

臀
��， 、 “ ‘ 。 ， 。

���
，
刀���

则

尸��
， ”���

，

特别
，

如果 � 是 � 的可数稠集
，

�� 是 �

论仍然成立
�

勺〔 万
， �任��

，

二�
’

刃任�
��

�

��

�〔 �，

���
， ” 任刀 ��

�

孙

的有限子集
，

则去掉 � 是二元连续函数的条件
，

结

证明 在唯一扩张意义下
，
��

�， ·

�〔 必〔 �
。

�刀�
，

因而��
�

��式有意义
�

由一致连续性
，

为

证��
�

��式
，

只需证明

���取定 ���
，

令�。 ，

叻

丝
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，
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， �任 〔�，
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，
刃〔 �
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，
叼�

，
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�
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�
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，
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，
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，
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，

刀〔 �
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�
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盯
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。 、 。
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�
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，
场 〔 �

，

使

��
�

��

��句
，

吻�《 烈�， 叻 �《 �，
刃〔 �

由条件����知 、 �、
，

场�� ” 且
臀
�、

， ，�� ” 与�����矛盾
，

故了在 ��
，

�� � � 上若有最小

值
，

不能在 〔�，
���� 上达到

�

���现在对�去掉条件��
�
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，
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�
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�

令
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卜，��，

�
卜��一 �，。 � 。 。

一�
，�。卜会�



�显然不妨设
。 ���
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于是
�

赶
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���
一
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�

��得

誓
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， 。，�以‘“ ， ” ，��

按���
，

��若在��
，
�〕 � � 上有最小值

，

不能在印
，
��只� 上达到

�

由条件�����的���
，

存在。 当 勺�� 一�。 ， �〔 〔�，
全〕时几伪

，

动��
�

由于��
，
�」丫 � 。 是

紧集
，

��是二元连续函数
，

所以����
，

劝必在��
，
少」只�� 上达到最小

�

�特别
，

如果 � 是可数

集
，

���� 是有限集
，

只要求对任意 刃〔 �‘ ��
，

了�
· ，

叻是连续函数
，

二就必在因
，
�〕 �万 。

上达到最小�
�

即存在���
，

叭�任��
，

四 ��� 使
，“ ���几

，
叭�� 纽�九��

，

劝
‘ ���

一
��

刃��们

若 ���
，

则推出 �
一描

九��， ”，
·

由���知这时必有 “ 一少，

这与二��， 叭，��矛盾
·

综上

所述
，

得到不��
，

动��
，
���

，

叻 〔 ��
，
�飞� �

，

令 。叶�得 尸��一 �， 叻��
，

由� 的任意性知

��
�

扮成立
�

我们首先把极大值原理用于 刀是可数集的情况
，

这时取 ��刀
，

��丹是 � 的有限子集

列
�

若 ����幼
，

豹 �刀
，

荟〔 刀�是全稳定保守 �矩阵
，

则由�所决定的母元 口 自然满足条件

��
�

力和��
�

��
�

取 必为 � �刀上的如下函数类

必一��
�

事
“帆 ����������

记 谬 为 皿上有紧支撑的函数类
�

因为当�任少时
，

保守�过程 习�约�自然满足向后方程

旦誓过
一 “ “ ���� ��

�

��

因而得到保守 �过程唯一性的一个充分条件
�

引理 �
�

绍 若 刀 可数
，
�是 刀上全稳定保守�矩阵

，

并且存在 叭叻��
，
��必

，

使

�口��刀�《 叫�刀���

���� �伪�二�� � ��
�

��

则此 �过程唯一
证明 因为由 �所决定的母元 � 自然满足条件 ��

�

�� 和 ��
�

��
，

由条件 ��
�

钓 保证条件

，��
，

��
，

因而极大值原理成立
，

固定
、

荟�刀
，

取��叻 ��伪
，

幻
�

若存在二个 �过程习
�
�约和习

，
伽�

，

令 尸 。 ，
刀�二�召

�
�‘�一�

，
�云���伪�由��

�

��得

臀
�‘

， 。，一娜�‘
， ”，

���
，
刃���

由极大值原理推出 � 。 ，

叻 ��
，
即 凡�约�习

，
�力

�

下面再由此推出二个以后要用的估计式
�

引理 �
�

� 设 刀 是可数集
，
口是全稳定保守 �矩阵对应的母元

，

满足条件��
�

钓
，
夕���是相

应的半群
�

����
·

�下有界
，

��
· ，

劝连续可微
，
���

，

劝�了�劝 》 �



答
�，

，
��》 。 ，�，

，
��

��才
，
刀��尽�活���

，，�

��
�

���

则

证明 令

��刃�八
。

�

�引《 ，

�刀��
。

�
、��

一一刃几

甲
。

�才
，
刀�一��云

，
刀�一 泞�云�几�刃�

于是 尹
。

满足��
�

钓
，

下有界
�

由极大值原理 沪
。

�毖
，

叻��
，

即 � 。 ，

叻�习�约几�叻
，

因几�叻仃�动
�

由单调收敛定理得 � 。 ，

劝�召�约��劝
�

引理 �
�

� 设 刀为可数集
，
口是全稳定保守 �矩阵相应的母元

，

满足条件��
�

哟
，

��功势�，

盯�
刀�《 ����刀���� 。 ，

��� ��
�

���

则 召。��幼����

��幼����
�时一��

证明 令 尸。 ，

劝 一砂了�叻 �乙�严一��
�

由条件��
�

���易验证 � 满足��
，

���
，

由引理 �
�

�

知结论成立
�

现在我们把极大值原理用于反应扩散过程
，

相空间 刀一 ��写
�

�
’ ，

母元 口 由��
�

��定义
�

命题 �
�

� 在定理 �
�

�的条件下
，

具有性质��
�

���
，

��
�

���
，

��
�

��� 的半群若存在则唯

证明 令

�
。
一�刃任刀 �艺��刀�。 ��

��二��
。 � 。 ��

，
�

， …

� 一日�
。

于是 � 就是��
�

��式定义的 �
�

���往证 �
。

是�刃
，

川中的紧集
�

因为��
，

动的拓扑是乘积拓扑
，

令

了
。
一

�
、 〔 ‘ �，���舫，，戈

。 �、 �
’

， 。 。
�

由条件��
�

��知 ��〔 �耸����’�《 饥�是有限集
，

所以 了
，
是紧集

�

由于 �
。
�了

。 ，

为证 �
。

是紧

集
，

只需证 丑
。

是闭集
�

令 丑
。 〕 伙�〕

乌
�

�

于是对任意 、 〔 习，
场、 ��哟洲�叼

�

再由

。 ���� 艺 ��刃�
���二��

��二��习 �加 ��刀�
、 ��二��

��二�
无，， 协

�艺 ��刀�二����、 �

即 刀〔 �
。 ，

知 �
。
是闭集

，

因而是紧集
�

���由���知 � 是 ， 紧集
，

� 是 刀 中稠子集
，

按��
�

��式取 �
，

则当 勺〔 � 一�� 时 �勃�》

。 ，

再由��
�

��式知 口满足��
�

��
�

由� 定义
，

显然 口 满足��
�

��和��
�

��
，

因此极大值原理成

立
�

���若存在二个半群 泞��名�和 习，
�云�

，

则对任意�任了
。
�必有界�

，

由习
‘
�‘�的压缩性

，
召‘
�云��

有界
，

令 � 。 ，
劝 �习，

�约��劝 一���约��劝
，

于是 � 下有界
，

由条件��
�

���易证 � 。 ，

的二元连

续
，

由��
�

���及��
�

���知
琴

��
， ��一 。 ���

，
��及 ���

，
��一�

�

由极大值原理知 ��，
， 。�二

�
’ 卜月 、 一

’

一
�

一 一
’

一
� �

�

�

次
、

”
� �

一
、 户 ‘ 了 �

一
、 ’ ‘ 产 �

一 �一 ‘ �

一
一

一�
’

�
�

因而 习��幼和 尽，
�约在穿

“

上相同
�

唯一性证毕
�



夸� 存在 性 证 明

存在性证明与 〔��中存在性证明类似
，

因而我们只写出证明的主要步骤及估计式
，

而略去

细节的讨论
�

当 �有限时
，
����幼

“
是可列集

，

由��
�

的式及引理 �
�

�知 �所对应的 �过程存在且唯

一 现在引入了
“

�� �刀�上的藕合算子

可�
” ， 。 一

军烈
�·�” �“ �

， ” �‘ ��垂����” �无‘一 荟�一��”
，

若��
刃�“ �争子�“ �

�冬属
�

·

�‘�“ �， 荟�“ ��无����” ， ‘� “�·

�一��”
，

曹��
勺伽�纳��的

�习习 空
“

�刃间
，

若�。 ��垂����” ��。
。 ，

荟���
。
�一��刀

，

荟��
口‘ 尤币�
勺�幻二‘�“ �

十习习
咨���价勺�“ �

十军澎
产�幼毕勺���

�艺 习

仇
‘
�刀�。 ��艺，�。

， ，����刀一
�，� �， ，

若�一��刀
，

荟�〕

�
。 ‘
�曹�。 ��叉，‘

�。
， ，����”

，

荟一 “ ��，�一��刀
，

若��

氏
‘
�刀�。 ��习，‘

�。
， 。����刀一

�“ ‘�际
，

若一
。 。 ‘� �，�一��刀

，

产扭��，�“ �

�任夕
“

�刀 ���
，

�刀
，

豹 〔 � � �

石仍然对应一个 �矩阵
，

取 ��刃 只 刀呻�

��刃
，

荟��艺���刀�。 �����荟�、 ���“ �。 �

荟��

��
�

��

类似于��
�

的知存在常数 �’ ，
�’ ��使

。 ��刃�《 � ‘
夕�”���

‘

由引理 �
�

�相应的 �过程唯一
引理二� 令万�‘

，

�刀
，

幻
，

�才
，

岁��是由石所决定的 �过程
，

则有下述估计式

��
�

��

�，，‘

戳
、

少�
‘， �”

，

若�
，

�才
，
普

’

����”
‘ ， ‘ ’

�‘ ��”
， ‘�
严

证明 由引理 �
�

�及��
�

��式
，

只须证明

刁
气石�

�戈��
，

口 公

若�尸盆
刀�，� 。 ��刀

，

若��
，
翻

‘，

或只须证

���万��
刀，

豹�御�刀
，

幻 ��
�

��

事实上

��
�

��式右端反应项

一
军属

�
·
�” �“ �

， ” �“ ��而�〔占�” �“ �
，

荟�“ ��一 ”�” �“��垂
，

荟�“ ��〕“ �“ �
，�“ �哈产扭�

�军属
�
·

偌�
“ �

，

若�“ ��希����” �“ �
， ‘�“ ��一 ”�” �“�

，

若�“ ��希�〕��“ �
叮仅�呐产�“ �

嘴�



��
�

��式右端扩散项
口

�
。 ‘
�刀�二��艺，�、

， 。
��占�刀�、 �

，

歹�
。
����、 ����刀�。�

，

曹�
。
����。 �

一��刀�二�一
�。 ，
�、 �

，

荟�、 ����二�一各�刃�
。�� 。 。 ‘

�。�
，

荟�。��
�
�
。
�〕

十艺 习 �
。 ‘
�荟�、 ��艺 ，‘

�。
， 。�〔各�叼�二�

，

荟�二��
��二��占�刃�

�
�

，

荟�
。����

。�
乙一 侣��

刀�己了�杀子�“ �

一各�刀�、 �
，

荟�
�‘
�

《 ��� 艺
该��

习

一 “ �、 ����、 �一��刀�。�
，

苦�
。
�� �。 ��

。����
。
�」

��二�一������刃
，

荟�

引理证毕
�

推论 �
�

� 当 尽有限时
，

若�任少沁
，

则 召�约�任多
“

且 �
“

�泞���户 ��
“

���尹�
，

证明 令�伪
，

豹 � 【��功 一��翻�
，

厚�约是 厢所决定的半群
，

则

�尽�‘���刀�一召�‘���曹��《 习�‘���刀
，

荟�《 �
“

���厚�‘���刀
，

荟�

簇�
“

����
，“ 加‘户�刃

，

荟�

以下设 尽可数无穷
，

取定 召的有限子集列 召
。
上升到 尽

，

定义 �
。
� ��军�‘ 上的母元 口

。

。 ·
��”�一晨 烈

�
·

�” �“ �
， ” �“ ��无����” �无

‘ ·�一��”��

�

�
怠馨

�一�” �“ ��蒸
‘
尹‘·
�“

� ，
�〔��” 一 “ � “一�一��”�� ��

�

��

其中 夕‘。
�二

， 。
��

夕‘
�二

， 。 �
， 二， 。 任召

。 ， 。 笋 。 ，

，‘
�、

， 二�� 习夕‘
�二

， 。�
， 、 〔 队， 二� 。 ，

七任召几

�
，

二� 。 荣氏
，

�
，

其它

。 。

对应的半群记为 习
。

�约
，

由 。 。

按��
�

��造祸合算子 石
。
及其对应半群 应

。
�约

�

检查 引理 �
�

�

及推论 �
�

�的证明知
，

对 厚
。

�约引理 �
�

�成立
，

因而对 召
�

���推论 �
�

�成立
，

但需将估计式中的

皿 换成 �十��

引理 盛
�

� 对一切 。 簇二���
，
云��

，

�〔 了
“

有

�尽
。
�����刀�一尽

。 �‘���刀��《 ��云
，

�
，
刃

， 。 ， 。 �

其中

��才
，

�
，
刀

， 。 ， 。 �
二 �。

��‘盯��，�，�����������
“

���� 艺 ��刀�二��
�
�，�

社 〔 习的一�”

�

��军习馨�
，，�“

， ，�一” 。
�“

， ，
���

��“ �� “ �
，��〕 ” ‘ 艺�年�‘

证明 我们可将 习
。
�约��的看成��幼‘ 上的函数因而 召

。
�约��功

，
刀〔 ��母�日

，

有意义
�

用

�乳幼�。 �
， 刃恤��无���

。

�刀�。 �
， 刃�、 ��无��不代替��

�

��式中的 �
。 ，

得到有界算子 口轰
�

因而有

�〔习�
“ “�‘�，���一 “，���‘����，一

��
“ “����“ “一 “ 粼�“��‘一 。�，。 �“ ��

�

��

因为引理 �
�

�
，

推论 �
�

�
，

对 口盆也成立
，

所以有



��。 盆一 。 ‘�召盆�‘一 ，���”��喊工
。
���户

“ “ �，，

笠
〔

早
、 ��” �“ ��“ �“ �

十工
。

����尹
，�肚� ‘ ” ，

尊军燕�” �
“ ， ，�

一，。
�。

， 。 ���
��。 ����。��

代入��
�

��式
，
注意 歇�����劝的值与 勺在 厅

。
外的坐标无关

，

因而有

�习二�‘���灯�一习乳
‘

�艺���刀��戒��云
，

�
，
刃

， 。 ， 。 �
由��〕知存在子列 乙�，争�� 使 习奢。���劝分召。

�约��劝
，

因而得证引理
�

引理… 对每个�任了
。 ，
刀〔 �

，
���有

���习
”

�‘��幼�是 ������列
，

其极限记为 习。��伪��

����召�����刃�任了
�
���且

�
�

�厅����伪��《 �
�

���尹
� ‘万��，‘， 仁

�

句

由此 月���了〔 穿
“
����

������帕是 了
“
上的正算子

，

依一致范数压缩
�

证明 由引理 �
�

�及控制收敛定理得 。�
�

由推论 �
�

�及���得����
，

��五�可由���及 氏�‘�

的压缩性得到
�

引理 二肠 泞�约是 了
“
上的半群

�

证明 首先注意由引理 �
�

�
，

及 召����的构造
，

若 萝��了
“ ，

对任意
‘

�〔 晚 石
”

��� 《 ����，

则氏�名���的。 召�约��叻 对�〔 子是一致的，

即对任意 勺任丑
， 。 ��存在 �伪

， 。
�

，

使对任意

�任了
，

当 。 ��伪
，

的时

�凡�‘���”�一������刀���
�

�

由引理 �
�

�及引理 �
�

�知族 �召
。
�约�， 习�����的 ���加五��� 范数一致有界

，

由此得

�氏�公�一召�‘��召
。
����伪�叶�

类似可证 召�约�氏���一习�����幼�叶�
，

由此得到

召
。

�云�夕
。

�����刃�，��云�夕�����刀� �刀〔 ��

再由 习
。

�才�习
。
����伽�二习

。
�‘��

��伪�峥召。 ����幼�
，
刀任�

及 习�云
�

十幻�的一致连续性
，

得 习�约的半群性
�

由习�约的半群性及 刀 是 ���曲 空间
，

可用标准方法得到以 刀 为相 空 间的随机 过程

如份
，
夕吁

，

它满足

” ��、 。
�一

夕
���，�‘

，
�

， 、 �一��‘�，、 � �。 ‘ ·

��
�

��

夕�札

以及

刀
，
�豹是相应的转移概率

�

引理 弓
�

� 半群 习�‘�满足性质��
�

���二��
�

���
�

证明 ��
�

���即引理 �
�

�的��主�
�

由召�‘�的构造引理��
�

��及

�盯伪��喊�
“

���艺 ��刀�。 ��“ �。 ���
”

�����万���弓习 “ �。 � ��
�

��

二�‘�，����一，�，����
“ 。 。 ���，����� ，〔 ‘ 。 ， 、 〔 �

��
�

��

由控制收敛定理
，

得��
�

���
�

��
，
���显然

�

由��
�

��式及引理 ���可直接估计浏�����劝的连
续性

�

最后由��
�

���
，

��
�

���可得��
�

���
�

到此我们已经证明了定理 �
�

�的前一部分
�

现在来证明定理 �
�

�的最后一个结论
， 一

即若



�
。
满足��

�

���则有��
�

���和��
�

���
�

首先往证��
�

���
�

若 刃任截 令

介伪�

于是

一习玄�
。 恤�八种“ �，�

�七日 ‘二�

�

�几�荟�一人�”��气藻馨�
” ‘
�“ ��希一��“ ��而�“ 扣�

《 撇 艺 城动 �而即�刀
，

约
刀�似�毕子�色‘�

因此
，

对任意 无��
，

几任穿
“ �

另一方面
，

显然�
、
�豹个�荟�

�

当 ��尽
。
有限时

，

由��
�

���及引理 �
，

��不妨设 内���得

�
， ， ， ， � ， ， 、 � 。 � ， ，， ，， �

�
， ， ， �，

���曹��夕
。

�右
， 刃

，
�荟�簇

�阮，
��刀���名弄�严

�，一��
少

” � 一 ”
�

一

龟

从而
�
�

·
�‘�，·

�‘
，
�

， “ ‘，“
�考‘，。 “�
备
�
‘

一
‘，

令 ” ” �� ，

由介 〔 少
“
及引理 �

，

���得

夕
为
�‘�，�‘，

�
， “ ‘，“

��，‘。 ‘��
备
�
一

‘�

再令 否���
，

由单调收敛定理得

�
、��，，，�‘， 、 ， “‘，���

由此得��
�

���
，

最后由�〔 了蕴含 ���的�《 ���� ��训� ������立得��
�

���
�

定理证毕
�
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