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摘 要

木文利用比较简洁的方法研究了线性模型中关于回归系数的一类自适应岭估计的精确偏差和

均方误差
，
并通过对均方误差的分析得到了该估计类一致优于最小二乘估计的充分条件

�

凡 � 己� 健岁
� 占

� � � 「刁

考虑线性模型

� ��尽� 。 ��
�

��

其中� 是 。 维观察向量
，

了 是 二 火夕列满秩设计阵
，

月是尹维未知回归系数
，

随机误差 �����，
护乙��护��未知�

�

为估计月通常考虑最小二乘估计�韶 估计沪一��了�
一

寸，�
�

但是当

设计阵病态时 工旧估计的效果往往很不理想
，

为此 ����� 和 ���������盯��在夕��时提出

了著名的岭估计户�句一 �了
，
��舌��

一�
�

，
�

，
弄��

，

来改善 石日估计
，
由于 �是非随机常数时

，

户�句只能局部地改善 石尽估计
，

我们通常选择 �依核于观察向量 � 并称这时的岭估计为自适

应岭估计
�

岭估计的研究和应用一直受到了广泛的重视且它 已成为 目前最有影响的一种有偏

佑计
�

但由于问题本身的复杂性
，

自适应岭估计的小样本性质的研究相对来说要少得多
�

僻

如 压����盯��
，
��������������和 ������“ 桩������讨论了一些比较特殊的自适应岭估计

的小样本性质
�

为方便起见先把模型��
�

��表示成典则形式
�

设 拟�…�入，
是 �

，

了 的特征根
，

人
， … ，

功，

是相应的标准正交特征向量
，

记 中� �咖
， …，

九�
，
���必

， “ ·夕月
，

则模型��
�

��的典则形式

为
���“ �� ��

�

��

由��
�

��得到 “ 的 �习估计 衣一 �斑
， …，

乌�
’
一 ��’ ��一堵

，
� 一刃户

，
护 的朋 估计

沙�

记 ���招��丸
， …，

礼�
，

定义 “

�

几一�
�� 一另应�

‘

��一�句
�

的广义岭估计为 创��� ��十了�刁��
，

其中

�������入
， …，

垂，�
，
入��

，

回归系数月的广义岭估计定义为 户����必��万�
�

由于

刀户�了�一 必刀�‘了�
，
万习刀�户�了��一刀�户�了卜月�

’
�户�了�一刀�一万召刀���了��

，

故只需在模型 ��
�

�� 下考虑典则参数 。 的岭估计
�

下面定义一个本文研究的自适应广义岭古
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���
，
它包含了常见的岭估计

，
如 日加纽 型估计

，
�����和 ���斌���的��提出的双 几类佑讯

、叮叭�和 �五。 �������提出的双 不类佑计
，

它还包含了几个新的有意义的岭估让
定义

、

“ ·
�侧 一汉�侧

， …， “ ��牙��
，一���户�

一

��左 ��
�

��

其中 全一�纽��几
， …，

凡�
，
瓦二

叮二����伪�，
·，’� ，��常数 山

，
瓦

， ” ‘
都大于零

�

入�尸
应

，
牙云�。 一夕�

一���场一�
‘
�护

’

如果记

犷 。
�
护

�找

�。 一夕�合
� ’

�

。 ‘ 十犷

到 喊�平�� ��一�
‘仔

‘
�氏

，
感二�

， �， … ，
尹

�

本文将在第二节给出 �’ �平�的精确偏差和均方误差
，

在第三节给出 矿�平�在均方误差�

义下一致优于 石习估计的充分条件
，

在第四节给出几个应用
�

芍�
�

�’ 用乃的精确偏差和均方误差

先给出几个引理

引理 马
�

� 设随机向量 �� ��
�， … ，

�
一

丫。 ��和，
���

，

记 拜��脚
， …，

脚丫
，
可洲函效

了�劝满足毋
，
������

，

则

” ，， 、 ， ， 、 ， 、
� 。 ， ，

�
、

。 、� ‘一户口�、工 少� ，犷甲� 西�又工 �
�户‘

���一间，���� 一
�����

�

典叮���。 户 ‘

证明 利用陈希猫������定理 �
�

�
�

�即得
�

引理 马
�

， 设 呀
‘
是 衣

，
护 可侧函数 刀�芝���

，

记

。 、 一 。 �各“ 一� 、 上一廿一�伪
， ��弋忿

石 两
， 朴‘

石 ‘��

�寸了
“ 护口

列 、 � 。

一
‘

播
��

�
二“ ·

��“ 贯一�
‘
�
一

子
�

子仲氏备
�

犷册卜
�

备摇
十

��叫
�

� 刁
�

八 。 ，
�

。 、 �
、

�
十火丽十土，乃 、试一沙廿‘夕了

证明 因为
召

�

万么
仍 ��

了灭
� “ ‘

�
�忿�，� � 户‘

口种‘

�

�
，

� 秘釜

利用引理 �
�

�并注意到

护
�

刁 。 。
一

丽二十丽即 月
�二树

。
驴

刀“ �一刀��一口
‘
�氏���氏一仔

‘
�氏一 “ ‘

�一公
、“ ‘
�

。 。 ��刃良
�内 一 �，罗�力 ‘

—
一

可入一 � �’

心汀
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�
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叮 刁
� “ ‘一 刃又丁万丙

，。 。 。 ��
�

八 ，。
刀炸

‘
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十 �

�四价
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，，刀��氏一 “ ‘
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‘一���的�

‘
�
�
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璐上式展开后利用前面相同方法即可
�

由引理 �
�

�知道计算矿���的精确偏差和均方误差的关健在于计算出认·

云
，

平�

�。 一��斤
，

�

吸十犷
”�

‘ 一

�
的精确一

、
二阶矩

·

为此需要下面 ” ‘理
·

引理 ，
�

�

在 一��赶��，

设随机变量 �
�，
叉

�
��

，
���的联合矩母函数

皿�赶
，
如��刀盯卫�云

�
�

��坛了
，
�
，

一���扣���日����内存在
，

如果对自然数 希

卫
�
�一。 一

鲤黯过�
。 一。 、 ���

� ” �了
， 、翻�一

� ，

州 四 �，节尸� �仔往
，

且
� “ 生 忍 ，

‘
�会�

“ 一

几橙袋
护卫�耘

�

到�

斌
� 踢

证明 利用 几���� 定理即可
�

引理 �二 设随机向量 ����种
，
�力

，

非负定矩阵 通
，
�

，

记�
，��

，
连了

，
�

�·�，�了，

侧 �
�，
�

，
的联合矩母函数 卫�赶

，

甸在 一�� 、 ‘ ��， 一���‘ �� 内存在�玉���
，

且

，�、 ， �，�一 �� 。一蛋。二不弄可�，
一‘ 一�

�

��飞
�石 口

其中 ��几一�耘�一�‘刃
�

证明 利用正态分布密度函数直接计算得到
�

取 �充分小使 �为正定矩陈
下面引进一个函数

。 ， 、
�

�一
，�， ， ， � 、 一

蚤 【 ，
��争
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护 � 、 ��� 、 几白 ， � 毖�卫 ，上� ��为 、 � ， �� �

‘ 占下 、 ，尸� ，一���‘ ，
、 八七 �

其中

引理 ，
�

肠

�‘， �一价， “ ‘��
， 占��

“
。

才亏卫
“
闹

，

“ 卜
子

， ‘， ’ 一 ‘ ， �， “ ” 夕’

�
色

。 。
�

� 卫二夕 止鱼一 。 ‘
�

、

丽灭 � ‘ ’

一厄一 加不
“ 、叫��

证明

口确�
，
通�

记�
，��一���

，
��

一

呀
，，

��几
，
�� 。

尹
�十���

，��
一�『��，��一戈玄，，

了
�
�

�
，， �一，�

夕
��

二
， 。 �

�

，
贝组娥 � 气，‘ ，

“ 人 ，
由引理 �

�

�知
�

存在 ���使得了劫 了
，
的矩母西

数 皿�耘
，

幼在 一 。�赶��， 一���耘� 。 内存在且

二�、
， 、 �一 �到

一

蚤���件
�，

��
一‘ 一���屏

，

‘ 石 �

其中

记

则

从而

又因为

由引理 �
�

�得

一 ��� �

种，�“ �口
，
����一��奴��山‘ ��，一�‘ 万�一�

��
一

啥，�
刀� ��一�耘�注

一

��
一�
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�
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�
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切汉
一
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�乙�
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，

�砂一 “ ，
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‘娜

‘

�平以一�耘通
一
��
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可沪
，

�，一 �，一�、 一�。 ‘，��一
，

直�
，一�
李 、 、

一� � 八七 �



皿
一�

零
一
��票 、 �。 ，

划
，
间扬

“ 生 忍 � 一的 口吐

一

队
。 一
州

�一��海�
一

宁一

川
�一�鲁

、 、诬
护 ��� 此�� 、 ‘ �吕 �

一
�

�息浦黔
了�扬

一

罕今
一
矛

一 ��一匀�
一

罕一

立��一
�
会刁

一，

面

瓦舒
二

弋器
一��

，一卜

，、八洲
一

����
�

��、
�

��

�

�吐

又因为

一

罕
。 ��‘

�

�示纷�
� 一

奇�示汁�
，

所以

其中

二
一 ‘
�淤犷了

一 “
奇�

丢
是了�

一

云“
。一

竿最
“ ����

�
、
� �一��

�

由于 口‘《 。 护所以上面运算顺序的交换是合理的
�

下面给出本节的主要结论

定理 盈
�

� 对于��
�

��所定义的自适应岭估计 �’ �评�
，

有

斌�平�一 、 一卫妥卫 。。 ‘

�褚事�
，、。 �。 �

石 、 ‘ 代】‘ �

，�‘ �叫 一‘ ’ 一

分荟旱呻����蚤
�

���
吞

奇
一，

备瞬
�

�����蚤
十

恤奇
一

���
“ 、

�
一砧︸

�

一戈证明 利用引理 �
�

�和 �
�

�并注意到

由于 平 在一般情形下结论比较复杂
，

进一个函数
，

即可
�

下面在平，�下进步讨论 矿�评�的精确矩
�

先引

、 一 。 。

���卜�
�，一，�蛋

‘ ’ 一’
�‘ 一�

。��
一

旱
一 ’ 。
一�‘

其中�
‘��一‘ �， �‘

��
，
�� 艺 ��

， 。 、 。 为自然数
�

显然在 平二过 时
，
即 入‘�，， 感。 �， �， …，

夕时
，

有 ��
、
��’ �，呀�如�

�

注意到

乡
气裁犷�肠��二���孙一�加

，

《 凡�

播
��

�
��一，�一

，

�备
� ‘

�
’ �“一，‘一

由定理 �
�

�得到

推论 ，�

� 如果 平��
，

则对��
�

��的 矿又平�有

幻 忍试���一 、 一 、 二哥乏峋玉
自

� ，��叮



��二 。、 �，卜二�
，一

荟
�

荟旱
。 ‘

介
氏
�
” ‘

云
��
�一�

备
。 ，·

�
�

�
” ‘

备
一�

�
，‘立
�

一皿二卫饥‘
夕

刀“ ��� 、 一 “ ‘

“ ‘
喊�

一 试��、 一 “ � 。

�刃�石

一
� �

刁，� 伟孟

、�了、 、夕
廿

��

证明 关于 ��
、

封证明只须注意到两个事实
�

�
、

二
。

��乓�云�气
�二 ， ��切 �盛�� �

� �叶�

在 平 。 �时如果假设 。 ‘
��

，

则 刀仔
‘
有一个简单的算法

，
我们将它表成如下定理

�

定理 ’
·

， 当� ” �， 嘛
” 时

，

皿
一

罕残
证明 当 � �� 时

，

万 分布的密度函数得

卫二卫 �
尹

服从自由度为�尹
， 。 一��

，

非中心参数为 ，�的 尸 分布
，
利用

�����
“

��一约蛋
一�沪

一
��

一

����
，
舌为 自然数

其中��，
， 。�一

只广
·
�‘一，，一、

当 。 ��
， 二��时

，

�

口�劣

二 参
�

少
、 ，

不二���翻�
‘

���一口

当�二���
，
不��时

，

不专可
一

鑫
护以
刀谁

，
石�

所以

证毕
‘

��
。� �

�

吸十�

一 二 �专
一�

二 � �专一
、

一若 离币军下万 “ 离四在拿冈，

� 爹一一
兰二一�厂

。 一。，。卜
�
�、 一，�扫 ‘，

简 � �皿二卫
�

��少
。

� 艺
‘

�

一撰冀厂
。 一，��、 一 。�扫 ��一����

一

以以� 一鉴龚外
石 �� 左

芍�
�

�，
���一致优于 ��估计的充分条件

关于自适应岭估计一致优于 石召估计的充分条件的研究
，
以往的工作是讨论某个特殊类

型的岭估计
，
它们通常含有一个或二个参数

，

如 �加�� 型估计
，

双 �类估计等
�

本节通过对均

方误差的分析得到了含有砂 个参数的岭估计 矿�平�一致优于 �习估计的充分条件
�

先介绍

两个引理
�

引理 �
�

� 设随机变量 ����户
，
护�

，

实函数��劝几乎处处一阶可微
，

如果刀��
，
�了���

�� 则 ��了 一户���了�存在

且 刀��一间�����尸习
夕

�工�

� ��日 �



征明 见王松桂仁的��第 的�贾
�

引理 �
�

， 对常数 ���
，
和与�� 独立的非负随机变量 �，

有

泞‘

恤��护�
，

一 怜一，�� ， 护乡
，

、

一
西 少�叮吟德李几

” 一� ‘“ 个 。 � 一
少�

证明 利用严利清������中引理 �
�

�即可
�

定理 �
�

� 对于��
�

的定义的矿�可�
，
如果参数 吸， �‘ 满足

���
。 �争。

‘

�粤�。 二����李�、
���。 。 �，至李

� 、 刀‘ 八‘ ， � 日�江 几口
侣

�

��

喇矿�平�在均方误差意义下一致优于 石召估计
，
即

万���了�平��喊万�����

注 使��
�

��成立的必要条件是尹��
，

且在 ���时
，

总可以选取恰当的 伪，
吞
‘
使��

�

��成

立
�

而这一点是以前给出的充分条件所不具有的
，

见严利清������
�

定理的证明 记 ��。 犷评应�城�。 一川护
，

则

���『歹一��一丛上丝翌、氏
� �‘ ，

因为 氏一�体
，

岑�
，
由引理 �

�

�得
� 几落 ，

。 ， ， 、

护
， 云的石

� ， ， 、 �， ‘ � ， 。 ， ” ， ，

沪 。 ， �
� 。 � �

� 、 � ， �，

四 气价一 “ ‘少 丁� 伪� 。 口几。 �气伪一伪夕�’ 一

伪 �『」�西『戈� 力吩
‘ 一

尸刁刀声诊‘ 一

川��
�‘ �

�

�，‘

� 沪 。 �护 �，必护 、
一

，尸�一 �习 �

�— ������，���� ，

入一 ��‘ �霍 �

由引理 �
�

�得

聪岑 、 竺遨吐卫内擎
，

历 协一夕 �万

所以

刀�成�平�一晰�
’ ·丑�氏一伪 ‘ �。 一夕�石赤勺丁，���，

护 。 ， � 、 。 ， ， 、

护
‘ � ， 。 ， � 、 ，， ‘ ，

夕
一 二�一 ‘ �‘火�一夕夕。 气伪一伪夕二尸 内十 �万气” 一夕少

�

力丙 士犷
八‘ �‘ ��

、 孚
��。 一劝，和

‘

�李�。 ，�幻�喜�
�

皂丝
八‘ � 、 ，�‘ 几‘ 工

�名

二乙一�学入谧
。 护 �
�匀—�

�‘ �

、 答��
。

切讨兽
。 ‘

阵
�。 一，�助 十李�

�

皂壁
�

一�李二

斗八

“
。 �

一 ‘ 刀‘
一

八‘ ， �� 八‘ 梦� ，

这儿 ��一�。 ，，
��一��� 。 ，

上式由于如��
‘ 》 粤 ��

�

于是

“
叨�
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