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两成败型元件可靠性之差的

经典精确最优置信下限

范 大 茵
�浙江大学

，
杭州

， �������

摘 要

设有可靠性分别为�，和 ， 的两成败型元件
�

第 玄个元件试验 �
�
次

，
成功 夕。

次�‘二�
，
��

�

本

文利用样本点排序的方法给出了 叼�勿 一��的经典的置信下限
，
并讨论了所得置信下限的精确性及

最优性
�

设有两成败型元件
，

第 感个元件可靠性 为扒
，

对第 感个元 件试 验 �
‘
次

，

成 功 尽
‘
次

，

“ 。 �，

彰
，

本文讨论基于数据 ��
�，

从
，
�

�，

姚�求两元件可靠性之差 �一夕
，一 尹� 的经典精确

置信下限的间题
�

本文考虑用成功数组样本点排序的方法求 �的经典精确置信下限
，

本文并

且证明了此置信下限的精确性及最优性
�

我们记 了 为第一个元件的成功数
，
� 为第二个元件的成功数

，

以 ��
，
��表示成功数数

组的随机向量
，

则样本空间 召一��
二，

功�二��
，
�

，
�

， … ，

�
�，
���

，
�

，
�

， … ，
��

�共有 ��

��
�十����

�十��个样本点
，

且对 召中每一个样本点 �二
，

的
，

有

丫
每

几
�，，，

���
，

�� 一 �二
， ，��一�当

，���一，�

羚一�州
，��，一，�

�一
、 拓 � 、 夕 �

�。 ��
，
�

，
�

， … ，
�

�，
夕� �

，
�

，
�

， … ，

�
�
�

为说明本文所给出的样本点的排序规则
，

先给出如下两个定义
�

定义 � 设有两个样本点 �� �。
，

功
，

�，� �扩
，

犷�
，

若 二�了 且 夕簇叭 且此两式中至少

有一个不等号成立
，

则我们称样本点 � 优于样本点�，，

或称样本点 �， 差于样本点 �
，

且记为

�
，
�� 或 ���

，，

并称两者是可比的
�

定义 � 设 �一 �二
，

功
，

岁 一 �了
，

犷�
，

若 了一一�且 犷一 夕
，

或者 犷�夕��且 了 一 二，

此

时
，

我们称 �
‘
是 � 的差邻点

，

如 �
���

，

�
，一�时

，

样本点 ��
，
��有两个差邻点 ��

，
��及

��
，
��

�

本文给出如下的排序规则
�

�置信度 �一��
，

第一点 ����� ��
，，

��
，

即第一个元件全成

功
，

第二个元件全失败的样本点排在第一位
�

第二点在 �
‘�� 的差邻点集 ���

�一�
，

的
，

���，

劝�中挑选
，

挑选原则是分别以这两个点逐个代入下式的
， ，

计算
�

����尹
，一尹� 】�，，，，�

��厂
，
��一�

‘立，���
，�，，�
��了

，
��二

一

�》 。 �

本文 ����年 �月 �日收到
，
����年 ��月 ��日收到修改稿

�

卜

� 急�盆
�



心
嘴

以那一点代入时所得的���大就将那一点排在第二位
，

并记为�
‘，�

�

为选第三点
，

先考虑选第

二点时的候选点集中未被选上的点
，

此点所成的集记为 ��
，
再考虑刚被选上的�

‘，，
的差邻点

全体组成的集记为 �，，
于是考虑 ��与 ��

的并集 ����
��

�，

再对 � 中所有点两两进行比

较
，

并将相比之下较差的样本点从 � 中剔除 �即较差的样本点不参加 �
‘” ，的候选�

，

使得所剩

下的集内部两两不可比
，

并记新剩下的集为 �
�，

则 口
�

就是 ���� 的候选点集
，

再将 �
份

中的点

逐个代入下式的�叼计算
�

�‘
�
，�一，�

�鑫
�，、 ，，�

��了
，
��一砂

。���尹，一���
，
��一�，

�

�
，

以 �
�

中那一个点代入时所得的 ���最大就将那一个点排在第三位
，

并记为 ��
“ ，， … ，

依此类

推
，
可将 � 个样本点全部排完

，

设排为秘
��， �

‘幻， … ，

�
‘��，

于是
，

若实际的观察数据是成功

数数组为��
�，
习
�

�
�

若�习
�，
召��排在第��习

�，
泞
�

�位
�

即若�习
�，
尽����阵

‘�‘ ，“ ‘，，， 那么对于里

信度 �一 “ ，
�习

，，
习��所对应的 ��夕，一夕� 的置信下限是

�

‘��

�
，�一，�】“篡

” �，�，，�
���

，
��一��“ ，�》 �

�
，

���

记此置信下限为 ���尽
�，
习，
�

�

注 � 由���式
，

不难算得 ��
，
�

�

�所对应的置信下限是 一�
，

事实上
，

由于本文的排序规

则
�

��
，
�

�

�是最差的样本点
，
因此��

，

�
�

�总是排在最后一位
�

即��
，

�，
��牙

‘。 ，，而由于
浮
丫

系�
，二，�
���

，
��一平“ ，

�‘ �� “ �，‘ ， ，，〔 ��
，
��

，

故

����
，
�

·，一 ‘�‘
�
，�一，·

�急
�八

，，�
��， ，

��一平《一��·

�
一 ����夕

�一夕���《 夕
�喊 �

，
�喊夕�《 ��� 一 �

�

注 ， 在寻求排在第了 位的样本点时
，

若出现候选点集 �头中有多于一个样本点以其逐

个代入时
，

���同时达到最大
，

于是记这些样本点所成的集合为 ��
，

那么 �� 中的样本点排

在同一位置
、

�记为第了 级�
�

且 �� 中每一个样本点所对应的置信限全相等
，

都等于
�

，，·

��‘
，
�，一��‘��

一

卜尸，�，，�
��‘ ，

了，‘ ���》 �

�
，

�
�一艺，��

�
，�一，�

叫

并且接下去寻求排在第了��位的样本点则先考虑如下两个集的和集
�
�

�

在挑选第� 位时

的候选点集中未被选上的点所成的集
、

即 �头一��
�

�
�

刚挑上的第了 级点集 月� 中每个样

本点的差邻点的全体所成的集 ����
�

记 �� 、 �一 ��头一 �动 ���
�，，

然后再对 �� 十� 中的元素

两两相比较
�

将明显较差白予洋本点从 。 。 ，
中剔除 �即较差的样本点不参加 �‘

���� 的候选�
，

使所剩下的样本集中两两不可比
，

记剩下的集为 �飞
�，，

那么 �决
十，
就是 �

‘
���� 的候选点集

�

注 � 从直观上看
，

较好的样本点 �第一元件的成功数多或第二元件的成功数少�应有校

高的置信下限
，

且由 ��� 式的表达式可知排在前面的样本点由于相加项少必然有较高的下确

界
，

于是排在前面的样本点必有较高的置信下限
，

本文为避免较差的样本点排在前面
�

故在排

序过程对于候选点集中先作了处理
，

这样保证两样本若可比
，

那么较差的样本点必然只能参加

以后的竞选�而且是总会被选到的�
�

下而讨论此置信下限的优良性质

� ��舀 �



芍�
�

置信下限 �乙��， ��的精确性
杏

今

讨论 �石�了
，
��的精确性

，
即要证明 ����

，
��满足

�

�，�，，�
�夕

�一夕，��石��
，
�����一 “ ，

冲
，，
夕�〔 ��，

��
，

证明 对任夕
�，
尹�任��

，
��

，
我们以月�夕

�，
�，
�记为满足

武

省场，，�
��二

，

�� 一��，��知

的最小正整数
，
即月�扒

，
脚�满足

“

篡
” �，�，，�

�‘� ，
�，一“ ”，�。

���

但
武，

省
一‘ ，，�，，�

���
，
��一秘

‘，���

‘一�
���

于是
，

由子

���。 �， 。 ，
�一，�‘
�
，�、 � ��日里

�
习一�

馨
。

�，，�
���

，
了�一甲

‘，�� 。

�
，

于是
，
若但

�，
习
�

�满足

是
，
我们有

�

����
一日��

燕
�，�，，�

��了
，
���甲，��� “ ，

那么必有夕
�一夕�����从

，

凡�
�

于

�
�。 �

， “ ，
�
�
“
掣

” �，�，，·

��‘ ，
��一甲

。��� “

�
���，生一，，�����

�， “ �

�，
�

又因 月伽
�，
夕��是满足 ���

，

���
，
于是当了�习

�，
习
�

��月伽
�，
夕��时必有

�甲勺�
“ ，
于是我们又有

�

���盈
。日一�

习 �，�，，�
了了

，
��

‘��

���厅
�，
�，
�》 月���

，

而左端又等价于

和����

�
�“ 主

， “ �，
�
����一日一�

馨
�，�，，·

���
，
�，一��

‘，，� ·

�
，

�
�“ 工， “ �

�气编
，��
��

�‘��
�

，

于是
，

综合我们有
�

�
��

�， “ ��。 ‘�

���
�，�、��‘�，
卜

‘，�一，忍
����“ �，

�·，，，

由于�习
�，
�，
�的随意性

，

我们有

�，�一，·
��‘ �‘ ，

���二

�
��

，
��

两边取概率得
�

。 ‘�

粼��� ‘砰“ �，
�

�，�，，·

�，
‘ 一，，

�����
，
����

‘�

蔗
，���， ·，·

���
，
��一甲

‘，
�

由���知上式右端 ��一 “ ，

即证得

�
，�，，�
�夕

，一尹������
，
�����一 。

即证得置信下限 �石��
，
��满足给定的置信度

书 ��� �

沁‘



心
�

愁�
�

置信下限 �乙��，��的最优性

、，产、�少
��

了妞、矛‘、

此处所指最优性是指若另有一置信下限为 万�万
，
��

，
它满足如下几条性质

�

��� 若 感喊�则

万��“ ，
�����‘” �

，

�正���性�

���对任夕
�，
尹� 〔 ��

，
��

，

均有

尸，�，，�
�夕

�一夕����了
，
�����一 “ �精确性�

�。����
，
�

�

�一 一�
�

那么必有 ���了
，
���万�了

，
��

�

即此 ����
，
��是所有在此同一排序下满足正则性

，

精

确性的置信下限中的最大者
�

为证明这一点
，

先证明几个引理
�

� 尸几 � 一

引理 � 函数 ��夕�� 卫 �弄】尹���一尹�” 一� ，
��《 夕喊劝

，
当夕裤。 时

，

是夕的严格单遇
” �

一 一 一
’ “ ‘

�与 、了�
‘ 、

“ ” “
‘

” ” ” 一 ‘ ” 一
’

减少函数
�

数
�

证明

函数 ��夕�
一
交�当

，二��一，�一二���
，、 ��

，
当 。 ， 。 时是，的严格单调增加 。

五 � ‘ �八�

利用

，
丫 燕���

，·�‘ 一，，一 ‘ 一

只
厂�二���

厂�习��夕刃�。 一习�
‘日��一��

” 一�一��‘

引理 幼 设 �二���‘�，，�‘��， 一
，

�‘�，�

记 介�夕
�，
夕��二�

，，，，�
��了

，
��〔 �二�

记 �����扒
，
尹���介�夕

�，
尹���

“ ，
��夕�喊�

，
�《 夕�‘ ��

，

则函数 �一夕�一夕�在几 上的下确界能达到
�

即存在�川
，
夕瑟�〔 刀二

，

使

夕呈一夕显一 ����夕
�一尹���尹

�，
夕������

，

证明 因

��八
� � �

��
， 、

�，，，�
���

，
��‘ �叔

， ‘�����一，尹全��一夕��打，一�‘ ·

� �夕犷��一脚�
万，一，，，

�亡
�，
云，�〔 召

�赶 � � 不� �

是扒
，

脚 的连续函数
，

从而介�扒
，
夕��一�

，、 ，，�
���

，
��任�动 亦是扒

，
夕，
的连续函数

，
于是

��扒
，

脚��介伽
�，

脚���� 是闭集
�

从而

、 一��，
�， ，，

��、 �，�， ，�

��
·
�门

�
�《 扒 《 �

�《 和喊��
是

一

有界闭集
，
�二夕，一夕�是连续函数

� ’

而连续函数在有界闭集上的下确界能达到
�

故 存在

�川
，

川�满足�川
，

川�〔 ��
�

且川一哪�����夕
，一尹��介沙

却 脚�》 “
�，

引理 � 对任了�了一 �
，
�

， … ，
口�

�

�� 必可分解为
�

�二一笆�二
一 。严，， �、 眺�，�

‘��
���

州
�� 一

自
‘�����

， ‘
�

证明 由本文所给的排序法则
，
可知若样本点 �气

己�
�，�

如�任�二
，
那么必有

���

一 ��� 份



〔佃，

的�
二��、

，
夕成研��

�

从而可知几 必可表达为���
，

���的形式
�

冬 ，

引理 �

记

设 �笋仔
，
�� “ ��

，

�川
，

川�是引理 �中取到下确界的点
�

������介�尹
，，
夕显� �喊尹

�
戈�

��尹
�

��介�尹兮
，
夕�� �喊夕

，‘ �

则我们有
�

�尹全
，
夕罗�或满足如下的条件���或满足条件���

�

�人�对��且 ��扒�是扒 的严格增加函数
，

���川��且 ��脚�是夕
�

的严格减少函数
�

证明 由引理 �
，
�� 仅有如下六种情况

，

我们分别讨论之
�

几� �了� 。 ，
�咦�喊�，

� �。 笋��

则介�扒
，
夕���尸

，�
����� 与尹

�
无关

，
故川一�

，
又因 �

，、 〔� 》 司 是夕�的严增函数�利用引

理 �
， 。 笋��

，

故川是方程 �，�
�了 � “ �一 “ 的根

�

因 �� 。 ��
，

故川〔 ��
，

�� 且 抓扒�二

���扒
，
��二�斌了��� 是尹

�
的严增函数

�

满足���
�

�����喊�喊�
�，
�叹�� ��钧�

，
�

则介�扒
，

和�·几
�

��喊�� 与夕
�
无关

�

故川��
，

且因 �
，�
��‘ 句是尹

�
的严减函数

，

故解是

方程 �，���喊的� “ 的根
�

故有 ��川��
，
且 ��脚��尸

，�
��‘ �� 是尹，

的严减 函 数
�

满 足

���
�

全云类似图 �形式
�

此时
，
因���

，

脚���
，

故 ��
，
和�百几

，

而�川
，
夕分�〔 几 故川笋�

，
且若 �是方程 �，�了

�司 � 。 之根��如图所示�
，

则介�
�，
����试��司 一 “ �

于是�，
，

�����
�

而 �川
，

川�是取

到下确界的点
�

故应有
�
尹全一夕�《 �一�由于 �����

，

有

川叹川�
�一�印呈‘ � 得 川��

对�护全一
�十��夕全�� 得 川���

粽合有
� 。勺全��

，

且川���

丫
令

��脚��介�川
，

和�一尸
，
式��

。 ��艺 尸，
式见 一吸��

，�
��‘ �‘���。尹�，

�
�

于是注意 系数

几�了
·山�

，
由于 ��夕全��

，

故系数全为正
，

且 ��钧�
�，

故 斌脚�是尹
�
的严减函数

，

满 足

���
。

��� 耳
，，

凡凡 城城
���

蕊
’

城 城城
蕊蕊 民 班 ���

试试
，，

民民 减 书
���

二二 其 属 浦 人 凡凡
。。
乃 荟 些 住 圣

，，

圈 �

�� 如图 �所示

介�夕
�，
����

�

�夕
�，
��百��

�

夕全呐��

沁堵因故故

� �与� �



又若 �是方程 �，
���‘ 的· “ 的根

，

则 �����
�

且介��
， ��� “ ，

故��
， ，
�任��

，

于是有

夕全一夕要喊�一 �

则 川《 川十�一 ��户皇喊�
，

即有 川���

哪�夕呈十
��夕呈》 �

，

即有 川���

综合得川��且 ��解��
�

��，
‘
�一 �

，、��叹 ”�
一

卜
馨�

，�
�了��‘

��
，���一 ” ‘

�

其中 。 ‘笋�
�

又因 �印皇��
�

故系数 �，
抓��瓦�全为正

�

且 。 ‘笋�
�

故 ��扒�是 扒

加函数
�

满足���
�

全兀 如图 �所示

的严格增

介��
，
脚�一� 故 川笋�

�二�尸
�，
��一� 故 �显笋�

�

因因

��� 若川一 �
�

则衅是方程 �，�
��喊�� � “ 的根 ��如图所示�

�

故 �勺呈��，
二介��

，

介���
，，

��成��是 夕，
的严减函数

�

满足���
�

���� 若解二�
，

则川是方程 �，�
�了��� � “ 之根�� 如图所示�

，

故 ��夕���，

��伽
�，

�� ��，�
�了 》 ��是夕�的严格增加函数

�

满足���
�

�主���若 ��夕全��且 ��夕呈��
，

且 ���
�

�

且 ��夕
，
��

，
丫 则抓扒�一馨几��“ ‘

�气�� 一 ”��， 由于 ”印执�� 故系数 尸不�一 ” ‘
�全 为 正

，

且

�‘沪�
，

故抓扒�是尹
�
的严增函数

�

满足���
�

入式入城凡减

吐万‘︸
。‘

卜�，‘‘不�卜�������汽�

凡�

‘���，�����几�
沪

以石

，�‘

必 场

图 � 图 �

奋协

�� 如图 �所示
�

因���
，
����

，

故 ��
，

��百仄 于是或川子�或川笋�
�

若
�是方程 �，���《 ��� “ 的根

�

。 如图所示�，

则 �����
，

且���
， ��一 �，

故 ��
， ��〔 ��

�

由于��全
，
尹��是达到下确界的点

，

故对一川《 �一 �类似易得川��
，

川��
，
于是

�

��� 若刘梢�
，

此时有 ��尹全��
，
且川��

，

与前面一样可证 几�脚�是夕
�
的严减函数

�

满

足���
�

���� 若解的�
，
则有川��

，
且 �勺宝��

，

与前面类似可证 ��扒�是扒 的严增函数
�

满足

���
�

�只要将介印全
，
脚�及介伽

�，

川�表示成和式
，

注意到系数为正
，
再利用引理 �即可�

�

到此
，

引理 �证毕
�

下面证明 ���了
，
��之最优性

�

反证法 若不然
，
设另有一置信下限 万�了

，
��

，
满足

�

� 盆日� �



�

户
�

���������伪��加
，，�
�卜一加�皿�了

，
�����一 。 ��夕

�，
夕��〔 �

���若 唇‘ 了则万�甲
‘���万�甲

���

���万��
，
�

，
�· 一�

�

但在某个样本点�殉
，
加�处却有万�物

，
加�����殉

，
如�

�

不妨设�殉
，
脚�·甲

�、 则因
���俐

����万��
‘�，�� 一�

�

故了砖公
�

令 。� 。 ��
�

于是
，
由引理 �

，
必存在 �川

，

川�任几
�

且

夕全一夕要一���伽
�一夕���夕

�，
尹��任���

，

即川，盆， ‘ 石�殉
，
约�且介�川

，

川��
。 ，

由引理 失 �川
，
尹豹或满足性质 �人�

�

或满足性质

���
�

则
�

��� 若�对
，

川�满足�人�
�

那么川��且 抓扒�二介�扒
，

川�是 尸
�
的严增函数

，
且对一畔

·�到甸
，
如��万�两

，
加�

�

于是
，
我们可 适 当选取 比川略大的对����

，

取班一对
，

使

介�抓
，
对��

“ �

且仍满足对一林�万�响
，
如�

�

���� 若�川
，

对�满足���
，

那么川��
�

��扒�二介�讨
，

扒�是�
�
的严减函数

，

且 川一川�

�石�殉
，
如��万�脚

，
枷�

，
于是我们可适当选取一 个 比对略小的班����

�

并取抓一对
，

使
介�夕贯

，
�盆�� “ ���

且仍满足

于是我们有
�

对冲执万�向
，
晌� ���

�夕雯一，��万汀
，
���

���
二 �万俩

，
如�喊万��

，
���

“
�
��

，
��“
续
�甲

一�
�

故

“
�

二

汉域� “ ��
，

期�尸���
‘ ，

�� 〔
自
�甲叻

���
。 介�夕贫

，

班��
“

于是

这与

�代���抓，》 对��
，

���喊�一介�抓
，

皿���一�，

万��
，
��满足���相矛盾

，

故原很设不真
，
从而证得 ���万

，
��确实是最优置信下限

�
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